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Para el profesor 


■ Filosofia En està obra reflejamos nuestra filosofia de que un libro de matemàticas para 
estudiantes de bachillerato debe ser legible, directo y muy motivador. Y aun asf, los estudian- 
tes sólo aprenden matemàticas haciendo matemàticas. Por tanto, a lo largo del texto hemos 
puesto énfasis en la resolución de problemas corno medio de comprensión. Los ejemplos 
estàn disenados para motivar, instruir y guiar los alumnos. A la vez, los ejercicios les brindan 
la oportunidad de probar su comprensión, desafiar su intelecto y aplicar sus conocimientos a 
situaciones del mundo reai. 

■ Publico y flexibilidad Escribimos este libro para presentar temas de àlgebra, gràficas, 
funciones, logaritmos, trigonometria, sistemas de ecuaciones y desigualdades, matrices, 
geometria analitica, coordenadas polares, sucesiones y probabilidad de modo que sea acce- 
sible a un estudiante de bachillerato con algunos conocimientos de matemàticas. Hemos 
incluido suficiente material para un curso normal de un semestre, de dos cuatrimestres e 
incluso para uno de un ano. La cantidad de temas abordados permite que el profesor elija los 
que considere màs apropiados para lograr el objetivo de su curso, sin soslayar los anteceden- 
tes y las habilidades de los estudiantes. La obra puede servir corno preparación para las 
matemàticas finitas, la estadfstica o las matemàticas discretas. También puede ser un curso 
introductorio de matemàticas para quienes estudian artes liberales o negocios y planean no 
profundizar en las matemàticas, o bien, corno un primer curso de varios que brinden los 
fundamentos para el càlculo. 



■ Ejemplos Nuestra experiencia nos ha demostrado que los ejemplos y los ejercicios son 
la principal fuente de aprendizaje en un libro de matemàticas. Hemos visto que los estudian¬ 
tes se basan en los ejemplos, no en los teoremas ni en las demostraciones. Por consiguiente, 
hemos incluido gran cantidad de ejemplos que ilustran tanto los conceptos teóricos presen- 
tados en la obra corno las técnicas usadas para realizar los càlculos correspondientes. 

■ Ejercicios Como hemos dicho, creemos que los estudiantes sólo aprenden haciendo. En 
consecuencia, para promover la participación adiva en la resolución de problemas los ejer¬ 
cicios son abundantes y variados. En cada grupo se incluyen numerosos problemas de ejerci- 
tación, preguntas de verdadero/falso, oraciones para anadir la o las palabras faltantes, aplica- 
ciones, problemas de reto, problemas que implican la graficación o la interpretación de gràficas, 











asi corno problemas para analizar y comentar. Tal variedad brinda al estudiante la oportunidad 
de consolidar lo que ha aprendido acerca de los conceptos fundamentales, de notar los usos 
pràcticos de las ideas matemàticas y de poner a prueba su ingenuidad. En està tercera edición 
hemos reorganizado y ampliado casi todos los grupos de ejercicios. 

■ Motivación Hemos incluido una buena cantidad de demostraciones, pero realmente la 
motivación se ofrece al presentar los conceptos ya sea intuitiva o geomètricamente. Por 
anadidura, siempre que fue posible usamos figuras para ilustrar una idea o dar un apoyo para 
encontrar una solución. 

■ Énfasis en las funciones Las funciones son un concepto esencial en este curso y en las 
matemàticas en generai, de modo que en està edición hemos puesto mas énfasis en ellas y en 
su notación. 

■ Énfasis en la graficación También se ha puesto énfasis en la graficación de ecuaciones 
y de funciones. A lo largo del texto hemos insistido en la simetrfa, en el uso de gràficas des- 
plazadas, en la reflexión, en las intersecciones con los ejes coordenados y en la interpretación 
de las gràficas. 


Novedades en la tercera edición 


■ Aplicaciones En està edición seguimos presentando aplicaciones seleccionadas de dia- 
rios, revistas y textos cientfficos. Estos problemas de la “vida reai” muestran a los estudian- 
tes el poder y la utilidad de las matemàticas que aprenden en este curso. Entre el amplio 
repertorio de disciplinas de donde proceden las aplicaciones se cuentan la astronomia, la 
biologia, los negocios, la quimica, la ecologia, la ingenierfa, la geologia, la medicina, la meteo¬ 
rologia, la óptica y la fisica. 

■ Leyendas En los ejemplos y en los màrgenes hemos agregado una gran cantidad de 
leyendas impresas en color azul para guiar al estudiante por los pasos de la resolución de 
algun ejemplo y para mostrarle còrno se usan los conceptos y las propiedades expuestos en 
los teoremas y las definiciones. Las leyendas impresas en rojo que aparecen en los màrgenes 
indican precaución , y se han colocado junto a las partes de la exposición que los estudiantes 
deben leer màs despacio o incluso leer un par de veces para evitar dificultades o malas inter- 
pretaciones. 

■ Aperturas de capitulo Cada capitulo empieza ahora mostrando su propio contenido. 
Ademàs, hemos incluido un texto de motivación de los temas expuestos, asi corno una breve 
resena histórica de una o màs personas que influyeron en el desarrollo de las matemàticas. 

■ Notas del aula Ciertas secciones del texto terminan con una sección de comentarios 
informales llamada “Notas del aula”. Se dirige directamente al estudiante y en ella se aborda 
una gama amplia de aspectos relacionados con los alumnos, el libro o las clases, corno ter¬ 
minologia alternativa, errores comunes, refuerzo de conceptos importantes, materiales que 
se aconseja aprender de memoria, procedimientos de resolución, uso correcto e incorrecto de 
la calculadora, consejos sobre la relevancia de la pulcritud y la organización, interpretaciones 
equivocadas y, ocasionalmente, palabras de aliento. 

■ Conceptos clave Cada capitulo termina con una lista de temas que consideramos los 
màs importantes. El estudiante puede usarla para repasar el material antes de realizar pruebas 
y exàmenes. 

■ Ejercicios de repaso del capitulo Para ayudar al profesor a elegir los temas de repaso o 
énfasis, hemos reorganizado todos los ejercicios de repaso del capitulo en tres partes: en la 
A incluimos las preguntas de verdero/falso; en la B , oraciones que deben completarse con 
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una o varias palabras, y en la C problemas tradicionales con los que se repasan los temas y 
conceptos mas relevantes expuestos en el capitulo. 

■ Figuras Cabe decir algo acerca de la numeración de las figuras, definiciones, teoremas 
y tablas. Debido a la enorme cantidad de figuras incluidas en el libro, en està tercera edición 
usamos un sistema decimai para hacer referencia a ellas. Por ejemplo, “Figura 1.2.3” se 
interpreta asf: 

Capitulo Sección 

i i 

1 • • 3 <— Tercer figura de la sección 

Consideramos que este tipo de numeración facilita remitirse a las figuras, definiciones y 
teoremas cuando se hace referencia a ellas en secciones o capitulos posteriores. Asimismo, 
para relacionar mejor una figura con el texto, en la referencia que se hace a ella se usa el 
mismo tipo de letra y color que en el nùmero de la figura; por ejemplo, FIGURA 1.2.3. Ademàs, 
en està edición todas las figuras tienen pies breves y explicativos. 

■ Temas nuevos En seguida se indican algunos cambios hechos en cuanto a los temas 
abordados: 

• Casi todos los grupos de ejercicios incluyen ahora algunos llamados “Para el analisis”. 
Fundamentalmente, son de tipo conceptual. Esperamos que los profesores los usen y 
que, con su pericia, logren involucrar a los alumnos en un intercambio de ideas acer¬ 
ca de còrno resolverlos. Esos problemas podrfan también ser la base para dejar tareas 
escritas. Para favorecer la originalidad, no incluimos respuestas a esos problemas. 

• Mejoramos la explicación sobre la función inversa (sección 5.6) anadiendo figuras 
que resultaran mas claras y motivadoras. 

• La sección 5.7, “Traducción de palabras en funciones”, es nueva en el capitulo. 

• La sección 5.8, “Recta de minimos cuadrados”, también es nueva en el capitulo. En 
ella calculamos la recta de minimos cuadrados en la forma algebraica normal. El 
mismo tema se presenta de nuevo en la sección 14.6 desde el punto de vista de las 
matrices, especificamente, de la matriz inversa. 

• El capitulo sobre funciones logaritmica y exponencial se ha reescrito por completo. 
En la sección 7.4 se consideraron nuevos modelos matemàticos relacionados con 
dichas funciones. Las funciones hiperbólicas se explican ahora en la nueva sección 
7.5. 

• Se ha eliminado la comprobación de la inutilidad de las identidades trigonométricas 
incluida en ediciones anteriores. Nos pareció cuestionable el valor que tenia para el 
aprendizaje, sobre todo cuando hay temas mucho mas importantes que podiamos 
presentar mas profundamente. En està edición, la sección 9.4 se dedica a las impor¬ 
tantes identidades pitagóricas, a las fórmulas de suma y diferencia, a las de doble 
angulo y a las de semiàngulo. 

• En el capitulo 10 se anadió una sección, la 10.5, “Movimiento armònico simple”. 

• Las coordenadas polares se explican ahora en su propio capitulo, el 12. La exposición 
sobre vectores en el plano se removió ahi. 

• Debido a su sencillez hemos anadido explicaciones sobre la rotación de gràficas 
polares en el capitulo 12 (secciones 12.1 a 12.3). 

• En el capitulo 12 se agregó una sección nueva, la 12.5, “El producto punto”. 

• En la sección 14.5, “Sistemas lineales: matrices aumentadas”, mostramos còrno usar 
operaciones elementales entre renglones en una matriz aumentada para balancear 
ecuaciones quimicas. 

• En la sección 14.6, “Sistemas lineales: matrices inversas”, volvemos a abordar el tema 
de la recta de minimos cuadrados y = mx + b. En està sección calculamos los coefi- 
cientes m y b mediante métodos matriciales. 

• En el capitulo 14 anadimos una breve sección, la 14.8, “Criptografia”. En ella se 
expone la idea de codificar y decodificar mensajes empleando matrices. Creemos que 
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al estudiante le interesarà el tema y quizà incluso lo motive a buscar mas información 
acerca de està importante aplicación de las matrices. 

• En el capi'tulo 15 se anadió una sección, la 15.3, “Convergencia de sucesiones y series”. 
La exposición sobre la convergencia de una sucesión o de una serie infinita se man¬ 
tiene en el nivel intuitivo. 

• La sección sobre permutaciones y combinaciones de la edición anterior se ha reescri- 
to y ahora se llama “Principios de conteo” (sección 15.6). 
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LÒGICA Y CONJUNTOS* 



1 


I 


En este capi'tu lo 


1.1 Enunciados y valor de verdad 

1.2 Proposiciones simples y compuestas 

1.3 Proposiciones lògicamente equivalentes 

1.4 Argumentos 

1.5 Cuantificadores 

1.6 Conjuntos y elementos 

1.7 Cardinalidad y tipos de conjuntos 

1.8 Operaciones con conjuntos 

1.9 Conjuntos y técnicas de conteo 



Ejercicios de repaso 


* E1 autor de este capftulo sobre lògica y conjuntos es el profesor Amado Reyes, de la Pontificia Universidad 
Católica Madre y Maestra, y de la Universidad Autònoma de Santo Domingo. 


Un conjunto es 
una colección de 
elementos que 
comparten una 
caracteristica; por 
ejemplo, la afición 
por un deporte o 
por un equipo 
deportivo 










■ Conjuntos La mayorfa de los estudiantes no se dan cuenta de que gran parte de la nota- 
ción algebraica que se usa en los textos de àlgebra tiene menos de 400 anos. 

E1 mas grande matemàtico francés del siglo xvi fue Francois Viète (1540-1603), abogado 
y miembro del Parlamento, quien dedicò la mayor parte de su tiempo libre a las matemàticas. 
Escribió muchas obras sobre àlgebra, geometria y trigonometria, la mayorfa de las cuales 
imprimió y distribuyó por su propia cuenta. La obra màs famosa de Viète, In Artem, hizo 
avanzar en forma significativa la notación algebraica. Antes del trabajo de Viète era una 
pràctica connin utilizar diferentes sfmbolos para representar varias potencias corno x, x 2 , x 3 
etcétera. Viète, que sabfa escribir en latin, utilizò la misma letra calificada en forma apropiada 
para estas potencias: x, x quadratum (cuadrado), x cubum (cubo), etcétera. Ademàs, extendió 
el uso de las letras del alfabeto para representar no sólo las variables sino también los coefi- 
cientes constantes. La nueva notación de Viète aclaró las operaciones que emplearon para 
construir una serie completa de términos. 

En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales sobre conjuntos que un pian 
de estudios de bachillerato suele incluir. 


| 1.1 Enunciadosy valor de verdad 


■ Lògica La lògica es la rama del conocimiento que trata los métodos de razonamiento 
mediante reglas y técnicas, con el fin de determinar si un argumento es vàlido. El tema que 
nos ocupa es el de la lògica usada en matemàtica. Aqui trabajamos con elementos bàsicos 
llamados proposiciones. 


Definición 1.1.1 Proposiciones 

Una proposición es un enunciado u oración declarativa de la cual se puede afirmar que es 
falsa o verdadera, pero no ambas cosas a la vez. 


Definición 1.1.2 Valor de verdad 

La veracidad o falsedad de una proposición es lo que se llama su valor de verdad. 


EJEMPLO 1 


Proposiciones 


La expresión “la Tierra es redonda” es una proposición. Puede notarse que su valor de 
verdad es verdadero, ya que se conoce con certeza que la Tierra es redonda. = 


EJEMPLO 2 


Proposiciones y valor de verdad verdadero 


La expresión “2 + 3 = 5”, que se lee “dos màs tres es igual a cinco”, es una proposición 
con valor de verdad verdadero, ya que en el sistema numèrico decimai (que usa el numero 
10 corno referencia) se conoce con certeza que 2 + 3 = 5. = 


EJEMPLO 3 


Proposiciones yvalores de verdad 


La expresión “1 + 1 = 5”, que se lee “uno màs uno es igual a cinco”, es una proposición 
con valor de verdad falso, ya que se conoce con certeza que 1 + 1 A 5 (A se lee “diferente 
de”). 
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CAPITULO 1 Lògica y conjuntos 
















^Por qué la expresión 3 — x = 5 es una oración declarativa, pero no es una proposición? 
3 — x = 5 no es una proposición porque no sabemos su valor de verdad a menos que 
asignemos un valor a la variable x. Si asignamos a x el valor — 2, entonces 3 — x = 5 se 
convierte en una proposición con valor de verdad verdadero, ya que 3 — (—2) = 3 + 2 
= 5. Pero si le asignamos el valor 6, por ejemplo, entonces 3 — x = 5 se convierte en una 
proposición con valor de verdad falso, ya que 3 — 6 + 5. 

( ',Por qué la expresión “ (j Habla usted espanol?” no es una proposición? = 


La expresión, “ ( diabla usted espanol?” no es una proposición porque no es un enunciado 
declarativo sino interrogativo. 

I Poi' qué la expresión “tome dos aspirinas” no es una proposición? Porque se trata de un 
enunciado imperativo, es una orden, no es un enunciado declarativo. 


■ Postulados o axiomas y teoremas 


Definición 1.1.3 Axioma 

Un axioma o postulado es una proposición inicial que se presupone verdadera. El conjunto 
de postulados de los cuales se desprenden las demàs proposiciones de un sistema se llama 
conjunto de postulados del sistema. En éste, uno de los axiomas no debe ser deducible 
de los otros. 


EJEMPLO 4 


Axiomas 


Uno de los postulados de la geometria euclidiana es el de la recta: “Dados dos puntos 
distintos cualesquiera, hay exactamente una recta que los contiene”. 

Este postulado o axioma forma parte de un conjunto de postulados del sistema que 
plantea la geometria de Euclides, estudiada desde la escuela elemental. = 


EJEMPLO 5 


Axioma 


En nuestro estudio de geometria aceptamos cierta la proposición: “Dos rectas no pueden 
cortarse en mas de un punto”. 

Este es otro ejemplo de los postulados o axiomas sobre los que se apoya el sistema 
geomètrico euclidiano. = 


◄ 


La caracterfstica bàsica de un pos¬ 
tulado o axioma es el hecho de ser 
independiente de otras proposicio¬ 
nes. 


Definición 1.1.4 Teorema 

Un teorema es cualquier proposición que se desprende de otra proposición o proposi¬ 
ciones dadas por supuestas o previamente demostradas dentro del sistema. Asi, un 
teorema es una proposición cuya veracidad requiere ser demostrada a partir de otras. 


EJEMPLO 6 


Teorema 


El teorema del triàngulo isósceles establece que “si dos lados de un triàngulo son con- 
gruentes, entonces los àngulos opuestos a estos lados son congruentes”. 

Este teorema se demuestra a partir de otras proposiciones, entre las cuales se cuenta 
uno de los postulados para congruencia de triàngulos (lado-àngulo-lado, L < L). = 


◄ 


En estas notas tratamos bàsica¬ 
mente con el anàlisis de la veraci¬ 
dad de las proposiciones en forma 
generai, es decir, con el càlculo 
proposicional. 


1.1 Enunciados y valor de verdad 


3 















Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-1. 


En los enunciados 1 a 15 indique en cada caso si el enunciado 
es o no es una proposición. Justifique su respuesta. En caso de 
ser una proposición, establezca su valor de verdad. 

1. Julio César fue presidente de la Republica Dominicana. 

2. 2 + 2 = 4 

3. Si la Tierra es plana, entonces 2 + 2 = 4 

4. ^En tu casa o en la mia? 

5. j Ayudeme, por favor! 

6 . La matemàtica es importante. 

7. Existen dos soluciones para la ecuación x 2 + 4 = 20, y 
ambas soluciones son enteras. 

8 . Si x es cualquier nùmero entero, entonces x 2 es un nùmero 
entero positivo. 

9. Vé en su busca. 

10. x es mayor que y. 


11. 15 es un nùmero primo. 

12. a + b = 1.7 

13. La población de la Repùblica Dominicana es de siete millo- 
nes. 

14. Las mesas son cuadradas. 

15. /Bello dia? 


| 1.2 Proposiciones simplesy compuestas 


Sin pretender dar una definición precisa de variable podemos afirmar que en matemàtica se 
usan las literales x,y,t, ... para representar nùmeros reales, y estas literales se llaman varia- 
bles. Las variables pueden combinarse mediante las operaciones corrientes para producir 
otras expresiones variables màs complejas. En logica, las literales p,q,r,... denotan variables 
que pueden sustituirse con proposiciones. 


EJEMPLO 1 


Variables 


La variable proposicional p puede sustituirse con la proposición “El sol brilla todo el dia”; 
en este caso: 


p: El sol brilla todo el dia 

y la variable proposicional q puede reemplazarse con la proposición “Hace frio”; aqui: 

q: Hace frio 


Las proposiciones p y q que se 
combinan mediante algun conec- 
tivo logico para formar una propo¬ 
sición compuesta se llaman propo¬ 
siciones simples. 


Definición 1.2.1 Conectivos lógicos 

Los conectivos lógicos son simbolos usados para combinar proposiciones, con lo que se 
producen otras, llamadas proposiciones compuestas. 
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CONECTIVOS FUNDAMENTALES 


B 


V 


Los conectivos fundamentales usados en este capftulo son: 

a) ~ negación 

b) a conjunción 

c ) v disyunción inclusiva 

d ) v disyunción exclusiva 

e) —» condicionante 

f) <H> bicondicionante 




■ Negación La negación de una proposición es una nueva proposición que tiene un valor 
de verdad opuesto, es decir, si p es verdadera, la negación de p es falsa. Se denota con ~p y 
se lee no p. 


EJEMPLO 2 


Negación 


Si p: E1 rio està sucio, entonces 



~p: No es verdad que el rio està sucio 

^ La caracterfstica fundamental de la 
negación es que es una proposi¬ 

o simplemente: 


ción cuyo valor de verdad es con¬ 
trario al valor de verdad de la pro- 


~p: El rio no està sucio. 

— posición dada. Asi, si la 

proposición p es verdadera, enton¬ 
ces ~p es falsa y viceversa. 


Definición 1.2.2 Tabla de verdad 

E1 arreglo que nos permite tener los posibles valores de verdad de una proposición compuesta 
a partir de los valores de verdad de las proposiciones componentes se llama una tabla de 
verdad. 


La tabla de verdad para la negación de p està dada por: 



donde V significa verdadera y F falsa. 


EJEMPLO 3 


La proposición 


p: 2 + 3 > 1 

es una proposición verdadera. Pero la proposición 

—p: no es verdad que 2 + 3 > 1 o ~p: 2 4- 3 < I 
es una proposición falsa. 


1.2 Proposiciones simples y compuestas 
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■ Conjunción La conjunción es la proposición compuesta que resulta de conectar dos 
proposiciones p y q mediante la conjunción (a). Està proposición se denota con p a q y se 
lee “p y q”. 


EJEMPLO 4 


Si p: “La siila es alta” y q\ “E1 mantel es bianco”, entonces la proposición “La siila es alta 
y el mantel es bianco” se expresa asf: p a q. = 


Es naturai que el valor de verdad de una proposición compuesta dependa de los valores 
de verdad de las proposiciones simples que la forman. 

La caracterfstica fundamental de la conjunción es que su valor de verdad es verdadero 
sólo en el caso en que las proposiciones simples que la forman tengali valor de verdad ver¬ 
dadero. La tabla de verdad de una conjunción es la siguiente: 


p 

q 

P Aq 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 


Note que cada linea de la tabla registra el valor de verdad de la conjunción para valores 
particulares de las proposiciones simples que la forman. 


EJEMPLO 5 


Conjunción 


Si sabemos que “El dia està lluvioso” es una aseveración verdadera, pero que la asevera- 
ción “El carro es nuevo” es falsa, ^cuàl es el valor de verdad de la aseveración “El dia està 
lluvioso y el carro es nuevo”? 


Solución Si p: “El dia està lluvioso” y q: “El carro es nuevo”, entonces la proposición 
“El dia està lluvioso y el carro es nuevo” se escribe corno p a q. 

Ahora sabemos que p es verdadero (V) y q es falso (F); basta leer la tabla de la con¬ 
junción en la linea donde p es V y q es F para tener el valor de p a q, la cual es falsa. Asi, 
procedemos del mismo modo para las demàs posibilidades. = 


■ Disyunción inclusiva La disyunción inclusiva es la proposición compuesta que resulta 
de conectar dos proposiciones p y q mediante la disyunción inclusiva (v). Està proposición 
se representa p v q y se lee “p o q”. 


EJEMPLO 6 


Disyunción inclusiva 


Si p: “Està lloviendo” y q\ “3 < 5”, entonces la proposición “Està lloviendo o 3 < 5” se 
expresa p v q. EE 


La caracterfstica fundamental de la disyunción inclusiva es que su valor de verdad es 
falso sólo en el caso en que las dos proposiciones simples que la forman tengan valor de 
verdad falso. En todos los otros casos la disyunción inclusiva tiene valor de verdad verdadero. 
La siguiente es la tabla de verdad de una disyunción inclusiva. 
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EJEMPLO 7 


p 

q 

pvq 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


Disyunción inclusiva 

Si p: “E1 libro es nuevo”, es verdadera, en tanto que q: “E1 joven es inteligente”, es falsa, 
determine el valor de verdad de la proposición “E1 libro es nuevo o el joven es inteli¬ 
gente”. 

Solución La proposición “El libro es nuevo o el joven es inteligente” puede expresarse 
corno p v q. Puesto que p es V y q es F, la segunda fila de la tabla de la disyunción inclusiva 
muestra que el valor de verdad para pwqe s V. = 

■ Disyunción exclusiva La disyunción exclusiva es la proposición compuesta que resulta 
de conectar dos proposiciones p y q mediante la disyuntiva exclusiva (v). Està proposición 
se denota por p v q y se lee “o p o q”. 


EJEMPLO 8 


Disyunción exclusiva 


Si p: “El vaso es bonito” y q\ “La leche està adulterada”, entonces la proposición “O el 
vaso es bonito o la leche està adulterada”, se expresa p vq. = 


La caracterfstica fundamental de la disyunción exclusiva es que su valor de verdad es 
verdadero sólo cuando las proposiciones que la componen tienen valores de verdad contrarios. 
En los otros casos la disyunción exclusiva tiene valor de verdad falso. La tabla de verdad de 
una disyunción exclusiva es la siguiente: 


P 

q 

pvq 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


EJEMPLO 9 


Disyunción exclusiva 


Si p\ “Antonio va a la fiesta”, es falsa y q: “Luisa va al cine”, es verdadera, determine el 
valor de verdad de la proposición “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine”. 


Solución La proposición “O Antonio va a la fiesta o Luisa va al cine” se puede expresar 
corno p v q. Puesto que p es F y q es V. la tercera fila en la tabla de la disyunción exclusiva 
muestra que el valor de verdad para pvqesV. = 


■ Condicional La condicional es la proposición compuesta que resulta de conectar dos 
proposiciones p y q mediante la condicionante (—>). Està proposición se denota por p —> q y 
se lee “si p entonces q”. 


1.2 Proposiciones simples y compuestas 
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EJEMPLO 10 


Condicional 


Si p: “2 + 3 = 5” y q: “La universidad es bonita”, la proposición “si 2 + 3 = 5, entonces 
la universidad es bonita”, se expresa con p —> q. = 


En la estructuras p —> q, la proposición que està antes de la flecha se llama el antecedente 
y la que està después de la flecha se llama el consecuente. 

La caracterrstica fundamental de la condicional es que su valor de verdad es falso sólo 
cuando el consecuente es falso y el antecedente es verdadero. En los demàs casos la condi¬ 
cional es verdadera. La siguiente es la tabla de verdad de una condicional: 


p 

q 

p q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


EJEMPLO 11 


Condicional 


Si p\ “3 2 = 9”, es verdadera y q: “2 es par”, es verdadera, determine el valor de verdad de 
la proposición “Si 3 2 = 9, entonces 2 es par”. 


Solución Està proposición se puede expresar corno p —» q. Puesto que p es V y q es V, 
la primera fila en la tabla de verdad de la condicional muestra que p —> q es verdadera 
(V). = 


Existen varias formas de leer la condicional p —> q\ enumeramos a continuación algunas 
de ellas: 

Si p entonces q 
p implica q 
q si p 
p sólo si q 

p es condición suficiente para q 
q es condición necesaria para p 

Si construimos las tablas de verdad para p —» q y la contrapositiva ~q —> ~p, vemos que las 
dos tablas coinciden en las columnas finales. 

■ Bicondicional La bicondicional es la proposición compuesta que resulta de conectar 
dos proposiciones p y q mediante la bicondicionante (+4). La proposición resultante se repre¬ 
senta con p ■o q y se lee “p si y sólo si q”. 


Si p —> q es una condicional dada, 
entonces la reciproca de p —» q es 
la condicional # —> p. Asimismo, 
la contrapositiva de p —» q es la 
condicional ~q —> ~p y la inversa 
es ~p —> ~q. 


a) 

b ) 

c) 

d) 

e) 

f) 


EJEMPLO 12 


Bicondicional 


Si p: “El triàngulo es equilàtero”, y q: “El triàngulo es equiàngulo”, entonces la proposición 
“El triàngulo es equilàtero si y sólo si es equiàngulo”, se expresa p q. = 
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La caracterfstica fundamental de la bicondicional es que su valor de verdad es verdadero 
sólo en los casos en que p y q tengan valores de verdad iguales (ambos V o ambos F). En los 
demàs casos la bicondicional es falsa. La tabla de verdad de una bicondicional es la 
siguiente: 


p 

<7 

p^q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


Otra forma de leer p ■o q es diciendo que p es equivalente ago que p es una condición 
necesaria y suficiente para q, y q es una condición necesaria y suficiente para p. 


EJEMPLO 13 


Bicondicional 


Si p: “15 — 8 < 4” es falsa y q: “3 es un numero primo” es verdadera, determine el valor 
de verdad de la proposición “5 — 8 < 4 si y sólo si 3 es un nùmero primo”. 


Solución La proposición “5 — 8 < 4 si y sólo si 3 es un nùmero primo” se puede expresar 
corno p q. Puesto que p es F y q es V, la tercera fila en la tabla de verdad de la bicondi¬ 
cional muestra que p q e .s falsa (F). = 


Las proposiciones compuestas pueden combinarse o conectarse con otras para formar 
proposiciones aùn mas complejas. Es darò que el valor de verdad de una proposición, por 
compleja que sea, depende de los valores de verdad de las proposiciones que las componen 
en sus formas mas simples. 

Para hacer la tabla de verdad de una proposición asignamos una columna a cada propo¬ 
sición que interviene, sea ésta simple o compuesta, normalmente comenzando con las mas 
simples y progresando en el orden de complejidad de las proposiciones componentes. 

El nùmero de filas de la tabla queda dado por la potencia 2", donde n es el nùmero de 
proposiciones en la forma mas simple que entran a formar la proposición dada. Para asignar 
los valores de verdad a dichas proposiciones se procede de està forma: la primera columna 
se llena asignando valores V a la mitad de las filas y valores F a la segunda mitad. La segunda 
columna se llena asignando valores V a un cuarto de las filas, valores F al segundo cuarto, valo¬ 
res V al tercer cuarto y valores F al ùltimo cuarto. La tercera columna se llena asignando 
valores V a un octavo de las filas, valores F al segundo octavo, valores V al tercer octavo, 
etcétera. Asf, se continua hasta que terminen las columnas de las proposiciones mas simples. 
Las columnas de las otras proposiciones se llenan a partir de las columnas de las proposicio¬ 
nes mas simples que éstas. 


EJEMPLO 14 


Formación de una tabla de verdad 


Determine la tabla de verdad de la proposición (p a q) a r. 


Solución Tomemos las proposiciones p, q, r, {p a q) y (p a q) a r interviniendo en este 
caso; asf, la tabla tendrà cinco columnas, una para cada proposición, incluida la proposición 
dada. 

Por otro lado, tenemos tres proposiciones en sus formas mas simples: p, q y r, asf que 
el nùmero de filas de la tabla es 2 3 = 8. Procedemos a llenar la tabla: 


1.2 Proposiciones simples y compuestas 
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p 

q 

r 

(P A q) 

(p a q) a r 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 


EJEMPLO 15 


Valor de verdad 


Si sabemos que la proposición p es verdadera, la proposición q falsa y la proposición r 
verdadera, ( ' cuàl sera el valor de verdad de la proposición (p a q) a r? 


Solución La solución a este problema es muy fàcil de obtener, ya que podemos leer en 
la tercera fila y en la ùltima columna para determinar que cuando p es V, q es F y r es V, 
la proposición (p a q) a r es F. = 


EJEMPLO 16 


Tabla de verdad 


Determine la tabla de verdad para la proposición ~p v q. 


Solución Las proposiciones representadas son p, q, ~p, ~p v q. Asl, la tabla tendrà cua- 
tro columnas. Las proposiciones en sus formas mas simples, representadas en la proposi¬ 
ción dada, son dos: p y q\ por tanto, el nùmero de filas de la tabla es 2 2 = 4 filas. La tabla 
es la siguiente: 


P 

q 

~P 

~pvq 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-1. 


En los problemas 1 a 5, escriba cada una de las proposiciones 
dadas en forma simbòlica. 

1. “Luis es estudiante y Juan es zapatero”. 

2 . “El domingo es un dia feriado o José ha sido expul- 
sado”. 


3 . “Si 2 + 2 = 4, entonces 3 + 3 = 8”. 

4 . “O 3 + 4 = 7 o la Tierra es plana”. 

5 . “Antonio es hijo de Luis si y sólo si Luis es el padre de 
Antonio”. 
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En los problemas 6 a 10, escriba la reciproca y la contraposi¬ 
tiva de cada una de las proposiciones dadas. 

6 . p^(qAr) 

7. “Si 2 + 2 = 5, entonces 2 + 4 = 8”. 

8 . “Si la Tierra es plana, entonces Julio César fue el primer 
presidente de Estados Unidos”. 

9. “Si los cuadrados tienen tres lados, entonces los triàngulos 
tienen cuatro lados”. 

10. “Si un hexàgono tiene seis lados, entonces la Luna es de 
queso”. 

En los problemas Ila 20, suponga quep: 7 < 9, q\ El Sol es 
un astro frfo y r. La temperatura està por debajo de cero. 
Escriba las proposiciones indicadas. 

11. p V q 

12. p A q 

13. ~p —> q 

14. p —> ~q 

15. (Va/?)— 

16. [(jj v q) a (q a r)]—> r 

17. (p a q) <—> r 

18. ~{p v r) v q 

19. (/? a q) a (q a r ) 

20. ~q<r^ r 

En los problemas 21 a 24, construya la tabla de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

21. ~(p a q) 

22. ~p v ~q 

23. (p ? q) ? [(p v ~q) ì (p a q)] 

24. [(/? v q) a r] -> (p a ~q) 

25. Escriba en forma simbòlica el enunciado: “Un nùmero p 
es reai y no racional siempre que p sea un irracional” y 
construya su tabla de verdad. 

En los problemas 26 a 30, considere la proposición: 

l(~P a q) v (/? v r) [(p v ~q) v {p v ~r)] 


e indique cuàl es el valor de verdad de està proposición para 
cada uno de los casos dados. 

26. p es falso, q es falso, r es falso. 

27. p es falso, q es falso, r es verdadero. 

28. p es verdadero, q es falso, r es verdadero. 

29. p es verdadero, q es verdadero, r es falso. 

30. p es verdadero, q es verdadero, r es verdadero. 

En los problemas 31 a 35, considere las proposiciones p: un 
byte tiene 7 bits, q\ una palabra consta de 2 bytes, r. un bit es 
un 0 o un 1. Si se sabe que p es falso y q y r son verdaderos, 
escriba enunciados para las proposiciones dadas en cada 
caso, y determine si el enunciado es verdadero o falso. 


31. 

pAq 


32. 

p v r 


33. 

! 

‘S' 

> 

q ) 

34. 

~P V- 

~q 

35. 

[(P A 

q) V r] a [(p v r )] 


En los problemas 36 a 40, considere: 

p: Panama està en América Central. 
q: Colombia està al sur de Venezuela. 
r. Quito es la capitai de Ecuador. 

Observe que py r son verdaderas, pero q es falsa. Escriba las 

proposiciones dadas en forma simbòlica y determine en cada 

caso si la proposición es verdadera o falsa. 

36. “Panamà està en América Central y Colombia està al sur 
de Venezuela.” 

37. “Colombia no està al sur de Venezuela.” 

38. “Colombia està al sur de Venezuela y Quito es la capitai 
de Ecuador, o Panamà no està en América Central.” 

39. “Quito no es la capitai de Ecuador ni Panamà està en 
América Central.” 

40. “Si Panamà està en América Central y Colombia no està 
al sur de Venezuela, entonces ni Panamà està en América 
Central ni Quito es la capitai de Ecuador.” 


| 1.3 Proposiciones lògicamente equivalentes 


Considere las tablas de verdad de las proposiciones: 


1.3 Proposiciones lògicamente equivalentes 


11 



a) q v (r a s) 


q 

r 

s 

r a s 

q v (r a s) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 


b) (p a q) a (~p a ~g) 


P 

<7 

~P 

~q 

(p A q) 

1 

< 

£ 

(p a q) a (~p a ~q) 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 


c) (p a q) <^> (q a p) 


P 

q 

(P a q ) 

(q a p) 

(p a q) » (q a p) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 


Definición 1.3.1 Tautologia 

Una tautologia es una proposición cuyo valor de verdad es verdadero (V), independiente- 
mente de los valores de verdad de las proposiciones que la componen. En la tabla c) se 
muestra que (p a q) ■o (q a p) es una tautologia. 


Definición 1.3.2 Contradicción 

Una contradicción es una proposición cuyo valor de verdad es falso (F), independientemente 
de los valores de verdad de las proposiciones que la forman. En la tabla b) se muestra que 
(p a q) a (~p a ~p) es una contradicción. 
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Definición 1.3.3 Contingencia 

Una contingencia es una proposición que toma valores de verdad verdaderos en unos casos 
y falsos en otros, segun los valores de verdad de las proposiciones que la forman. En la 
tabla a) se muestra que q v (r a s) es una contingencia. 


Definición 1.3.4 Proposiciones equivalentes 

Dos proposiciones son lògicamente equivalentes si al conectarlas mediante la bicondicio- 
nante se obtiene una proposición que es una tautologia. Para indicar que dos proposiciones 
P(p, q,...) y Q(p, i ?,...) son lògicamente equivalentes escribimos: P(p, q,...) = Q(p, 
o P <=> Q. 


En la tabla c) se muestra que las proposiciones p a q y q a p son lògicamente equivalen¬ 
tes, ya que (p a q) (q a p) es una tautologia. Podemos escribir (p a q) = (q a p). 

A continuación enumeramos algunas tautologfas e implicaciones lógicas (este concepto 
se define en la próxima sección) de interés en las aplicaciones. Cabe senalar que la contra- 
dicción se representa con C. 


1. 

2 . 

3 . 

4. 

5. 

6 . 


7. 

8 . 

9. 

10. 

11 . 

12 . 

13 . 

14 . 


-—p p Doble negación 


a) (|)V?)o(^v p) 

b) (p A q) <=> (q A p) Leyes conmutativas 

c) (p q) <=> (q p) 


«) [(p V q) v r] <=> [p v (q v r)] 
b ) [(p a q) a r] <=> [p a (q a r)] 


leyes asociativas 


a) [pv(?A r)] o[(pv?)A(pv r)] 
ó) [p a (q v r)] <=> [(p a g) v (p a r)] 


leyes distributivas 


a) (p v p) <t=> p 

, x . . leyes de la idempotencia 

b) (p a p) <=> p 


a) ~(p v <?) « (~p a ~q) 

b) ~(p a q)^> (~p v ~^) 

c) (p v q) ~(~p a ~q) 

d) (p a q)<^> ~(~p v -q-) 


leyes de De morgan 


а) (p -> <?) <=> (~p v g) 

б) (p -><?)<=> ~(p A ~q) 


Implicación 


a) (pvq)<=> (~p -> g) 
ó) (p a g)<=> (~p -> q) 


«) [(p -» r) a -A /■)] « [(p v -» r] 

*) [(P 9) A (P -» Ù] r)] 

(p <-> q) <=> (p —> q) A {q —> p)] Equivalencia 


[(p A q) —ì r] <=> [p —> (p —> r)] Ley de exportación 


(p —> 1/) <=> [(p A ~^) —> c] 


p => (p V q) Adición 
(p A q) => p Simplificación 






1.3 Proposiciones lògicamente equivalentes 


13 










15 . [p A (p —> ( 7 )] => q Modus ponens 

16 . [(p —¥ q) A ~q] => ~p Moti 


17 . 

18 . 

19 . 

20 . 
21 . 

22 . 


[(p V q) A ~p] => q Silogismo disyuntivo 

p=*[q-^(p a ?)] 


[(p p) A (<jr r)] => (p r) Transitividad de 

[(p —> q) A —> r)] => (p —> r) Transitividad de —> o silogismo hipotético 


a) (p-^q)=> [(p v r)->(ijv r)] 

b) (p->q)=> [(p a r) > (q a r)] 

c) (p 4 ) => [(9 -» r) (p -» r)] 


fl) [(p -» < 7 ) a (r -H> s)] =>[(pvr)->(gv 5 )] 
*) [(p -> q) A (r -H> s)] => [(p a r) -H> (<? a 5)] 


Dilemas constructivos 


23 . 


V 


«) [(p ^ t/) a (/" > s)] => [(~q v ~.s) -> (~p v ~r)] 
*) [(p^q) a (r-> s)] => [(~q a ~s) -> (~p a ~r)] 


Dilemas destructivos 




J 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-1. 


En los problemas 1 a 9, clasifique cada una de las proposicio- 
nes dadas corno una contingencia, corno una tautologia o 
corno una contradicción, segun corresponda. 


6 . (p q) <r^ [(pq) A (q ^ p)] 

7. p v (q a r) <-» (p v q) a (p v r) 

8 . (pAq)A~(pvq) 

9. [(p ^4 q) v (p -> r)] ^ (p a p) 


En los problemas 10 a 14, indique si el par de proposiciones 
dadas en cada caso es un par de proposiciones logicamente 
equivalentes. 


1. 

p V ~(p A q) 


10. 

[(p->q) A (r -> 5 )], [(p v r) 

> 

w 

t 

2. 

(p A q) A ~(p v p) 


11. 

p^>q,- 

- (p A ~p) -» r 


3. 

(p a <7) v (p v q) 


12. 

P A 9 , 

(~p v --<7) 


4. 

[p A (p v r)] a [q a 

(P v r)] 

13. 

(P ->?) 

V (/I —> r), p —> (<7 v 

r) 

5. 

(p —» <7) (-17 — > - 

-P) 

14. 

(P <?) 

a (r —» s), (-17 v ~s) 

-» (~P v ~r) 


I 


1.4 Argumentos 


Un argumento es una relación entre un conjunto de proposiciones p 1; p 2 ,..p„ llamadas 
premisas y otra proposición q llamada la conclusión. Un argumento se denota por: 

Pi, P2, ■■•,p„ <?(■■■ selee por tanto) 

Se dice que un argumento es vàlido si las premisas dan corno consecuencia la conclusión; 
mas formalmente tenemos la definición siguiente. 
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Definición 1.4.1 Argumento 

Un argumento p\. p 2 , ..., p n q es vàlido si q es verdadero cada vez que las premisas p\, 
p 2 , ..., p n sean verdaderas. 


Definición 1.4.2 Falacia 

Un argumento que no es vàlido se llama falacia. 


EJEMPLO 1 


Argumento 


E1 argumento p, p —» q q es vàlido. Este argumento se llama modus ponendo ponens 
o, màs corto, modus ponens. La demostración de està regia se obtiene directamente de la 
tabla: 


p 

<7 

p-> q 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 


Observe que en la primera fila de la tabla q es verdadero cuando p y p —> q lo son; el 
argumento es vàlido. = 


EJEMPLO 2 


El argumento p —» q, q p es una falacia, ya que en la tercera linea de la tabla anterior 
se tiene que p es falso cuando p —» q y q son verdaderos. 

Observemos que las proposiciones p\,p 2 , ..., p„ son verdaderas simultàneamente si y 
sólo si la proposición p l Ap 2 A...,Ap n es verdadera. De està manera, el argumento p\,p 2 , 
..., p n q es vàlido si y sólo si q es verdadera siempre que p\ a p 2 a a p n sea verdadera 
o de forma equivalente, si y sólo si la proposición 

(Pi Ap 2 A ..., A p n ) q 


es una tautologia. 


EJEMPLO 3 


Argumento 


Un principio fundamental del razonamiento lògico dice: “Si p implica q y q implica r, 
entonces p implica r”. En otras palabras, el argumento p —> q, q —> r p —> r (ley del 
silogismo) es vàlido. 

Para comprobarlo sólo debemos mostrar por medio de una tabla de verdad que la 
proposición [(/? —> q) a (q —» r)] — > (p —> r) es una tautologia. 


1.4 Argumentos 
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p 

q 

r 

p->q 

q —f r 

p —¥ r 

(p -> q) A (q r) 

[(p q) A (q -> r)] (p -» r) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 


Observe que en los casos donde p —» q y q —» r son verdaderas, entonces p —> r es verda- 
dera; el argumento es vàlido. = 

Es importante senalar que la validez del argumento no depende de los valores de verdad 
o del contenido de los enunciados que aparecen en el argumento, sino solamente de la estruc- 
tura formai del argumento. 


EJEMPLO 4 


Argumento 


Considere el argumento 

a) p —» q\ Si un hombre es soltero, es infeliz 

b) q —> r. Si un hombre es infeliz, muere joven 

c) .'. p —» r: Los solteros mueren jóvenes 
Este es un argumento de la forma 


p q, r p ^ r (silogismo) 

el cual ya sabemos que es vàlido. Observe que en este ejemplo, p: El es soltero q: El es 
infeliz y r : El muere joven. = 


Decimos que una proposición P(p, q,...) implica lògicamente una proposición Q(p, q ,...), 
denotada por: 

P(p, q, ...) => Q{p, q, ...), 

si Q(p, q, ...) es verdadera cada vez que P(p, q, ...) sea verdadera. 


EJEMPLO 5 


Implicación de proposiciones 


La proposición p implica lògicamente la proposición p v q. Para ver esto consideremos la 
tabla: 


P 

q 

pwq 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 


Note que p v q e s verdadera cada vez que p es verdadera. 
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Ahora sabemos que si Q(p, q, ...) es verdadera cada vez que P(p, q, ...) sea verdadera, 
entonces el argumento 


P(p,q, ■■■) Q(p, q,—) 

es vàlido y, reciprocamente, el argumento P(p, q, ...) .\ Q(p, q , ...) es vàlido si y sólo si el 
enunciado P(p, q, Q{p, q ,...) es siempre verdadero, es decir, si es una tautologia. Estas 

ideas se pueden resumir de la manera siguiente: 

Para proposiciones cualesquiera P(p, q, ...) y Q(p, q, ...) los tres enunciados siguientes 
son equivalentes: 

a ) P{p, q, ...) implica lògicamente a Q(p, q, ...) 

b) El argumento P(p , q, ...) Q(p, q, ...) es vàlido. 

c ) La proposición P(p, q, ...)—> Q(p, q, ...) es una tautologia. 

Note que si P(p, q, Q(p, q, ...) y Q(p, q, P(p, q, ...), entonces P(p, q, ...) 

y Q(p , q> ■■■) deben tener la misma tabla de verdad y, por tanto, P(p, q, ...) = Q(p, q, ...). 

Es importante notar que pràcticamente todos los teoremas matemàticos estàn compues- 
tos de condicionales del tipo 


(PiAftA... Ap n )^q 


A los pi, p 2 , ..., p„ se les llama hipótesis y a q se le llama conclusión. Demostrar un 
teorema significa probar que el condicional es verdadero. Observe que no se pretende demos¬ 
trar que q (la conclusión ) es verdadero, sino que q serà verdadero siempre que pi, p 2 ,...,p„ 
sean verdaderos. De aqui que las demostraciones matemàticas comienzan frecuentemente 
con el enunciado “suponga que /;,, p 2 , ... p n son verdaderos” y concluye con el enunciado 
“por tanto, q es verdadero”. 

Cuando una condicional (fi a p 2 a ... a p n ) —> q es una tautologia, entonces siempre es 
verdadera, independientemente de los valores de verdad de los enunciados que componen q 
o de los p t . En este caso, el argumento 


PuPi, • • • s Pn q 


o 


Pi 

Pi 


Pn 

:.q 

es universalmente vàlido, sin importar qué enunciados reales se sustituyan por las variables 
en q y en los p La validez depende de la forma de los enunciados y no de sus valores de 
verdad. Por elio, estos argumentos universalmente vàlidos estàn representados por métodos 
generales de razonamiento corredo, llamados reglas de inferencia. Los pasos de la demos- 
tración matemàtica de un teorema deberàn seguirse de la aplicación de reglas de inferencia 
y una demostración matemàtica debe iniciarse con la hipótesis, seguir a través de varios pasos, 
cada uno justificado por alguna regia de inferencia, y llegar a la conclusión. Ya vimos que el 
argumento p —» q, q —> r p —> r es universalmente vàlido y, por tanto, es una regia de 
inferencia. 


1.4 Argumentos 
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Damos a continuación algunas reglas de inferencia de gran utilidad: 


( \ 

1. P 

P V Q adición 

2 . PaQ 

P simplificación 

3 . P 

P^Q 

.'. Q iodus ponens 

4 . P^Q 

~Q 

.'. — P modus tollens 

5 . PvQ 
~P 

Q ilogismo disyuntivo 

6 . P^Q 

Q->R 

P —> R silogismo hipotético 

7 . P 

Q 

P A Q conjunción 

v_ ) 


■El 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-1. 


En los problemas 1 a 10, muestre en cada caso si el argu- 
mento es vàlido. 

1. p q,q p 

2. ~p -> q,p ~q 

3. ~p q, q p 

4. p —» q,r —> ~q r —^ ~p 

5. p —> ~q, ~r —¥ ~q p —> ~r 

6 . Si estudio, no reprobaré matemàtica. Si no juego basquet- 
bol, entonces estudio. Pero reprobaré la matemàtica. Por 
tanto, jugué basquetbol. 

7. Si 6 es par, entonces 2 no divide a 7. O 5 no es primo, o 2 
divide a 7. Pero 5 es primo. 

8 . Las rosas son rojas. 

Las rosas son azules. 

Por tanto, las rosas son rojas si y sólo si son azules. 


9. Si trabajo, no puedo estudiar. 

O trabajo, o paso matemàtica. 

Pasé la matemàtica. 

Por tanto, estudié. 

10. {p ^ q) A {q > p) .*. p > q 

En los problemas 11 a 18, efectue la demostración requerida. 

11. Demuestre que p q implica lògicamente p —> q. 

12. Demuestre que p ■o ~q no implica lògicamente a p q. 

13. Demuestre que p a q implica lògicamente a p. 

14. Demuestre que ~p implica lògicamente a p —> q. 

15. Demuestre que p v q no implica lògicamente a p. 

16. Dado p, p —> q y q —> r, pruebe r. 

17. Dado p a ~q, p —» r y r —» (s v q), pruebe s. 

18. Dado p q, q r, pruebe p r. 
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| 1.5 Cuantificadores 


A diferencia de las proposiciones que hemos estudiado hasta ahora, el enunciado x > 3 no 
es verdadero ni falso. Cuando la variable x se sustituye por ciertos valores, por ejemplo 7, la 
proposición resultante es verdadera, en tanto que para otros valores de x, por ejemplo 2, 
la proposición es falsa. Éste es un ejemplo de un enunciado abierto, el cual viene a ser una 
proposición sólo cuando las variables son sustituidas por los nombres particulares de los 
objetos. Si un enunciado abierto se llama P y las variables x 3 , x 2 , ..., x n , escribimos P(x ,, x 2 , 
x n ), y en el caso de una sola variable, escribimos P(x). 

El enunciado “x 1; es igual a x l + x 3 ” es un enunciado abierto con tres variables. Si lo 
representamos con P(x u x 2 , x 3 ), entonces P(J, 3, 4) es verdadero, ya que 7 = 3 + 4, pero 
P( 1, 2, 3) es falso. 


Def inición 1.5.1 Conjunto de verdad 

La colección de objetos que al emplearlos en lugar de las variables en un enunciado abierto 
lo convierten en una proposición verdadera se llama el conjunto de verdad del enun¬ 
ciado. 


Antes de determinar el conjunto de verdad es necesario saber cuàles objetos estàn dis- 
ponibles para que se les tenga en cuenta. Es decir, debemos haber especificado un universo 
de discurso. Simbolizamos con A el conjunto universo. 


EJEMPLO 1 


Conjunto universo 


Sea Q(x) el enunciado “x 2 = 4”. Si tomamos el conjunto de los numeros reales (R) corno 
el universo de discurso, el conjunto de verdad de Q(x) es {2,-2}. Si el universo fuera el 
conjunto de los numeros naturales, entonces el conjunto de verdad seria {2}. = 


Recordemos que un enunciado abierto P(x) no es una proposición, pero Pia) sì lo es para 
cualquier a en el universo de discurso. Otra forma de construir una proposición a partir de 
P(x) es modificandola mediante un cuantificador. 


Def inición 1.5.2 Cuantificador universal 

Dado un enunciado abierto P(x) con variables x, el enunciado Vx, P(x) se lee “para todo x, 
P(x)” y es verdadero precisamente cuando el conjunto de verdad para P(x) es el universo 

completo. El sìmbolo V se llama cuantificador universal. 


Def inición 1.5.3 Cuantificador existencial 

El enunciado 3x, P(x) se lee “existe x tal que P(x)” y es verdadero precisamente cuando el 
conjunto de verdad para P(x) no es vacìo. El sìmbolo 3 se llama el cuantificador existen¬ 
cial. 


EJEMPLO 2 


Cuantificador existencial 


Suponga que el universo es el conjunto de los numeros reales; entonces 


1.5 Cuantificadores 
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a) 3x, x > 3 es verdadero, pero Vx, x > 3 es falso 

b) 3x, |vj > 0 es verdadero, pero Vx, |x| > 0 es falso 

c) 3x, x 2 = — 1 es falso, pero Vx, x + 2 > x es verdadero. 


EJEMPLO 3 


Cuantificador existencial 


Halle una negación de “cada nùmero reai positivo tiene un inverso multiplicativo”. 


Solución Sea el universo el conjunto de todos los numeros reales; el enunciado puede 
representarse por 


Vx, x > 0 => 3y, xy = 1 

La negación es ~(Vx, x > 0 => 3y , xy = 1). Esto puede escribirse de las maneras siguien- 
tes: 

Dado un enunciado abierto P(x), la ^ 
proposición 3 !x, P(x ) se lee “existe 
un unico x tal que P(x)”. El enun¬ 
ciado 3 \x, P(x) es verdadero 
cuando el conjunto de verdad 
consta exactamente de un ele¬ 
mento del universo. 


a) 3x, ~(x > 0 => 3y, xy = 1) 

b) 3x, (x > 0 a ~(3y) xy = 1) 

c) 3x, (x > 0 a Vy, xy =£ 1 ) 

Està ùltima se lee: “Existe un nùmero positivo x para el que no hay inverso multiplica¬ 
tivo”. = 


EJEMPLO 4 


Cuantificador existencial 


En el universo de los nùmeros naturales, la proposición 3 !x, x es un nùmero par positivo 
y primo; es verdadero, ya que el ùnico elemento del conjunto de verdad es el 2. = 


EJEMPLO 5 


Cuantificador existencial 


El enunciado 3 !x, x 2 = 4 es verdadero si el conjunto universo es el de los nùmeros natu¬ 
rales, pero es falso cuando el universo es el conjunto de los nùmeros enteros, pues este 
universo tiene dos nùmeros, el 2 y el —2, que cumplen con la condición x 2 = 4. = 


Notas del aula 

El lector habrà podido notar que un ^ Las dos equivalencias siguientes son de gran utilidad en las aplicaciones: 

enunciado abierto o predicado se 

convierte en una proposición Cl) ~Vx, .P(x) equivale a 3x, ~P(x) 

cuando intervienen tantos cuantifi- b ) ~3x, P(x) equivale a Vx, ~P(x) 

cadores corno variables posee 
dicho enunciado abierto. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-2. 


En los problemas 1 a 10, considere los enunciados abiertos o 
predicados dados. 

P(x, y): x es mas ràpido que y 
Q(x, y): y es mas alto que x 
R(x): x pesa mas de 200 libras 


Escriba las expresiones siguientes: 

1. P(x, José) 

2. (XMiguel, Luis) a AVluan) 

3. /Vx, y ) -> Q(x, y) 

4. Q(x, y) -> R(x) 
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5 . P(Miguel, José) v [<2(Miguel, José) a /?(José)] 

6 . Vx, Vy Q(x, y) —» P(x, y ) 

7. Vx, P(x, José) R(x) 

8. 3x, R{x) a Vy i 3 (x, y) 

9. 3y, Vx, F(x, y) —> K(x) 

10. Vy, /rfMiguel) v (JfMiguel, y) 

En los problemas 11 a 15, escriba los predicados siguientes 
en forma simbòlica: 

11. “No todas las piedras preciosas son bonitas”. 

12. “Existe un numero positivo que es el menor”. 

13. “Nadie ama a todo el mundo”. 

14. “Existe un unico presidente de Colombia”. 


15. “Existe un numero que es mas grande que cualquier solu- 
ción conocida para el problema o no hay solución”. 

16. En forma simbòlica, escriba la negación de los predicados 
dados en el ejercicio anterior. 

En los problemas 17 a 21, determine el valor de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

17. V/n, 3n, 2// = m (A = enteros positivos). 

18. Vx, 3y, xy = \ (A = numeros reales). 

19. 3x, 3y, xy = 1 (A = numeros reales). 

20 . 3x, Vy, (x + y ) 2 = x 2 + y 2 (A = numeros reales). 

21 . 3!x, Vy, x + y = y (A = numeros reales). 


| 1.6 Conjuntos y elementos 


La primera formulación de la teoria de conjuntos aparece con los trabajos de George Cantor 
(1845-1918), quien desarrolló la parte principal de la teoria corno un subproducto de sus 
investigaciones sobre series trigonométricas. La teoria de conjuntos trajo claridad y precisión 
a la exposición de muchas teorfas y àreas de la matemàtica, corno la teoria de las probabili- 
dades, la topologia, la teoria de los grupos, etcétera. 

Supóngase que el proceso mental que une objetos segun una caracterfstica particular 
brinda un conocimiento intuitivo adecuado de lo que entendemos por conjunto. Los objetos 
reunidos de està manera se llaman elementos y decimos que éstos pertenecen al conjunto. 

En generai representamos los elementos con letras minusculas a, b, c, ..., x, y, z y los 
conjuntos con letras mayusculas A, B, ... Cuando un elemento a pertenece al conjunto A se 
denota por: 


a £ A (“a pertenece a A”) 

El simbolo E representa la relación fundamental de la teoria de conjuntos, la relación de 
pertenencia. Està es la relación entre un elemento y un conjunto. Para expresar que el elemento 
a no pertenece al conjunto A se representa con: 

a £ A (“a no pertenece a A”) 


Def inición 1.6.1 Conjuntos y elementos 

Un conjunto es una colección bien definida de objetos, llamados sus elementos. Los con¬ 
juntos se simbolizan con letras mayusculas A, B, ... Los objetos que componen el conjunto 
se denominan elementos o miembros y se denotan con letras minusculas a, b, ... 


Si la caracterfstica particular que observamos en una colectividad es la de estar en el 
mismo curso de matemàtica, entonces esa colectividad constituye un conjunto y cada uno de 
los companeros de clase de matemàtica es un elemento del conjunto. 

Hay dos formas de escribir los conjuntos; la primera de ellas sigue el principio de exten- 
sión, por el cual podemos determinar el conjunto enumerando todos sus elementos. La segunda 
sigue el principio de comprensión o abstracción, por el cual es posible determinar un con¬ 
junto identificando sus elementos mediante una propiedad comun a ellos. 


1.6 Conjuntos y elementos 
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Definición 1.6.2 Descripción de conjuntos por extensión y por comprensión 

Para escribir un conjunto por extensión, se enumeran todos sus elementos separàndolos 
con comas y luego se encierran entre llaves {...}. 

Para escribir un conjunto por comprensión se elige un elemento arbitrario x y se senala 
que cumple la propiedad P(x). Finalmente, se encierra toda la expresión entre llaves: 

A = {x | x P{x)\ 

que se lee “A es el conjunto de todos los elementos x tales que los x cumplen la propiedad 
P(x)” ( | se lee “tal que”). 


EJEMPLO 1 


Conjuntos 


El conjunto de los primeros cinco numeros enteros positivos puede escribirse por exten¬ 
sión: 


A = {1, 2, 3, 4, 5} 

pero también se puede escribir por comprensión: 

A = {jc | jc es uno de los primeros cinco enteros positivos} = 

Escribimos un conjunto por extensión cuando tiene un numero reducido de elementos, 
y lo escribimos por comprensión cuando tiene un numero grande de elementos. 


EJEMPLO 2 


Notación de conjuntos por extensión 


Escriba por extensión el conjunto 

A = {x | x es una vocal del espanol} 


Solución A = {a, e, i, o, u} 


EJEMPLO 3 


Escriba por comprensión el conjunto 

A = (2, 4, 6, 8, 10} 

Solución A = {x\x es un numero entero positivo par menor que 12}. 


Definición 1.6.3 Conjuntos iguales 

Decimos que dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos. Para indicar 
A y B son iguales se escribe: 

A = B 


EJEMPLO 4 


Conjuntos iguales 


Los conjuntos 


A = {x\x 2 = 4} 
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B = {x | x es un numero par distinto de cero entre — 3 y 3} 
son iguales, ya que tienen los misrnos elementos: A = {—2, 2}, B = {—2, 2}; A = B. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-2. 


En los problemas 1 a 10, escriba los conjuntos dados por 
extensión, cuando sea posible. 

1. A = {x | A' es un nùmero reai y x 2 = 0} 

2. B = {x\x es una letra de la palabra agricultor} 

3. C = {x | x es un nùmero entero comprendido entre 
-1 y 1 } 

4. D = {x | x es un entero positivo par menor que 15} 

5. E = {x | x es un entero positivo tal que 4 + x = 3} 

6 . F = {x | x es un nùmero positivo par} 

7. G = (x | x es un mùltiplo entero de 5} 

8 . H = (x | x es un pais del continente americano cuyo nom- 
bre comienza con P}. 

9 . I = {x | x es el rector de su universidad} 

10. J = {x | x es uno de sus profesores} 


En los problemas Ila 20, escriba por comprensión los con¬ 
juntos dados. 

11. A = (a, e, i, o, u} 

12. B = (2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23,...} 

13. C = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15,...} 

14. D = {a, b, c, d, e,..., x, y, z} 

15. E = {4,9, 16,...} 

16. F = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9} 

17. G = {0, 1,2, 3,4, 5, 6 , 7, 8,9} 

18. H = {- 2,2} 

19. I = {Santo Domingo} 

20 . / = {} 


| 1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 


Hay conjuntos que tienen un nùmero finito de elementos; se llaman conjuntos finitos. Un 
conjunto que no tiene un nùmero finito de elementos se llama un conjunto infinito. 


EJEMPLO 1 


Conjunto finito 


El conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6 } es un conjunto finito, pues tiene un numero finito de 
elementos, seis. = 


EJEMPLO 2 


Conjunto infinito 


El conjunto 


A = {x | x es un nùmero entero positivo} 


es un conjunto infinito, ya que dado cualquier nùmero entero positivo podemos obtener 
el próximo anadiendo la unidad. Este proceso puede repetirse un nùmero arbitrariamente 
grande de veces; el proceso nunca termina, por tanto, el nùmero de elementos no es 
finito. = 


El concepto de nùmero de elementos de un conjunto finito es de mucha importancia en 
las aplicaciones de la teoria de conjuntos. 


1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 
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Definición 1.7.1 Cardinalidad 

E1 nùmero de elementos de un conjunto finito es lo que se llama la cardinalidad de dicho 
conjunto. La cardinalidad de un conjunto finito A se denota por: 

Card (A) o | A | 

Muchos autores usan la expresión #A para indicar dicha cardinalidad. 


Definición 1.7.2 Conjuntos equipotentes 

Dos conjuntos finitos X y Y se dicen ser equipotentes si tienen exactamente el mismo 
numero de elementos. 


La cardinalidad de un conjunto finito A es el nùmero entero que representa el nùmero de 
elementos del conjunto A. Como hemos dicho, para cualquier conjunto finito A, su cardina¬ 
lidad se representa con Card (A) o | A |. 


EJEMPLO 3 


Cardinalidad de un conjunto 


La cardinalidad del conjunto A = { h, i, j, k, 1, n } es 6, ya que A tiene seis elementos; por 
tanto. Card (A) = 6. = 


EJEMPLO 4 


Cardinalidad de un conjunto 


La cardinalidad del conjunto 


B = { x | x es un nùmero primo y par } 


es 1, ya que hay un solo nùmero primo que es par, el 2; por ende. Card ( B) = 1. 


EJEMPLO 5 


Cardinalidad de un conjunto 


La cardinalidad del conjunto 


C = {a, b, a, a, b} 


es 2, ya que C sólo tiene dos elementos distintos; asf, Card (C) = 2. = 

Los conjuntos A = {a, a, b}, B = (a, b} y C = {b, a} son iguales. Observe que cambiar 
el orden de los elementos del conjunto no hace que el conjunto varie; ademàs, cuando algùn 
elemento aparece repetido se cuenta una sola vez. 

Por razones técnicas de las aplicaciones se hace necesario considerar el conjunto que 
carece de elementos. Este conjunto se llama el conjunto vario y se denota por { } o 0. 


EJEMPLO 6 


Conjunto vacio 


El conjunto 


A = { x | x es un profesor de matemàtica con mas de trescientos anos de edad} 


carece evidentemente de elementos. Por tanto, A es un conjunto vario, es decir, 

A = {}oA = 0 
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Definición 1.7.3 Conjunto vado 

E1 conjunto vado es el que carece de elementos. Se denota por { } o 0. 


E1 lector puede notar que si 0 = {x P(x)}, la propiedad P(x) es tal que ningun objeto la 
satisface. 


Definición 1.7.4 Conjunto unitario 

Un conjunto A es un conjunto unitario si tiene un solo elemento. 


EJEMPLO 7 


Conjunto unitario 


El conjunto A dado por A = {x \ x es una capitai de Perù} es evidentemente un conjunto 
unitario, ya que hay una sola capitai en Perù. Por tanto, A es un conjunto unitario. = 


Note que si A = {x \ P(x) \ es un conjunto unitario, entonces la propiedad P(x) que define 
el conjunto es satisfecha por un solo objeto. 


Definición 1.7.5 Conjunto universal 

En cualquier aplicación de la teoria de conjuntos, los elementos de todos los conjuntos 
pertenecen usualmente a un gran conjunto fijo llamado conjunto universal. Este se denota 
por U. 


EJEMPLO 8 


Conjunto universal 


Si trabajamos con conjuntos de comunidades humanas, entonces en Colombia un buen 
conjunto universal es el de los colombianos que viven en el pafs. = 


Definición 1.7.6 Subconjunto 

Si cada elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto B, entonces se dice 
que A es un subconjunto de B. Se dice también que A està contenido enfio que B contiene 
a A. La relación de subconjunto viene dada por: 

ACfi o BdA 


SiA = B, entonces ACB y B C A son verdaderos. 

Si A es un subconjunto de B, pero A y B no son iguales, entonces decimos que A es un 
subconjunto propio de B. 

Si A no es un subconjunto de B, es decir, si al menos un elemento de A no pertenece a 
B, escribimos A c/:B. 


EJEMPLO 9 


Subconjuntos 


Considere los conjuntos A = {1, 3, 4, 5, 8, 9}, B = {1, 2, 3, 5, 7} y C = {1, 5}. 


1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 
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Observe que todos los elementos del conjunto C estàn en el conjunto A; por tanto 
C C A. Asimismo, podemos observar que Cefi. Sin embargo, no todos los elementos de 
B estàn en A, por lo que podemos decir que B <XA. Ademàs, A<ZB,A<zCyB<zC. = 


En los conjuntos dados del ejemplo anterior se advierte que Cefi, pero fi <Z C. Sin 
embargo tenemos que: 


fi <Z A y A<ZB 

es decir, fi no es un subconjunto de A ni A es subconjunto de fi. En este caso decimos que los 
conjuntos A y fi son no comparables. 

^ Dados dos conjuntos no vacfos A y fi, si A C fi, entonces es posible que A = fi. Si A C fi, 

pero A A fi, entonces se dice que A es un subconjunto propio de fi. 

En muchos casos se usa Acfi para indicar simplemente que A es un subconjunto de fi 
y A C fi para denotar que A es un subconjunto propio de fi. 

Si A C fi, se dice simplemente que A es un subconjunto de fi y que fi es un superconjunto 
para A. Si lo que interesa es senalar que A es un subconjunto propio de fi, se expresa de manera 
categòrica. 

Para conjuntos A y fi cualesquiera se tiene: 

a) 0CACU 

b ) ACA 

c) Si A C fi y fi C C, entonces A C C 

d) A = B si y sólo si A C fi y fi C A. 

El inciso d) indica que para comprobar que A = fi debemos verificar dos cosas: primero, que 
A C fi y segundo que fi C A. 

Si A y fi no tienen elementos en comun, entonces se dice que A y fi son disjuntos. 

Para conjuntos A y fi no vacfos se tiene que: 

a) A = fi significa que Vx, x E Ao.t£fi 

b) Acfi significa que Vx, x E A —» x E fi 

c) A y fi disjuntos significa que Vx, ~(x E A a x E fi) 

^ Puesto que Vx, x E A —» x E A, se tiene que A C A. Todo conjunto es subconjunto de si 
mismo. 

Una representación gràfica de los conjuntos y de las relaciones entre ellos se lleva a cabo 
con los llamados diagramas de Venn (figuras 1.7.1, 1.7.2 y 1.7.3). Estos diagramas son 
figuras planas cerradas; normalmente, el conjunto universal se representa por el interior de 
un rectàngulo y los otros conjuntos mediante discos incluidos en el rectàngulo. 





FIGURA 1.7.1 A es un subcon¬ 
junto de fi, A C B. 


FIGURA 1.7.2 A y fi tienen unos 
elementos en comun, otros no. 


FIGURA 1.7.3 A y fi son conjun¬ 
tos disjuntos. 
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■ Famiiia de conjuntos y conjunto potencia Considere el conjunto A = {1, 3, 5, 7}. E1 

objeto 3 es un elemento del conjunto A, pero 3 no se visualiza corno un conjunto; sin embargo 
{3} no es un elemento de A, pero es un subconjunto de A. En slmbolos podemos decir que: 

3 G A y que {3} C A 

Supóngase que deseamos formar un conjunto cuyos elementos sean a su vez conjuntos; esta- 
riamos en presencia de una colección de conjuntos o famiiia de conjuntos. Asi, si A), A 2 , A 3 
son conjuntos, el conjunto que los tiene corno sus elementos es la famiiia de conjuntos 

F = {Ai, A 2 , A 3 } 

Aquf Ai E F, pero {AJ C F. A l es un elemento de F, pero {A ,} es el subconjunto de F que 
consta de un elemento, A t . 


EJEMPLO 10 


Famiiia de conjuntos 


El conjunto A = {1, 2, 4, 8} no es una famiiia de conjuntos, ya que sus elementos no son 
conjuntos. 

El conjunto F = {{1}, {2}, {4}, {8}} es una famiiia de conjuntos porque sus elementos 
son a su vez conjuntos. 

Asimismo, el conjunto F = {{1}, {2, 4}} es una famiiia de conjuntos porque sus ele¬ 
mentos son a su vez conjuntos. = 


Cuando debemos utilizar una sucesión de conjuntos los distinguimos mediante subindi- 
ces, de està forma: 


Aj,A 2 , ...,a„ 

Los subindices son elementos de un conjunto fijado de antemano; para el desarrollo de 
estas ideas usaremos el conjunto de los numeros enteros positivos N corno conjunto de indi- 
ces. Por ejemplo, el conjunto de A 3 es el conjunto que ocupa el tercer lugar en la sucesión, 
asimismo para el resto de elementos de la sucesión. Estos conjuntos de la sucesión determi- 
nan una famiiia de conjuntos dada por: 

F = {A ( .|/G/CA} = {A 1 ,A 2 ,A 3 ,...} 

donde i toma los valores 1, 2, 3,... hasta un nùmero naturai n si la famiiia es finita. 


EJEMPLO 11 


Famiiia de conjuntos 


Si A, = {1, 3, 5}, A 2 = {3, 7}, A 3 = {1, 5, 9}, A 4 
familias de conjuntos, una de las cuales es: 


{3, 9}, entonces podemos formar varias 


F — {A b A 2 , A 4 } 


o 


F = {{ 1, 3, 5}, {3, 7}, {3, 9}} 


Dado un conjunto A cualquiera podemos elegir algunos subconjuntos de A para formar 
una famiiia de conjuntos. Asf, los elementos de dicha famiiia seran subconjuntos de A. 


EJEMPLO 12 


Dado A = {3, 8, 91, tomemos algunos subconjuntos de A; digamos A. = |3|, Ai = |9|, 
A 3 = {3, 9}, A 4 = {8, 9}. El conjunto 

F = {Ai, A 2 , A 3 , A 4 } 


1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 
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o 


^ = {{3}, {9}, {3, 9}, { 8 , 9}} 


es una familia de subconjuntos del conjunto A dado. 


Definición 1.7.7 Conjunto potencia 

Dado un conjunto A cualquiera, la familia de conjuntos cuyos elementos son todos los 
posibles subconjuntos de A se llama conjunto potencia de A. E1 conjunto potencia de A se 
denota por p(A ). 


La cardinalidad del conjunto potencia de un conjunto finito A es 2", donde n es la cardi- 
nalidad de A (nùmero de elementos de A). 

Para obtener todos los subconjuntos de un conjunto dado A, procedemos de està 
manera: 

a) 0 y A son subconjuntos de A. 

b) Formamos todos los subconjuntos de A con un elemento. 

c) Formamos todos los subconjuntos de A con dos elementos. 


Asi sucesivamente hasta tener 2" subconjuntos de A, incluido 0 y A. 



Conjunto potencia 


Determine el conjunto potencia de A = {a, b, c}. 

Solución El nùmero de elementos de p ( A ) = 2 3 = 8. Ahora, 


p(A) = {0, {a, b, c}, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}} 


En el ejemplo anterior podemos notar que, por citar un caso, {a, b} G p(A), no obstante, 
{a, b} C A. Asimismo, podemos decir que {{a, b}} C p (A). 

Note que los elementos de una familia de conjuntos son conjuntos, pero los subconjun¬ 
tos de una familia de conjuntos son familias de conjuntos. 



Conjunto potencia 


Determine el conjunto potencia del conjunto A = {0, 1}. 
Solución El nùmero de elementos de p(A) es 2 2 = 4: 


MA) = {0,{O},{1},{O, 1}} 


Observe que {1} G p(A), pero {{1}} C p(A). 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-2. 


1 . En los problemas 1 a 20 de los ejercicios 1 . 6 , determine 
el nùmero de elementos de los conjuntos finitos. Si el con- 
junto es infinito escriba 

2. Enumere los conjuntos unitarios del ejercicio 1. 

3. Enumere los conjuntos vacios del ejercicio 1. 

En los problemas 4 a 8 , escriba lo que se indica. 

4. Un conjunto cuya cardinalidad sea 3. 

5. Un conjunto cuya cardinalidad sea 1. 

6 . Un conjunto cuya cardinalidad sea 0. 

7. Un conjunto cuya cardinalidad sea 10. 

8 . Un conjunto infinito. 

En los problemas 9 a 11, considere U = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 

9. }; A ={1,4, 9,}, fi = {x \x E U y x es un cuadrado}, C = 

{1, 2, 3, 5, 7, 9}, D = {2, 3, 5, 7} y determine lo que se pide. 

9. Cuàles conjuntos son subconjuntos de los otros. 

10. Cuàles conjuntos son subconjuntos propios de otros. 

11. Los pares de conjuntos que son disjuntos. 


En los problemas 12 y 13 compruebe: 

12. Que si A C fi, pero A y fi son disjuntos, entonces A = 0. 

13. Que si A C fi y C = {x | x E A y x E fi}, entonces C = A. 


En los problemas 14 a 23, complete en cada caso el espacio 
en bianco con el simbolo apropiado (E, <è , C, c2) para que la 
proposición sea verdadera. 


14 . 2_ 

15 . 2_ 

16 - {{ 2 }}_ 

17 . {2,3}_ 

18. {{L2}}_ 

19- {fi}_ 

20 - { 1 }_ 

21 - {q) _ 

22 . { 1 , 2 }_ 

23. {{1},{2,3}} 


{x | x es un nùmero primo}. 

{!> { 2 }, 2 }. 

{ 1 ,{ 2 }, 2 }. 

{1,{2},{2, 3}}. 

{1,{2},{2, 3}}. 

{fi, q, r, {g}, {p, q }, {/>}}. 
0,{2},{2, 3}}. 

{/X q, r, {<?}, { p, q}, {{/i}}}. 
{1, 2, 3}. 

{1,{1}, {2}, {2, 3}, 5}. 


En los problemas 24 a 35, suponga A = {2, 4, 6 , 8 }, fi = {1, 2, 
3, 4, 5, 6 , 7, 8 , 9}, C = {x | x es un entero positivo par menor 
que 10}, D = {1, 2, 3, 5, 7, 9, 10}, y dé el valor de verdad de 
cada una de las proposiciones siguientes. 


24. A C fi 
26. fiCA 

28. CCA 

30. A = fi 


25. ACC 

27. fiCC 
29. Cefi 

31. A = C 


32. fi = C 

33. fi y C comparables 

34. A y fi comparables 

35. A y fi comparables 

En los problemas 36 a 45, dé el valor de verdad de cada una 
de las proposiciones dadas. 

36. 0 E A, VA 

37. 0C A, VA 

38. A CU, VA 

39. A CU, VA 

40. U A, VA 

41. CE A, VA 

42. 0 = {0} 

43. 0C{0} 

44. {0} E {{0}} 

45. 0 E U 

En los problemas 46 a 50, determine el conjunto potencia de 
los conjuntos dados. 

46. 0 

47. {0} 

48. {1,2,3} 

49. {a, b, c, d, e} 

50. {0, 1} 

En los problemas 51 a 55, senale cuàles de las familias dadas 
son conjunto potencia de algùn conjunto y determine dicho 
conjunto. 

51 . {0, {a}} 

52. {{1},{0},{0, 1}} 

53. {0, {a}, {b}, {c}, {a, b, c}} 

54. {0, {a}, {b}, {a, b}} 

55. {0,{-l},{l},{O}, {-1,0,1}} 

En los problemas 56 a 65, suponga A = {1, 3, 5} y dé el valor 
de verdad de las proposiciones dadas. 


56. 

0C p(A) 


57. 

0 e P(A) 


58. 

{1, 3}C p(A) 


59. 

{1,2} E p(A ) 


60. 

{3, 5}cA 


61. 

{3, 5}c p(A) 


62. 

3 E A 

63. 2 E A 

64. 

{1}C jfi(A) 

65. {5} E p(A) 


1.7 Cardinalidad ytipos de conjuntos 
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FIGURA 1.8.1 Intersección de los 
conjuntos A y B. 



FIGURA 1.8.3 A n B = A 


| 1.8 Operaciones con conjuntos 


Uno de los hechos mas interesantes acerca de la teoria de conjuntos es que las operaciones 
bàsicas de està teoria se corresponden de forma muy estrecha con las estructuras lógicas que 
obtenemos al utilizar conectivos. 

■ Intersección de conjuntos La intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto formado 
por todos los elementos comunes a los dos conjuntos. La intersección de A y B se denota por 
A fi B, y en lenguaje lògico el conjunto puede escribirse corno: 

A flU = {x|x£A AiGfi} 

La operación de intersección de conjuntos comparte muchas propiedades con el conec- 
tivo A. 

En los diagramas de Venn, la intersección de A y B se representa por la región sombreada 

en la FIGURA 1.8.1. 


PROPIEDADES DE LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 


Las propiedades siguientes se cumplen para la intersección de dos conjuntos A y B. 
U representa el conjunto universal. 


a) A O B = B fi A, propiedad conmutativa. 

b ) (A O B) O C = A Pi (B n C) = A n B n C, propiedad asociativa. 

c) A O U = A, propiedad de la existencia de la identidad. 

d ) 0 fi A = 0, propiedad de la existencia de un elemento absorbente. 

v___ _ J 


EJEMPLO 1 


Intersección de conjuntos 


Dados los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5}, B 
intersección de A y B. 


{2, 3, 5, 7, 9, 11} determine el conjunto 


Solución Los elementos que estàn o pertenecen tanto a A corno a B son 2, 3, 5; por 
tanto 


AD B = {2,3, 5} 

En la FIGURA 1.8.2 se muestra la intersección de estos conjuntos. Observe que la parte 
sombreada contiene precisamente los elementos que pertenecen a A fi B. = 


Si A C B, entonces AflB=A, corno puede notarse en la FIGURA 1.8.3. 

Muchas veces es necesario calcular la intersección de tres conjuntos A, B, C. Sin embargo, 
es bueno que se destaque que la operación de intersección siempre se lleva a cabo entre dos 
conjuntos; para realizar la intersección de tres conjuntos, es decir, para determinar el conjunto 
formado por los elementos comunes de A, B y C, primero se busca la intersección de A y B\ 
el resultado buscado es la intersección de A fi B con C. Si D = A fi B, entonces, 

AfiBnc = (An5)nc = flnc 
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EJEMPLO 2 


Intersección de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {b, c, d, e}, fi = {c, e, h, f, k} y C = {a, b, e, h}, determine A fi 

fine 

Solución Primero se busca A n fi: 

D = A n fi = {c, e} 

Luego se calcula AnfinC = Z>nC = {e}. Por tanto, 

a n fi n c = {e} 

Gràficamente la solución es: 



Si Ai, A 2 , A 3 , ..., A„ es una sucesión de conjuntos, podemos calcular su intersección (el 
conjunto de los elementos comunes a todos los conjuntos) tomàndolos dos a dos en la expre- 
sión: 

A[ n a 2 n a 3 n ... n a„ 

o mas breve n 


EJEMPLO 3 


Intersección de conjuntos 


Dada la sucesión de conjuntos: 


Aj = {1, 3}, A 2 = {3, 5, 7, 9}, A 3 = {1, 3, 5, 11, 13} 

determine n A t = A, n A 1 n A,. 

Solución Si ponemos D n = A t n A 2 , entonces 

n a. = Aj n a 2 n a 3 = D n n a 3 

Ahora, Z ) 12 = A, n A 2 = {3}. Por tanto, 

n A, = Ai n a 2 n a 3 = d 12 n a 3 = {3} n {i, 3,5, il, 13} = {3} 


■ Union de conjuntos La unión de dos conjuntos A y fi consta de todos los elementos que 
pertenecen a A o a fi. La unión de A y fi se denota por A U fi. En lenguaje lògico podemos 
escribir: 


A U fi = {x\x G A VA- G fi} 

Note que si extraemos un elemento de A U fi, éste puede estar sólo en A, o sólo en fi, o ser 
un elemento comun a A y a fi. 
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La representación gràfica de A U B se expresa por una de las situaciones descritas en las 
FIGURAS 1.8.5 a 1.8.7, en las que la región sombreada en cada caso corresponde al conjunto 


A U B. 





EJEMPLO 4 


Union de conjuntos 


Dados los conjuntos A = {a, b, c, d, e} y B 
A U B. 


{b, c, f, g, h}, determine el conjunto 


Solución Puesto que enAUfi deben estar representados tanto los elementos de A corno 
los de B, tenemos que A U B es la unificación de A con B, es decir, ponemos juntos los 
elementos de A con los de B: 


AUfi={a,b, c, d, e, f, g, h} 
La situación gràfica del ejemplo anterior es la siguiente: 



PROPIEDADES DE LA UNION DE DOS CONJUNTOS 


Las siguientes propiedades se cumplen para la unión de dos conjuntos A y B. U repre¬ 
senta el conjunto universal. 


a) A U B = B U A, propiedad conmutativa. 

b) (A U B) U C = A U (B U C), propiedad asociativa. 

c) A U 0 = A, propiedad de la existencia de la identidad. 

d) A U U = U, propiedad de la existencia del conjunto absorbente. 


En muchas circunstancias necesitamos obtener la unión de màs de dos conjuntos; pero 
la unión es una operación entre dos conjuntos, de ahi que necesitemos recurrir a la propiedad 
asociativa para poder obtener un conjunto A U B U C, cuando A, B y C son conjuntos 
dados. 

Para calcular A U B U C, primero obtenemos A U B y luego unimos este resultado con 
el conjunto C. Si 


D = A U B 

entonces AU5UC = (AUS)UC = DUC. 
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EJEMPLO 5 


Union de conjuntos 

Dados los conjuntos A = {0, 1,2, 3, 5}, B = {1, 3, 5, 7} y C = {2, 6 , 8 }, determine A U B 
U C. 

Solución Primero calculamos D = A U B = {0, 1, 2, 3, 5, 7} y luego calculamos D U C 
para obtener AUBUC 

A U B U C = (A U B) U C = D U C = {0, 1, 2, 3, 5, 6 , 7, 8 } 

En la figura se muestra la representación gràfica correspondiente. = 



Si Ai, A 2 , A 3 , ..., A„ es una sucesión de conjuntos, entonces la unión de ellos se define 

por: 

A x U A 2 U A 3 U ... U A„o bien, U A. 
donde las uniones de conjuntos se realizan dos a dos. 


EJEMPLO 6 


Union de conjuntos 


Dados A, ={1,2, 3, 4, 5, 6 }, A 2 = (1, 3, 5, 7}, A 3 = {2, 4, 6 , 8 }, determine U A.. 

3 

Solución Ai U A 2 U A 3 = U A. se obtiene calculando en primer lugar el conjunto D n 
= Ai U A 2 , y luego el resultado se une con A 3 : 

D n =AjUA 2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7} 


Ahora, 


A! U A 2 U A 3 = (Ai U A 2 ) U A 3 = D n U A 3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8 } 
En la FIGURA 1.8.10 se muestra la representación gràfica respectiva. 



PROPIEDADES DE LA UNIÓN Y LA INTERSECCIÓN DE CONJUNTOS 


Las propiedades siguientes se cumplen para las operaciones de unión e intersección de 
conjuntos. 

a) A U (B fi C) = (A U B) 0 (A U C), propiedad distributiva de la unión respecto a 
la intersección. 

b) A fi (B U Cj = (A O B) U (A O C), propiedad distributiva de la intersección 
respecto a la unión. 

v _ J 
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■ Diferencia de conjuntos La diferencia entre dos conjuntos A y B o el complemento 
relativo de B respecto a A es el conjunto que consiste en todos los elementos que pertenecen 
a A pero no a B. La diferencia entre A y B se denota por A — B. En lenguaje de la lògica A — B 
se representa corno: 

A — B = {x\x El A a ~(x E B )} = {x\x E A a x i B} 

El complemento de un conjunto A, que se denota por A' o por A c , es el conjunto U — A, que 
puede describirse corno: 


A' = U - A = {x E U\~(x E A)} 

La operación de tornar complementos es similar a la operación de negación en lògica. 

En las FIGURAS 1.8.11 y 1.8.12 se muestra las representaciones gràficas de la diferencia de 
conjuntos y la de tornar complementos. 



FIGURA 1.8.11 Diferencia de 
conjuntos 


FIGURA 1.8.12 Complemento de 
conjuntos 


Los hechos siguientes son verdaderos respecto a conjuntos y sus complementos: 

a) A Pi A'= 0, VA 

b) A U A' = {/, VA 


PROPIEDADES DE LA DIFERENCIA DE CONJUNTOS 


Las propiedades siguientes, llamadas leyes de De Morgan, se cumplen para conjuntos 
A y B que son subconjuntos del conjunto universal U: 

a) (A 1) B)'= A'n B' 

b) (A O B)’ = A' U B’. 


EJEMPLO 7 


Diferencia de conjuntos 


Dados A = {a, b, c, d, e, f} y B = {c, d, e, f, g, h), determine el conjunto A — B. 


Solución El conjunto A — B està formado por todos los elementos de A que no lo son de 
B, asf que los elementos de A — B son a, b. Por tanto: 


A- B = { a, b} 


EJEMPLO 8 


Diferencia de conjuntos 


Dados el conjunto universal U = {0, 1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} y el conjunto A = {3, 8, 9}, 
determine A'. 
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Solución E1 complemento de A es el conjunto formado por todos los elementos de U que 
no son elementos de A: 


A' ={0, 1,2, 4,5,6, 7} 


■ Diferencia simétrica de conjuntos La diferencia simétrica de dos conjuntos A y B es 
el conjunto formado por los elementos de la unión de A y B. eliminando los elementos de la 
intersección de A y B. La diferencia simétrica de A y B se denota por A AB. Usando el lenguaje 
lògico podemos expresar A AB corno 


A AB = {x: | v £ A v B} 


Note que de acuerdo con la descripción dada para la diferencia simétrica, podemos escri- 
bir: 

A A B = (A U B) - (A fi B) o A A B = (A - B) U (B - A) 

En la FIGURA 1.8.13 se muestra gràficamente la situación que describe A AB. 


u 



FIGURA 1.8.13 A A B = (A - fi) 

U (5 - A) 


Cabe senalar lo siguiente: 

a) Si A y B son disjuntos, entonces aAAB = AUB. 

b ) Si A C B, entonces a A AB = B — A. 

c) Si A Z) B, entonces A AB = A — B. 

d) A A (B A C) = (A A B) A C, ley asociativa para la diferencia simétrica. 

e ) A A B = B A A, ley conmutativa para la diferencia simétrica. 

f) Si A A B = A A C, entonces B = C, ley de cancelación para la diferencia simétrica. 

g) A H (B A C) = (A fi B) A (A D C), ley distributiva de la intersección respecto a la dife- 
renciación simétrica. 



Diferencia simétrica de conjuntos 


Dados los conjuntos A = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15} y B = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}, deter¬ 
mine A AB. 

Solución Sabemos que enAÀB entran todos los elementos de 4 y B que no son comu- 
nes aAyaB; por tanto, 

A AB ={1,2, 9, 15, 17, 19} 

En la FIGURA 1.8.14 se muestra gràficamente este resultado. = 


1.8 Operaciones con conjuntos 


35 







FIGURA 1.8.14 A AB 

Las operaciones con conjuntos cumplen las leyes del àlgebra de conjuntos, que son las 
siguientes. 



En muchas ocasiones se presentan situaciones en las que es necesario realizar varias 
operaciones simultàneamente. Para trabajar o calcular estas expresiones hay que ser cuida- 
dosos al aplicar las operaciones fundamentales con conjuntos, asf corno las leyes de estas 
operaciones. 


EJEMPLO 10 


Operaciones con conjuntos 


Dados los conjuntos A = {a, b, c, d}, B = {a, e, f, g}, C = {a, b, h, k}, determine los con¬ 
juntos siguientes, donde U = {a, b, c, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, m}: 


a) (A - B)'n C 

b) (A A C) U A' 


Solución a) A — B = {b, c, d}, (A — B)' = {a, e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 


(A - B)' n C = {a, h, k} 
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b ) A - C = {c, d}, C - A = {h, k}, A A C = {c, d, h, k} 
A' = {e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 

(A A C) U A' = {c, d, e, f, g, h, i, j, k, 1, m} 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-3. 


En los problemas 1 a 20, suponga U = {a, b, c, d, e, f, g, h, i}, 
A = {a, b, c, d, e}, fi = {d, e, f, g}, C = {e, f, g, h, i}, D = 

{a, c, e, g, i}, E = {b, d, f, h}, F = {a, e, i}, y determine lo que 
se indica. 

1. A U B 

2. AD B 

3 . cno 

1. £UF 

5 . AD C 

6 . A n C 

7. CU D 

8. EH F 

9. A' 

10. B' 

11. B — A 

12. E' n F' 

13. A — B 

14. (E U F)' 

15. A fi (B U Q 

16. (AnS)U(AU C) 

17. (A n D) - B 

18. (A - E)' 

19. (C U A) - E' 

20. (fi UF/UA 

En los problemas 21 a 30, suponga los conjuntos K = {2, 4, 

6, 8}, L = { 1,2, 3,4}, M = {3,4,5,6, 8}, U = {1,2, 3,..., 10}, 
y determine lo que se indica. 

21. K' 

22. (K U L)' 

23. (M' PI K) 

24. RAM' 

25. (K-L)'AM 

26. (M' - K')-L 

27. 17' - 0' 

28. {/AL 


29 . (U'Y A0 

30 . (K A L) - M 

En los problemas 31 a 40, suponga que los conjuntos A, B, C 
son cualesquiera, U el conjunto universo y 0 el conjunto 
vacfo, y simplifique las expresiones dadas. 


31 . 

(A n U) u 

0 

32 . 

(A - U) n 

(fi - 0) 

33 . 

(0 u A) n 

(BUA) 

34 . 

A n (A U B) 

35 . 

(fi u t/) n 

(A n lo 

36 . 

(A n A')' 


37 . 

unu 


38 . 

AAU 


39 . 

fi A0 


40 . 

(fi A LO' 



En los problemas 41 a 50, suponga dados los conjuntos A, B 
y C no vacfos; use diagramas de Venn para ilustrar los resul- 
tados obtenidos al efectuar las operaciones indicadas en las 
expresiones dadas. 


41 . 

A U fi 

42 . 

a n fi 

43 . 

A - fi 

44 . 

A AB 

45 . 

(A' n fi') n c 

46 . 

fi' U A' 

47 . 

A' n fi 

48 . 

(A U fi)' n (A u co' 

49 . 

(A' AB') n C' 

50 . 

a n fi' 


En los problemas 51 a 56, si sabemos que un conjunto G es 
subconjunto de un conjunto A no vacfo, determine la veraci- 
dad de los enunciados dados. 

51 . A fi G = G 

52 . G U A = A 
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53. (G - A) => A 

54. (G - A) □ G 

55. G A A = A U G 

56. (A - G) n A = (A - G) 

En los problemas 57 a 62, considere los conjuntos 
A, = {2, 3,5},A 2 = {1,4},A 3 = {1,2, 3}, A 4 = {1, 3, 5, 7}, 
A 5 = {3, 5, 8}, A 6 = (1,7}, 17= {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, y 
determine lo que se indica. 

57. U A 

58. uà: 

i=3 

59. n A : 

i=4 


60. n (A - a m ) 

i=2 

61. n A'An a 

i=2 1=2 

62. p(r^jA, 

En los problemas 63 a 67, considere conjuntos Ay B cuales- 
quiera y realice las demostraciones propuestas. 

63. Demuestre que (A U B)’ = A' fi B 1 . 

64. Demuestre que (A U B) fi B' = A si y sólo si A fi B = 

0 . 

65. Demuestre que si A y B son subconjuntos de U, entonces 
A fi B’ = A si y sólo si A fi B = 0. 

66 . Demuestre que (A U B) U C = A U (fi U C). 

67. Demuestre que (A n B) fi C = A fi (B n C). 


| 1.9 Conjuntos ytécnicas de conteo 


Una de las ideas mas importantes en la aplicación de la teoria de conjuntos està relacionada 
con el proceso de contar. Se cuenta el nùmero de elementos de un conjunto, el nùmero de 
maneras en que un proceso puede ocurrir, etcétera. En està sección consideramos la solución 
de estos problemas a partir de la relación que expresa el nùmero de elementos en la unión de 
conjuntos. En el tratamiento del problema entran dos situaciones: primero, cuando los con¬ 
juntos que intervienen son disjuntos, y segundo, cuando no lo son. 

■ Caso de pares de conjuntos disjuntos Parece razonable esperar que la cardinalidad de 
A U B, | A U B | sea igual a | A | + | B |, ya que la unión de A y B se obtiene juntando los ele¬ 
mentos de A con los de B. Este es el caso cuando A y B son conjuntos disjuntos, ya que cuando 
contamos sus elementos sabemos que cada uno viene de A o de B, pero no de los dos al mismo 
tiempo. Esto desemboca en el principio de conteo siguiente. 



EJEMPLO 1 


Conteo 


Sea A = {1, 2} y B = {a, b, c}; determine | A U B \. 


Solución Por ser A y B disjuntos, al contar los elementos de A U B, cada elemento se 
cuenta una sola vez; por tanto. 


|A U B\ = | A | + |£| = 2 4- 3 = 5 

Es darò que puesto que A U B = {1, 2, a, b, c}, se tiene que | A U B \ = 5. 


■ Caso de pares de conjuntos no disjuntos Si A y B no son disjuntos, entonces el problema 
de determinar el nùmero de elementos de A U B es menos sencillo. Si contamos los elemen- 
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tos de A y los elementos de B , y sumamos los numeros que resultan de estas cuentas tratando 
de obtener el nùmero de elementos deAUB, encontramos que algunos de los elementos han 
sido contados dos veces. Los elementos de la intersección de A y B se contaron dos veces, 
una vez cuando contamos los de A y una segunda vez cuando contamos los de B; de ahi' que 
para que cada elemento de A U B sea contado una sola vez debemos restar el nùmero de 
elementos de A fi B a la suma del nùmero de elementos de A y de B. 


r\ 


PRINCIPIO DE CONTEO II: CON CONJUNTOS NO DISJUNTOS 




Si A y B son dos conjuntos cualesquiera, entonces 

|A U B\ = |A|+ |£| — |A CI £| 


Observe que la ùltima relación también se cumple cuando Ay B son disjuntos, es decir, 
A O B = 0, ya que 1 0 1 = 0. 


EJEMPLO 2 


Conteo 


Sea A = {1, 2, 3} y B = {3, 4, 5}, entonces 


A U B = {1, 2, 3, 4, 5} y A O B = {3} 


En este caso |A|=3, |B| = 3, |AflB| = 1; por tanto | A U B |, corno se puede comprobar 
contando los elementos de A U B. = 


EJEMPLO 3 


Conteo 


Suponga que AyB son tales que A = 5,B = 8y|AUB| = 11. Determine | A fi B |. 
Solución Si llamamos x al nùmero | A O B |, entonces por la fòrmula sabemos que: 


|AUfi| = |A| + |5|-x 


es decir, 11=5 + 8— xy de aqul se tiene 


x = 13 - 11 = 2 


por tanto | A 0 B \ = 2. 


EJEMPLO 4 


De un total de 35 programadores entrevistados para un trabajo, 25 conoclan Visual Basic, 
28 conoclan lava y dos no conoclan ninguno de estos dos lenguajes; /cuàntos conoclan 
ambos lenguajes? 

Solución Puesto que dos de ellos no conoclan lenguaje alguno, se tiene que los que 
conoclan por lo menos un lenguaje eran: 

35 - 2 = 33 

Ahora, si A = el conjunto de los que conoclan Visual Basic, B = el conjunto de los que 
conoclan lava, entonces A U B = el conjunto de los que conoclan por lo menos uno de 
estos lenguajes, y A fi B = el conjunto de los que conoclan ambos lenguajes. 

Puesto que 


|A U B\ = |A | + |B| — |A PI B\ 
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se tiene que 


|A PI B\ = \A\ + \B\ — |A U B\ 
pero | A | = 25, | B | = 28, | A U B | = 33; por tanto: 

\A n B\ = 25 + 28 - 33 = 20 

20 personas conocfan ambos lenguajes. = 

Si en el problema anterior quisiéramos saber el numero de personas que conocen sólo 
Visual Basic, tendrfamos que restarle al nùmero de los que conocen Visual Basic al nùmero 
de los que conocen Visual Basic y Java, es decir, 

\A\-\A n B\ = 25 - 20 = 5 

Asimismo, para conocer el nùmero de personas que conocfan sólo Java, tendrfamos que 
restar al nùmero de los que conocfan Java el nùmero de los que conocfan Visual Basic y Java, 
es decir, 

\B \- |A n B\ = 28 - 20 = 8 

FIGURA 1.9.1 Diagrama de Venn Si U = el conjunto de todos los entrevistados (35), entonces el diagrama de la FIGURA 

para el ejemplo 4 1.9.1 muestra la distribución de los conjuntos implicados en el problema. 

■ Caso de la unión de tres conjuntos El trabajo de conteo para los casos en los que inter- 
vienen tres conjuntos es tan sencillo corno el trabajo con dos conjuntos. Observe que: 

|AUBUC| = |AU(BUC| = |A| + |BUC|-|An(BUC)| 

pero 

|B U C\ = \B\ + \c\-\B n CI 
y 

|AU(fiuc| = |(An£)|u|(AnQ| = |An£| + |Anc|-|Anfinc| 

por tanto: 

|AUBUC| = |A| + |B| + |C|-|BnC|-|AnB|-|AnC| + |AnBnC| 

Observe còrno se utilizan las leyes asociativa para la unión de conjuntos y distributiva de la 
intersección respecto a la unión de conjuntos en la obtención de està ùltima relación. 

Del diagrama de la FIGURA 1.9.2 podemos deducir varios hechos interesantes: 




a) El nùmero de elementos que sólo estàn en A: 

|A|-|An£|-|Anc| + |Anfinc| 

b) El nùmero de elementos que estàn sólo en B: 

|£|-|An£|-|finc| + |An£nc| 

c) El nùmero de elementos que estàn sólo en C: 

ic|-|Anc|-|finc| + |An£nc| 

d) El nùmero de elementos que estàn en A fi B, pero no en C: 

|a n b\ - |a n b n c\ 

e ) El nùmero de elementos que estàn en A fi C, pero no en B: 

|a n c\ — |a n b n c\ 
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f) E1 numero de elementos que estàn en li H C. pero no en A: 

\BnC\-\AHBnC\ 

g) E1 nùmero de elementos que estàn en A o en B, pero no en C: 

|a u s| - |a n s|~ |s n c| + |a n s n cj 

h) E1 nùmero de elementos que estàn en A o en C, pero no en B: 

|a u c| -|a n s| -|s n c| + |a n 5 n cj 

i) E1 nùmero de elementos que estàn en B o en C pero no en A: 

|fiuc|-|AnB|-|Anc| + |Anflnc| 

j) E1 nùmero de elementos de A U B U C puede ser distinto al nùmero de elementos 
del universo U. 


EJEMPLO 5 


Aplicación de conteo de conjuntos 


Una encuesta entre 100 estudiantes arrojó lo siguiente: 


• 32 estudian matemàtica. 

• 20 estudian fisica. 

• 45 estudian biologia. 

• 15 estudian matemàtica y biologia. 

• 7 estudian matemàtica y fisica. 

• 10 estudian fisica y biologia. 

• 30 no estudian ninguna de las tres asignaturas. 

a) Encuentre el nùmero de estudiantes que estudian las tres asignaturas. 

b ) Encuentre el nùmero de estudiantes que cursan una y sólo una de las tres asigna¬ 
turas. 

Solución Supongamos M = el conjunto de los que estudian matemàtica, F = el conjun- 
to de los que estudian fisica y B = el conjunto de los que estudian biologia. Entonces, 


\M\ = 32,\F\ = 20,\B\ = 45,\M D F\ = 7,\M D B\ = 15,\F n B\ = 10 


a) Es darò que los que intervinieron en la encuesta constituyen el universo [/, de aqul que 
U = 100. Asimismo, los que estudian alguna de las tres asignaturas estàn representados 
por M U F U B y los que no estudian ninguna de las asignaturas son 30 personas; de 
ahi que: 


\M U EU B\ = 100 - 30 = 70 

El nùmero de estudiantes que toman las tres asignaturas constituyen el conjunto | M fi 
F fi B |; de ahi que corno 

|MUFUB| = |M| + |U| + |5|-|MnF|-|Mnfi|-|Fn£| + |MnFn£| 

se tiene que 

\M n F n B\ = \M U FU B\-\M\-\F\-\B\ + \M n F\ + \M n B\+\F n B\ 
es decir 

70 - 32 - 20 - 45 + 7 + 15 + 10 = 5 
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Asi que los que estudian las tres asignaturas son cinco estudiantes. 


b ) E1 numero de los que estudian sólo matemàtica està dado por: 


|M|-|MnF|-|Mnfi| + |MnFn£| = 32-7-15 + 5=15 

Los que estudian sólo fisica son: 

|F|-|MnF|-|Fnfi| + |MnFnB| = 20-7-10 + 5 = 8 

Los que estudian sólo biologia son: 

\B\—\Mr)B\ — \ Fr\B\ + \Mr\Fr\B\ = 4-5 — 15 — 10+ 5 = 25 
Asi que los que estudian una y sólo una de las asignaturas son: 


15 + 8 + 25 = 48 



Aplicación de conteo de conjuntos 


En una encuesta sobre los medios de transporte urbano màs comunes, a cada persona se 
le pregunta si el taxi, el autobus o el auto privado es el medio màs usado para ir al trabajo. 
Se permite màs de una respuesta. El resultado de la encuesta es el siguiente: 

• 0 personas opinaron a favor del taxi. 

• 35 personas opinaron a favor del autobus. 

• 100 personas opinaron a favor del auto privado. 

• 15 personas opinaron a favor del taxi y del autobus. 

• 15 personas opinaron a favor del taxi y del auto privado. 

• 20 personas opinaron a favor del autobus y del carro privado. 

• 5 personas opinaron a favor de los tres medios de transporte. 

( Cuàntas personas respondieron a la encuesta? 

Solución Supongamos A = los que opinaron a favor del taxi, B = los que opinaron a 
favor del autobus y C = los que opinaron a favor del auto privado. Entonces, si suponemos 
que todos los encuestados respondieron la entrevista, se tiene que A U B U C es el con- 
junto de los que respondieron y es a la vez el conjunto universo U. Asimismo, | A fi B \ = 
15, 1A n C\ = 15, | B n C\ = 20,| A n B n C\ = 5. Ahora, 

|Aufiuc| = |A| + |5| + |c|-|Anfi|-|Anc|-|finc| + |Anfinc| 


= 30 + 35 + 100 - 15 - 15 - 20 + 5 = 120 


Por tanto, 120 personas respondieron a la encuesta. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-3. 


En los problemas 1 a 6, supongaque |B| = 12,| C| = 11, 

|D| = 8,|B U C| = 20,|5 U D\ = 20y\D fi C\ = 3 y deter¬ 
mine lo que se indica. 


4 . \BDD\ 

5 . | B - C | 

6 . \BAD\ 


1. \b n c | 

2 . | B - D | 

3 . | D U C | 


En los problemas 7 a 10, suponga que | A | = 35, | B \ = 23, 

| C| = 28, | a n Z? | = 15, | A n C\= 13, | b n cj = 11, | A u z? 
U C | = 52, y determine lo que se indica. 
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7. \a n b n c| 

8. I (A n c) - b | 

9. |(A n B) — c\ 

10. I (A n C) - A I 

11. En una encuesta de 60 personas se encontró que 25 
leen revistas polfticas, 26 leen revistas cientfficas y 26 leen 
revistas de entretenimiento. Se determino, ademàs, que 
nueve personas leen revistas polfticas y de entretenimiento, 
once leen revistas polfticas y cientfficas, ocho leen revistas 
cientfficas y de entretenimiento y ocho no leen revista 
alguna. 

a) Determine el nùmero de personas que leen los tres 
tipos de revistas. 

b) Determine el numero de personas que leen exactamen- 
te un tipo de revistas. 

12. Una encuesta hecha a 100 musicos populares mostrò que 
40 de ellos usaban guantes en la mano izquierda y 39 usa- 
ban guantes en la mano derecha. Si 60 de ellos no usaban 
guantes, ^cuàntos usaban guantes en la mano derecha sola¬ 
mente?, ( : ,cuàntos usaban guantes en la mano izquierda 
solamente?, ^cuàntos usaban guantes en ambas manos? 

13. En la clase de educación fisica se inscribieron 200 estu- 
diantes; se les preguntó si querfan trotar o nadar corno 
unicas dos alternativas. Decidieron trotar 85 de ellos, 60 
también aceptaron nadar. En total, ^cuàntos tomaron nata- 
ción?, /cuàntos tomaron natación pero no aceptaron tro¬ 
tar? 

14. De 30 estudiantes en una clase de matemàtica, 26 aproba- 
ron el primer examen parcial y 21 aprobaron el segundo 
examen parcial. Si dos estudiantes reprobaron ambos exà- 
menes, ^cuàntos aprobaron ambos exàmenes? 

15. Un total de 60 clientes potenciales visitaron una tienda de 
artfculos para computadoras. De ellos, 52 compraron algun 
artfculo; 20 compraron papel, 36 compraron discos com- 


pactos y doce compraron toner para impresoras. Si seis 
compraron papel y discos, nueve compraron discos y cin- 
tas y cinco compraron papel y toner, ^cuàntos compraron 
los tres artfculos? 

16. Un total de 35 sastres fueron entrevistados para un trabajo; 
25 sabfan hacer trajes, 28 sabfan hacer camisas, y dos no 
sabfan hacer ninguna de las dos cosas. ^Cuàntos sabfan 
hacer trajes y camisas? 

17. A principios de la década de 1960 se hizo una encuesta a 
120 residentes de una ciudad latinoamericana sobre su 
interés en los tres equipos del àrea màs cercana a la ciudad. 
De éstos, 40 segufan al equipo A, 28 segufan al equipo B 
y 31 al equipo C; 23 segufan al A y al B; 19 segufan al 
equipo B y al equipo C, 25 segufan al equipo A y al equipo 
C y 18 personas segufan a los tres equipos. /.Cuàntas de 
estas personas no segufan a equipo alguno?, ^cuàntos 
segufan al equipo A y al equipo C, pero no al equipo B? 

18. De 1 200 estudiantes de primer ano en una universidad, 
582 tomaron educación fisica, 627 tomaron espanol, 543 
tomaron matemàtica, 217 tomaron educación fisica y espa¬ 
nol, 307 tomaron educación fisica y matemàtica, 250 toma¬ 
ron matemàtica y espanol, 122 tomaron los tres cursos. 
^Cuàntos no tomaron ninguno de los tres cursos? 

19. En una encuesta aplicada a 260 estudiantes se obtuvieron 
los datos siguientes: 64 toman un curso de matemàtica, 94 
toman un curso de computación, 58 toman un curso de 
administración, 28 toman cursos de matemàtica y admi- 
nistración, 26 toman cursos de matemàtica y computación, 
22 toman cursos de administración y computación, y 14 
toman los tres cursos. 

a) ^Cuàntos de los estudiantes de la encuesta no toman 
ninguno de los tres cursos? 

b) ^Cuàntos de los estudiantes de la encuesta toman sólo 
el curso de computación? 



Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Postulados o axiomas 
Teoremas 
Proposiciones 
Simples 
Compuestas 
Conectivos lógicos 
Negación 
Conjunción 
Disyunción inclusiva 
Disyunción exclusiva 
Condicional 


Bicondicional 
Tabla de verdad 
Cuantificadores 
Universal 
Existencial 
Enunciado abierto 
Conjuntos y elementos 
Cardinalidad 
Familias de conjuntos 
Conjunto potencia 


Operaciones con conjuntos 
Union 
Intersección 
Complemento 
Diferencia 
Diferencia simétrica 
Diagramas de Venn 
Técnicas de conteo 


Repaso de conceptos 
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EEHnEXMEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-4. 


En los problemas 1 y 2, establezca la proposición reciproca 
inversa y la contrapositiva de cada una de las proposiciones 
dadas. 

1. “Si 2 + 2 = 4, entonces no soy el rey de Inglaterra.” 

2 . “Si tengo tiempo y no estoy cansado, iré a la tienda.” 

En los problemas 3 y 4, considere que la proposición “estu- 
diaré matemàtica” se representa por la letra p, la proposición 
“iré al cine” por la letra q y la proposición “estoy de buen 
humor” por la letra r, y escriba en lenguaje simbòlico los 
enunciados siguientes: 

3. “Si no estoy de buen humor, entonces iré al cine.” 

4. “No iré al cine y estudiaré matemàtica.” 

En los problemas 5 al 8, clasifique las proposiciones siguien¬ 
tes corno contingencias, contradicciones o tautologfas. 

5. p a p 

6. qv (q a p) 

7. (p A q) V r —> q 

8. (p A q) (q V ~q) 

En los problemas 9 y 10, determine en cada caso si el par de 
proposiciones son lògicamente equivalentes. 

9. p v (q a r), (p v q) a (p v r) 

10. pv(pAq),p 

En los problemas 11 y 12, suponga que el universo de dis- 
curso està formado por todos los nùmeros enteros; diga cuàl 
es el valor de verdad de cada una de las proposiciones dadas, 
escriba su negación en cada caso, asi corno su valor de verdad. 

11. Vx, x dividido por 2 es un entero. 

12 . 3x, 3y, xy = 1 

En los problemas 13 y 14, construya la tabla de verdad para 
cada una de las proposiciones dadas. 

13. [(p v r) a (q v r)] a ( ~p v ~r) 

14. \(pq)r] <r^> [(p a ~q) r\ 

En los problemas 15 y 16, diga si los pares de proposiciones 
dadas estàn formados por proposiciones lògicamente equiva¬ 
lentes. 

15. (p v r) a (q —> r), (p —» q) -» r 

16. ~q, (p v q) -> p 

En los problemas 17 y 18, diga si el argumento dado en cada 
caso es vàlido o es una falacia. 

17. Si llegué en auto al trabajo, entonces llegué cansado a él. 
Llegué cansado al trabajo. Por tanto, manejé camino al 
trabajo. 


18. Si trabajo duro y tengo talento, entonces seré un musico. 
Si soy musico, entonces seré feliz. Por tanto, si no seré 
feliz, entonces no trabajé duro o no tuve talento. 

En los problemas 19 a 21, considere la proposición Vx, Vy, 

x < y — > 3z, x < z < y 

19. Escriba su negación. 

20. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis- 
curso està formado por los nùmeros reales o los racio- 
nales. 

21. Determine su valor de verdad cuando el universo del dis- 
curso està formado por los nùmeros enteros positivos o los 
nùmeros enteros. 

22. Describa los métodos que ha usado para hacer demostra- 
ciones y dé algunos ejemplos. 

En los problemas 23 y 24, construya la tabla de verdad de 
cada una de las proposiciones dadas. 

23. (p q) -» [(p v q) (p a q)] 

24. [(p-^q)v(j?->r)]->(qAp) 

En los problemas 25 y 26, discuta (analice y opine) cada uno 
de los argumentos dados. 

25. Si obtengo el puesto y trabajo duro, entonces me ascende- 
ràn. Si me ascienden seré feliz. No seré feliz. Por tanto, no 
obtendré el puesto o no trabajaré duro. 

26. Un lògico dice a su hijo: “Si no terminas la cena, te iràs 
directo a dormir y no veràs televisión”. Terminò la cena y 
fue enviado directamente a la cama. 

En los problemas 27 y 28, demuestre los teoremas dados por 
el mètodo que considere apropiado. 

27. Si p —> (q v r), q —> s y r —> t, entonces p —> (s v t) 

28. Si p —> (q a r), (q v s) — » t y p v s, entonces t. 

En los problemas 29 a 31, escriba el significado de los enuncia¬ 
dos dados si se considera un universo de discurso A l que 
consta de los miembros de un club y un universo A 2 de lmeas 
aéreas. Sea P(x, y) el predicado “x ha sido pasajero de y”; 
escriba el significado de cada uno de los enunciados siguientes. 

29. Vx, Vy, P(x, y) +-> Vy, Vx P(x, y) 

30. 3x, 3y, P(x, y) +4 3y, 3x, P(x, y) 

31 . 3x, Vy, P(x, y) —» Vy, 3x, P(x, v) 

En los problemas 32 y 33, pruebe los enunciados dados por el 
modo de demostración que considere apropiado en cada caso. 

32. “Si x es un nùmero primo, entonces x + 7 es un nùmero 
compuesto”. 

33. “Para todo nùmero irracional t, t — 8 es irracional.” 
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En los problemas 34 a 36, complete. 
34. Si A C B, entonces 


57. 


AUB= A D B = A-B = 


(P 



~fP 



58. n(A -a m ) 

i=i 


35. Si A y B son disjuntos, entonces 

A-B= A D B = B-A = 


En los problemas 59 a 62, trace una representación en 
diagrama de Venn del resultado de las operaciones en cada 
caso. 


36. Si A = 0, entonces 

AU B = AH B = AAB = 

En los problemas 37 a 40, determine la cardinalidad de cada 
uno de los conjuntos dados. 

37. A = {x | x = 5n + 2, n E N} 

38. B = {x + 3 12 < x < 12, x E N} 

39. C = {2 n - 3 | n E N} 

40. D = {x — 11 6 < x < 10, x E N} 

En los problemas 41 a 46, dé el valor de verdad de las propo- 
siciones dadas. 

41. 3 E {3} 

42. 5 = {5} 

43. {6}C{{6}} 

44. {2, 3} = {3,2} 

45. 0 E {2} 

46. {2} <z {2} 

En los problemas 47 a 52, considere A ={1,3,5, 7, 9}, 

B = {2,4, 6, 8}, C = {1, 2,3, 4, 5, 6}, U = { 0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 

7, 8, 9} y efectue las operaciones de conjuntos indicadas. 


47. 

(A'— B) n c 


48. 

(B A C)' U B 


49. 

(B' U A')AC 


50. 

(C' fi A) U B 


51. 

p(A) n 


52. 

(A U B) n C' 


En 

los problemas 53 y 54 demuestre 

que: 

53. 

A A A = 0, VA 


54. 

A fi (B A C) = (A n B) A (A PI 

Q, VA, B, C 

En 

los problemas 55 a 58, considere 

U = { 0, 1,2,3}, A 

{1, 

2},A 2 = {0, 1},A 3 ={0, 3},A 4 = 

{1,2, 3},A 5 ={0. 


y determine lo que se indica. 


55. U A.A n A. 


56. 


ni u 



59. (A U B) - (A fi B) 

60. A - (B - O 

61. A' U (B'~ C)' 

62. (A'U B') n (C n B) 

En los problemas 63 a 66, considere conjuntos A, B , C de un 
cierto conjunto universal U y diga cuàles de las afirmaciones 
dadas son verdaderas y cuàles son falsas. En caso de que una 
afirmación sea falsa, dé un ejemplo en el cual la afirmación 
no se cumpla. 

63. (A U B) C A Pi B implica que A = B 

64. (A U 0) U B = B VA, B 

65. A fi (0 U B) = A siempre que A C B 

66 . A U B = A' U B' VA, B 

67. Un pueblo pequeno posee 300 automóviles para el trans¬ 
porte publico de sus habitantes. Se sabe que 110 de estos 
autos tienen mas de 20 anos de edad, que 120 son de la 
Nissan y que 50 son de la Nissan con mas de 20 anos de 
edad. Determine el nùmero de carros que: 

a) No son de la Nissan. 

b ) No son de la Nissan y tienen mas de 20 anos. 

c) Son de la Nissan con 20 o menos anos. 

d) No son de la Nissan y tienen 20 o menos anos. 

e) Tienen 20 o menos anos. 

68 . En un grupo de 150 personas, 45 nadan, 40 montan bici- 
cleta y 50 corren. Se sabe que 20 personas nadan y montan 
bicicleta, que 32 corren pero no montan bicicleta y 10 
personas realizan las tres actividades. 

a) / Cuàntas personas montan bicicleta pero no nadan ni 
corren? 

b ) Si 21 personas corren y nadan, ^cuàntas no realizan 
ninguna de las tres actividades? 

69. Al interrogar a una delegación deportiva formada por 250 
atletas sobre su afición respecto al teatro, la danza o la 
poesia, se encontró que 125 prefieren el teatro, 180 pre- 
fieren la danza, 65 la poesia, 100 teatro y danza, 25 teatro 
y poesia, 40 danza y poesia y 20 tenian las tres preferen- 
cias. Determine cuàntos de estos 250 atletas tienen: 

a) Al menos una de estas tres preferencias. 

b) Ninguna de estas tres preferencias. 

c ) Sólo una de estas tres preferencias. 

d) Cuando mucho una de estas tres preferencias. 

e) Exactamente dos de estas preferencias. 


Ejercicios de repaso 
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70. Una agencia de automóviles vendió durante un ano 180 
unidades con las caracterfsticas siguientes: 

• 57 tenfan transmisión mecànica. 

• 77 tenfan aire acondicionado. 

• 45 tenfan transmisión mecànica y aire acondicionado. 

• 10 tenfan transmisión mecànica, pero no tenfan aire 
acondicionado ni equipo de mùsica. 


• 28 tenfan transmisión mecànica y aire acondicionado, 
pero no tenfan equipo de mùsica. 

• 90 no tenfan ninguna de las tres caracterfsticas men- 
cionadas. 

• 19 tenfan aire acondicionado y equipo de mùsica. 

( Cuàntas de estas unidades tenfan equipo de mùsica? 
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CAPITUL01 Lògica y conjuntos 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES 


I 


DE ÀLGEBRA 


En este capiti!lo 



2.1 E1 sistema de los numeros reales 

2.2 La recta de los numeros reales 

2.3 Exponentes enteros 

2.4 Radicales 

2.5 Exponentes racionales 

2.6 Polinomios y productos notables 

2.7 Factorización de polinomios 

2.8 Expresiones racionales 
Ejercicios de repaso 



Un poco de historia La mayorfa de los estudiantes no se dan cuenta de que 
gran parte de la notación algebraica que se usa en los textos de àlgebra tiene 
menos de 400 anos. 

E1 mas grande matemàtico francés del siglo xvi fue Francois Viète (1540- 
1603), abogado y miembro del Parlamento, quien dedicò la mayor parte de su 
tiempo libre a las matemàticas. Escribió muchas obras sobre àlgebra, geome¬ 
tria y trigonometria, la mayorfa de las cuales imprimió y distribuyó por su 
propia cuenta. La obra màs famosa de Viète, In Artem, hizo avanzar en forma 
significativa la notación algebraica. Antes del trabajo de Viète era una pràctica 
comùn utilizar diferentes sfmbolos para representar varias potencias corno x, 
x 2 , x 3 , etcétera. Viète, que sabfa escribir en latfn, utilizò la misma letra calificada 
en forma apropiada para estas potencias: x, x quadratum (cuadrado), x cubum 
(cubo), etcétera. Ademàs, extendió el uso de las letras del alfabeto para repre¬ 
sentar no sólo las variables sino también los coeficientes constantes. La nueva 
notación de Viète aclaró las operaciones que emplearon para construir una 
serie completa de términos. 

Este capftulo ofrece un repaso de conceptos fundamentales, corno teoria de 
conjuntos, sistema de numeros reales y notación algebraica. Este material 
constituye los fundamentos del resto del libro y de cualquier estudio màs 
profundo de matemàticas. 


Si lo desea, en el 
capitulo 14 puede 
hallar el valor de 
està fracción. 










| 2.1 El sistema de los numeros reales 


■ Introducción La teoria de conjuntos permite describir de manera muy precisa grupos de 
numeros que tienen una propiedad comtin, lo que resulta muy util para plantear las soluciones 
de ciertos tipos de problemas. Sin duda, el lector estarà familiarizado con la mayorfa de los 
conceptos de la teoria bàsica de conjuntos (se estudiaron en el capftulo anterior). En està 
sección de repaso nos centraremos en el conjunto de los numeros reales. 

■ Terminologia de conjuntos Un conjunto es una colección de objetos distintos. Cada 
objeto de un conjunto se llama elemento. En generai, un conjunto se designa con una letra 
mayùscula, corno A o B, y un elemento con una letra minuscula, corno x. Para indicar que x 
es elemento del conjunto A escribimos x E A. 

Un conjunto puede especificarse de dos formas: se enumerati los elementos del con¬ 
junto o se expresa una propiedad que los determina. En cada caso se usan llaves { }. Por 
ejemplo, el conjunto compuesto por los numeros 5, 10 y 15 puede representarse de las formas 
siguientes: 


{5,10,15} o {x\x = 5n, n= 1,2, 3} (1) 

La primera notación de (1), donde los elementos del conjunto se enumeran, se conoce corno 
notación por extensión. La segunda notación de (1) se llama notación por comprensión y, 
en este caso, se lee: “el conjunto de todos los numeros x tal que x = 5 n, donde n = 1,2, 3”. 

Si cada elemento del conjunto B también es elemento del conjunto A, decimos que B es 
un subconjunto de A y escribimos: 


B C A. 


Se desprende que cada conjunto es un subconjunto de si mismo. 

Se dice que un conjunto que no contiene elementos es un conjunto vacio y se denota con 
el simbolo 0 . 

La unión de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos que pertenecen por lo 
menos a uno de los conjuntos, A o B. En notación de conjuntos, escribimos 


En este texto debe interpretarse 
que la palabra o significa que por 
lo menos una de las propiedades es 
verdadera. Esto abre la posibilidad 
de que ambas sean verdaderas. 

Asf, en el caso de la unión, si 
x E. A U B, entonces x puede estar 
tanto en A corno en B. 


AUB={x|xEA o x E B}. 

La intersección de dos conjuntos A y B es el conjunto de elementos comunes a ambos con¬ 
juntos A y B y se escribe: 


Aflfi = {x|xEA y x E B}. 

Si A y B no tienen elementos comunes, es decir, si A fi B = 0, se dice que los conjuntos son 

disjuntos o ajenos. 


EJEMPLO 1 


Unión e intersección 


Si A = {1, 2, 3, 4, 5}, B = {1, 3, 5}, C = {2, 4, 6 }, tenemos que BCA, porque los numeros 
1, 3 y 5 son elementos de A. Ademàs, 


A U C= {1,2, 3,4, 5, 6}, 

A n C = {2, 4}, 

B Pi £, _ 0 Los conjuntos B y C no 

tienen elementos comunes. 


■ Numeros Recordemos que el conjunto de los numeros naturales o enteros positivos 
consta de 


A = {1,2, 3,4,...}. 
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E1 conjunto N es un subconjunto del conjunto de los enteros: 

Z = 3, -2, -1,0, 1,2,3,...}. 


Los tres puntos (...) que aparecen en los conjuntos N y Z se llaman elipsis e indican que los 
elementos siguen indefinidamente el mismo patron que el que siguen los elementos dados. 
E1 conjunto Z incluye tanto los enteros positivos corno los negativos y el numero cero, el cual 
no es negativo ni positivo. A su vez, el conjunto de enteros Z es un subconjunto del conjunto 

de los numeros racionales: 


? 


p y q son numeros enteros, q =t= 0 


El conjunto Q està compuesto por todos los numeros que son cocientes de dos enteros, siem- 
pre que el denominador sea diferente de cero; por ejemplo, 


-1 17 10 

2 ’ 5 ’ "—2 


-5, 


22 

7 ’ 


36 


= 9, 


0 

8 


= 0 . 


Se dice que el cociente p/q es indefinido si q = 0. Por ejemplo, 8/0 y 0/0 son indefinidos. 

El conjunto de numeros racionales no es suficiente para resolver ciertos problemas ele- 
mentales algebraicos y geométricos. Por ejemplo, no hay un nùmero racional plq para el 
que 



Véase el problema 69 de los ejercicios de este capitulo. Asf, no podemos utilizar numeros 
racionales para describir la longitud de la diagonal de un cuadrado unitario (FIGURA 2.1.1). Por 
el teorema de Pitàgoras sabemos que la longitud de la diagonal d debe cumplir 


^ Advertencia 



FIGURA 2.1.1 Cuadrado unitario 


d 2 = (l) 2 + (l) 2 = 2. 


Escribimos d = V2 y llamamos a d “la raiz cuadrada de 2”. Como acabamos de indicar, V2 
no es un nùmero racional. Pertenece al conjunto de los numeros irracionales, es decir, el 
conjunto de nùmeros que no pueden expresarse corno cociente de dos enteros. Otros ejemplos 
de nùmeros irracionales son tt, — V3, ^ y 4 \ 

Si simbolizamos con //el conjunto de los nùmeros irracionales, entonces el conjunto de 
los nùmeros reales R puede describirse corno la unión de dos conjuntos disjuntos: 


R = QU H. 


También debemos observar que el conjunto de nùmeros reales R puede describirse corno la 
unión de tres conjuntos disjuntos: R = R U {0} U R . donde R es el conjunto de los nùme¬ 
ros reales negativos y R + el de los nùmeros reales positivos. Los elementos del conjunto 
{0} U R + se llaman nùmeros reales no negativos. 

El diagrama de la FIGURA 2.1.2 résumé la relación entre algunos conjuntos principales de 
los nùmeros reales. 



FIGURA 2.1.2 Los nùmeros reales son racionales o irracionales 

2.1 El sistema de los numeros reales 
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■ Decimales Todo nùmero reai puede expresarse en forma decimai. Por ejemplo. 


1 25 

- = 0.25, — = 3.571428571428..., 

4 7 

- = 2.3333..., 77 = 3.14159265.... 

3 


^ 3 ./^ 

4? , ? Ov 

« 1 ^ .? o, 

E1 nùmero tt es un decimai no finito 
y no periòdico 


Se dice que numeros corno 0.25 y 1.6 son decimales finitos, en tanto que numeros corno 

se repite se repite 

1.323232. . . y 3.571428571428. . . (2) 

se llaman decimales periódicos o recurrentes. Un decimai periòdico corno 1.323232... con 
frecuencia se escribe 1.32, donde la barra indica el numero o numeros que se repiten. Puede 
demostrarse que cada nùmero racional posee una representación decimai periòdica o finita. 
Y viceversa, todo decimai periòdico o finito es un nùmero racional. Asr, los dos nùmeros en 
(2) son racionales. También es un hecho bàsico que todo nùmero decimai es un nùmero reai. 
Tenemos entonces que el conjunto de los nùmeros irracionales se compone de todos los 
decimales que no son finitos ni periódicos. Asr, tt y V2 tienen representaciones decimales 
no periódicas y no finitas. 

■ Porcentaje Los fraccionarios o decimales algunas veces se expresan corno porcentajes; 
por ejemplo, 8 % quiere decir UL- o 0.08. En generai, b% significa “b partes de 100”, y es 
simplemente otra forma de escribir j^j . Por ejemplo, 42% significa ; entonces, 42% = 

0.42. De igual manera, 0.005% = MgS. = 0.00005. 

Un modo sencillo de convertir un nùmero decimai en porcentaje es multiplicar el decimai 
por 1 escrito en forma de 100%. Por ejemplo, 


0.35 = 0.35 X 1 = 0.35 X 100% = 35% 


De igual manera, 0.001 = 0.001 X 100% = 0.1%. 

Los porcentajes se utilizan con frecuencia para describir los incrementos o reducciones 
en cantidades corno población, salarios y precios. Cuando una cantidad aumenta, el porcen¬ 
taje de incremento se da por 

cantidad de aumento , _ _ _ 

-77-5-5 — . . . xl00% (3) 

cantidad originai 

De igual forma, cuando una cantidad disminuye, el porcentaje de decrecimiento està dado 
por 

cantidad de decrecimiento 1 ~ ~ ~ ,. v 

-- 7 - 5 - 5 ———.-xl00% (4) 

cantidad originai 


EJEMPLO 2 


Porcentaje 


La población de un pequeno pueblo disminuyó de 1 750 a 1 700 habitantes. (i Cuàl es el 
porcentaje de decrecimiento? 


Solución 

La cantidad de decrecimiento es 1 750 — 1 700 = 50, y la cantidad originai es 1 750. Si 
usamos la fòrmula (4) encontramos que 


= 0.0285714 = 0.0285714 x 100% « 2.86% 


Luego, el porcentaje de decrecimiento es de aproximadamente 2.86%. 


Notemos que en el ejemplo 2 utilizamos el simbolo = en lugar de = para indicar que el 
nùmero es sólo una aproximación. 
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EJEMPLO 3 


Porcentaje 


E1 salario por hora de trabajo de un estudiante se elevò de 5.25 dólares a 5.75. ( ,Cuàl es el 
porcentaje de incremento? 


Solución 

El monto del incremento es $5.75 — $5.25 = $0.50, y la cantidad originai es de $5.25. Si 
usamos la ecuación (3) tenemos que el porcentaje de incremento es 


ul$5 25 “ °- 952381 = 0.952381 x 100% « 9.52% 


EJEMPLO 4 


Porcentaje 


( : ,Cuàl es el precio de oferta de un balón de volibol si el precio normal es de $28.60 y hay 
25% de descuento? 


Solución 

Como se ofrece 25% de descuento, el precio de oferta sera de 75% del precio normal, o 


(0.75)($28.60) = $21.45 


De otra forma, podemos calcular 25% de descuento y restarlo al precio normal, asi: 
$28.60 - (0.25)($28.60) = $28.60 - $7.15 = $21.45 


■ Sistema de los numeros reales El conjunto de numeros reales R junto con las operacio- 
nes de adición y multiplicación se llama sistema de los numeros reales. Las reglas bàsicas 
del àlgebra para este sistema permiten expresar hechos matemàticos en formas simples y 
concisas, y resolver ecuaciones para dar respuestas a preguntas matemàticas. Las propieda- 
des bàsicas del sistema de los numeros reales respecto de las operaciones de adición (sim- 
bolizada con +) y multiplicación (simbolizada con los signos • o X) se presentan en el 
cuadro siguiente, donde a, by c representan numeros reales. 



En la propiedad 4 i), el numero 0 se denomina identidad aditiva del sistema de los 
numeros reales; en la propiedad AH), el numero 1 se conoce corno identidad multiplicativa 
del mismo sistema. En la propiedad 5 i), el nùmero — a es el inverso aditivo o el negativo del 
nùmero a. Todo nùmero reai tiene un inverso aditivo, pero en la propiedad 5 ii), todo nùmero 
a que no es cero tiene un inverso multiplicativo Ha, con a H 0. El inverso multiplicativo 
del nùmero a diferente de cero también se conoce corno el reciproco de a. 


2.1 El sistema de los numeros reales 
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EJEMPLO 5 


Inversos 


a) E1 inverso aditivo de 10 es —10. 

b ) E1 inverso aditivo de es 

c) E1 inverso multiplicativo, o reciproco, de 7 es 

2 1 3 

d) E1 inverso multiplicativo, o reciproco de 3 es — = 2 . = 

3 

La propiedad distributiva de los numeros reales combina las dos operaciones de adición 
y multiplicación. E1 producto a • b de dos numeros reales a y b se escribe por lo generai sin 
el punto de multiplicación, es decir, se escribe ab. 
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6 . 

v_ 


Propiedades distributivas: 

i) a(b + c) = ab + ac 


ii) (a + b)c = ac + bc 




La propiedad distributiva se puede extender para incluir mas de dos numeros en la suma. 
Por ej empio, 

a(b + c + d) = ab + ac + ad 

y (a + b + c + d)e = ae + be + ce + de 


EJEMPLO 6 


Reconocimiento de las propiedades 


Exprese una propiedad algebraica bàsica del sistema de los numeros reales para justificar 
cada uno de los enunciados siguientes, donde x, y y z son numeros reales. 
a) (6 + 8)y = y(6 + 8) b) (3 + 5) + 2 = 3 + (5 + 2) 

c ) (x + 3)y + 2 = (xy + 3y) + 2 d) (x, + y) ■ 1 = x + y 

e ) (x + 2 ) + [ — (x + 2 )] = 0 f) (y + z) -= 1 , siy + z ¥= 0 

y + z 


Solución 

a) Propiedad conmutativa de la multiplicación <- propiedad 2ìì) 

b ) Propiedad asociativa de la adición <- propiedad 3/) 

c) Propiedad distributiva <- propiedad 6/7) 

d) Propiedad de identidad de la multiplicación ^ propiedad AH) 

e) Propiedad del inverso de la adición <- propiedad 5 i) 

f) Propiedad del inverso de la multiplicación ^ propiedad 5/7) 


Es posible definir las operaciones de sustracción y división en términos de la adición y 
multiplicación, respectivamente. 


Definición 2.1.1 Diferencia y cociente 

Para los numeros reales a y b, la diferencia, a — b, se define corno 

a — b = a + (—b ). 

Si b A 0, entonces el cociente, a + b, se define corno 
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En el cociente a/b, a se llama numerador y b denominador. Con frecuencia, el cociente 
de dos numeros reales a/b se denomina fracción. Tenga en cuenta que a -t- b o a/b no està 
definido cuando b = 0. Por tanto, a/0 no està definido para ningun numero reai a. Como se 
muestra en el ejemplo 7, no todas las propiedades de la adición y la multiplicación son vàli- 
das para la sustracción y la división. 


EJEMPLO 7 


La sustracción no es asociativa 


Puesto que 1 — (2 — 3) = 2y(l — 2) — 3 = —4, observamos que 


1 - (2 - 3) =h (1 - 2) - 3. 


Por consiguiente, la sustracción no es asociativa. 


Muchas propiedades adicionales de los numeros reales pueden derivarse de las propie¬ 
dades bàsicas. Las propiedades siguientes también se usaràn en este texto. 




PROPIEDADES ADICIONALES 


r\ 


7. Propiedades de igualdad: 

i) Si a = b, entonces a + c = b + c para todo nùmero reai c. 

ii) Si a = b, entonces ac = bc para todo nùmero reai c. 

8. Propiedades de la multiplicación por cero: 

i) a ■ 0 = 0 ■ a = 0 

ii) Si a ■ b — 0, entonces a = 0, b = 0, o ambas. 

9. Propiedades de cancelación: 

i) Si ac = bc, y c # 0, entonces a = b. 
ac a 

ii) — = —, siempre que c A 0 y b A 0 . 
bc b 


Como veremos en el capftulo 3, la propiedad 8 ii) es sumamente importante para resolver 
ciertos tipos de ecuaciones. Por ejemplo, si x(x + 1 ) = 0, podemos concluir que x = 0 o bien, 
x + 1 = 0 . 


EJEMPLO 8 


Cancelación 


a) Si 2x — 2y, entonces x — y <— por la propiedad 9ì) 

36 _ 4-9 _ 4 

b) — — — 3 ^ <- por la propiedad 90) 


4 


Las barras inclinadas rojas que 
atraviesan un simbolo indican que 
éste se cancela. 
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10. Propiedades de la sustracción y negativos: 

/') —(— a ) = a 

ii) —(ab) = (— a)(b ) = a(—b) 

iii) ~a = (—l)a 

iv) (~a)(—b) = ab 

V___ J 
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EJEMPLO 9 


Simplificación 


Simplifique —(4 + x — y) 

Solución En vista de la propiedad 10 iii), escribimos 


— (4 + x — y) = (—1)(4 + x — y) 

Entonces, por la ley distributiva, propiedad 6;), 

— (4 + x — y) = (—1)(4 + x — y) 

= ( — 1)4 + (— l)x + ( — I )( — y) <— por las propiedades 10/7/) y 10n ) 
= —4 — X + y 


Ya debe estar familiarizado con la siguiente lista de propiedades de las fracciones alb y 
c!b, donde b =£ 0 y d =£ 0 . 



EJEMPLO 10 


Reconsideración del ejemplo la) 


por la 

propiedad 15 


E1 inverso multiplicativo, o reciproco, de : 


es y = 1 


3 3 

2 = 2 ’ P uest0 que 


por la 

propiedad 14 

/"- A -"\ 


2 3 

3 ’ 2 
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PROPIEDADES ADICIONALES (CONTINUA) 


16. División de cero y división por cero 

i) 0 -h b = — = 0, b ¥= 0 
b 


ii) a + 0 = — es indefinida, a A 0 

0 


Hi) 0 0 = — es indefinida 

0 




EJEMPLO 11 


Productos y cocientes 


Evalue cada una de las expresiones siguientes: 

-(~a) 

-b 
0 
5 


a) (~x)(-y) 


y 

d) i 3 

4 ' 5 


b) 

e) z ■ 


Solución 

a) (—x)(—y)=xy <— por la propiedad 10iv) 

— (—a) a _ a 

—b —b b 

2 (u + v) u + v 


b) 


por las propiedades 100 y 12 


c) 


- por la propiedad 9ii ) 


c) 

f ) 


2(m + v) 
2 v 


w 


(5 - 3) 


2v v 

d) Para evaluar y/(l/4 + 3/5), primero evaluamos el denominador: 

1 + 3 = (1)(5) + (4)(3) 17 

4 5 

Entonces tenemos que 

y _ y _ y 20 20v 

17 ' 


20 


1 + 3 17 1 17 
4 ^ 5 20 1 1 ' 


- comun denominador 


- por la propiedad 15 


o 


e) — z ' 0 — 0 <— por la propiedad 8 i) 

f ) La expresión w7[2 — (5 — 3)] es indefinida, ya que su denominador es cero; es decir, 
2 — (5 — 3) = 2 — 2 = 0 [véase la propiedad 16»)]- = 


Notas del aula 


En la solución del inciso c) del ejemplo 11, un error comun (sobre todo en tareas y exà- 
menes de los alumnos) es cancelar las letras v en el numerador y el denominador: 


u + x> 




= u. 


-INCORRECTO 


No se puede realizar ninguna cancelación en la simplificación de 


2 (m + v) u + v 


2 v v 

pues v no esfactor multiplicativo tanto del numerador corno del denominador, corno lo 
requiere la ley de cancelación 9 il). 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-5. 


En los problemas 1 a 8 , halle el conjunto indicado si A = 

{1, 4, 6 , 8 , 10, 15}, B = {3,9, 11, 12, 14} y C = {1, 2, 5, 7, 8 , 
13, 14}. 

1. AUfi 

2. A U C 

3. B U C 

4. A n B 

5. A n C 

6 . b n C 

7. (A n B) U B 

8 . A U (B U Q 

En los problemas 9 a 12, enumere los elementos del conjunto 
dado. 

9. {r| r = p/q, p = 1, 2, q = — 1, 1} 

10 . {t\t = 4 + z,z= ~L -3, -5} 

11 . {x\x = 2 y,y = |, §} 

12. (y|y-5 = 2} 

En los problemas 13 a 16, use la notación de conjuntos para 
expresar el conjunto dado. 

13. El conjunto de los enteros negativos mayores que —3. 

14. El conjunto de los numeros reales cuyo cuadrado es 9. 

15. El conjunto de los enteros pares. 

16. El conjunto de los enteros impares. 

En los problemas 17 a 32, exprese una de las propiedades 
bàsicas del sistema de los numeros reales (propiedades 1 a 6 ) 
para justificar cada una de las expresiones dadas. 

17. (2 + 3) + 5 = 2 + (3 + 5) 

18. [( 1)(2)](3) = [(2)(1)](3) 

19. {x + y) + 3 = (y + x) + 3 

20. (a + 2) + 7 T = 77 4- (a + 2) 

21 . [(-2)(ì)k = -2[(Ì)( Z )] 

22 . (1 + 2)(—3) = 1(—3) + 2(—3) 

23. 1 • (V2) = V2 

24. (3 + 4)(5 + 2) = (3 + 4)5 + (3 + 4)2 

25. ( 5 ) ' 5 = 1 

26. \ + (-1) = 0 

27. x(y + 0) + z = xy + z 

28. {3 + [(—5)(1)]} + 4 = {3 + (-5)} + 4 

29. [(w + 3)2 ]z = [2(w + 3 )]z 

30. (-13 + z)(2) + 7 = [z + (-13)](2) + 7 


31. (a-b) + [~{a - b)] = 0 
32- fx-y{-A-)=l.x*y 


En los problemas 33 a 44, exprese una de las propiedades del 
sistema de los numeros reales (propiedades 7 a 16) para justi¬ 
ficar cada una de las expresiones dadas. 

33. (—5)(—jc) = 5x 

34. -(-17) = 17 

35. Si x + 3 = y + 3, entonces x = y. 

36. Si y + z = 5 + z, entonces y = 5. 

37. Si (x + 2)(3) = 4(3), entonces x + 2 = 4. 

38. Si z 2 = 0, entonces z = 0. 

39. Si (x + l)(x — 2) = 0, entonces x + 1 = 0ox — 2 = 0. 

40. (a + b + c) ■ 0 = 0 
0 


41. 


42. 


43. 


a 2 + 1 
2(x 2 + 1 ) 
x 2 + 1 


= 0 


= 2 


x + y x y 
2 ~ 2 + 2 


44. 


y 2 + 9 y 2 + 9 


En los problemas 45 a 50, simplifique la expresión dada. 
45. —(—«)[ 2-3] 

(~b ) 


46 


47. 


—bc 

4(3 + c) 
4c 


48. [(4)(ì)(- !)](- z) + z 


49 


(14)(0)(x) 


V2 - V3 

50. (77 — 77)(x + y — 3) 

= Aplicaciones diversas 

51. Matemàticas antiguas El papiro Rhind (c. 1650 a.C.), 
adquirido por el egiptólogo escocés Alexander Henry 
Rhind en 1858, se considera uno de los mejores ejemplos 
de las matemàticas egipcias. En él, los egipcios utilizaron 
(y) corno valor de ir. 
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E1 papiro Rhind 


a) (i Es la aproximación mayor o menor que 7 r? 

b ) Demuestre que el error al utilizar està aproximación 
es menor que 1% de 77 . 

52. Estudio de la Biblia Partiendo del hecho de que la cir- 
cunferencia de un circulo es igual a 7r por el diàmetro, 
determine qué valor de 7 r implica està cita biblica: “Hizo 
una gran pileta de metal fundido, llamado el mar, de 
diez codos de borde a borde, enteramente redondo y 
de cinco codos de alto. Un cordón de treinta codos media 
su contorno”. (Està cita està tomada de 2 Crónicas 4:2 y 1 
Reyes 7:23, que datan del siglo x a.C.) 

= Para la discusión 

En los problemas 53 a 68, responda verdadero o falso. 

53. 5 es elemento de Z._ 

54. — \ es elemento de Q. _ 

55. V3 es elemento de R. _ 

56. V5 es un nùmero racional._ 

57. 0.13 3 3... es un nùmero irracional._ 

58. 1 .5 es un nùmero racional._ 

59. 0.121212... es un nùmero racional._ 

g 

60. q es elemento de Q. _ 

61. —4 es elemento de Z, pero —4 no es elemento de N. 

62. 7 t es elemento de R, pero tt no es elemento de Q. _ 

63. Todo nùmero irracional es un nùmero reai._ 

64. Todo entero es un nùmero racional._ 

65. Todo nùmero decimai es un nùmero reai._ 

66 . La intersección del conjunto de los nùmeros racionales y 

el conjunto de los nùmeros irracionales es el conjunto 
vario._ 

67. Si c # 0, entonces (a + b) -r c = (a -=- c) + (b 4- c). 

68. Si a + 0, b # 0 y a + b =£ 0, entonces c -t- (a + b) = 

(c t s) + (c t b). _ 

69. Demuestre que V2 no puede escribirse corno un cociente 
de enteros. [Pista: suponga que hay una fracción plq redu- 


cida a sus términos minimos, de modo que (plq) 2 = 2. Esto 
se simplifica a p 2 = 2q 2 , lo que implica que /r; por tanto, 
p es un entero par, por ejemplo, p = 2r. Realice està sus- 
titución y considere que (2 r/q) 2 = 2. Debe llegar a una 
contradicción del hecho de que plq se redujo a sus términos 
minimos]. 

70. Explique: la suma de un nùmero irracional y un nùmero 
racional debe ser irracional. [Pista: si la suma de los dos 
nùmeros fuera racional, podria escribirse corno cociente 
de los enteros plq. 6 Por qué conduce esto a una contradic¬ 
ción?]. 

71. Explique: ^la suma de dos nùmeros irracionales es nece- 
sariamente irracional? 

72. Explique: ( ;el producto de dos nùmeros irracionales es 
necesariamente irracional? 

73. Explique: ^el cociente de dos nùmeros irracionales es nece¬ 
sariamente irracional? 

74. En generai, a + (— b) ¥= b + (— a). ,Qué indica esto sobre 
la operación de sustracción? 

75. Algunos códigos secretos funcionan cambiando letras del 
alfabeto. La FIGURA 2.1.3 muestra un cambio de 2. Cada 
letra de un mensaje puede representarse por los guarismos 
de un nùmero decimai. Por ejemplo, el nùmero decimai 
0.12121212... cifra el mensaje “STUDY MATH” en 
TVVFZ OB VI. Si el uso de 9/37 produce el mensaje codi- 
ficado RCWJEJQVDU PLXIV, ( : cuàl fue el mensaje ori¬ 
ginai? 



76. Suponga que los conjuntos Ay B tienen un nùmero finito 
de elementos. n(A) y n(B') representan el nùmero de ele- 
mentos de los conjuntos Ay B, respectivamente. Explique 
por qué la fòrmula 

n(A U B) = n(A ) + n(B) - n(A CI B) 
da el nùmero de elementos de la unión A U B. 
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| 2.2 La recta de los numeros reales 


origen 

distancia x 1 distancia x 

,-*-w- A -N 

o 


-x -2-10 1 2 

H - 

unidad de longitud 


FIGURA 2.2.1 

Recta numèrica reai 

numeros 

negativos 

1 

2 

i numeros 
l positivos - *" 


V2 

77 

, ì 

ì 1 

1 

-2 -1 

0 1 2 

3 


el cero no es ni positivo 
ni negativo 


FIGURA 2.2.2 Direcciones positiva y 
negativa en la recta numèrica reai 


■ Introducción Para dos numeros reales distintos a y b, siempre hay un tercer nùmero reai 
entre ellos; por ejemplo, su promedio ( a + b)/2 es el punto medio entre ellos. Asimismo, para 
dos puntos distintos de A y B en una recta, hay siempre un tercer punto entre ellos; por ejem¬ 
plo, el punto medio M del segmento de recta AB. Hay muchas similitudes corno ésta entre el 
conjunto R de numeros reales y el conjunto de puntos en una recta que indican el uso de una 
recta para “describir” el conjunto de los numeros reales R = R U {0} U R + . A continuación 
se explica còrno hacer esto. 

■ La recta de los numeros reales Dada cualquier recta, escogemos un punto O sobre ella 
para representar el nùmero 0. Este punto en particular se llama origen. Si ahora seleccionamos 
un segmento de recta de longitud unitaria corno se muestra en la FIGURA 2.2.1, cada nùmero 
reai positivo x puede representarse con un punto a una distancia x a la derecha del origen. De 
igual forma, cada nùmero reai negativo — x puede representarse con un punto a una distancia 
x hacia la izquìerda del origen. Està asociación produce una correspondencia uno a uno entre 
el conjunto de nùmeros reales R y el conjunto de puntos de una recta, llamada recta de los 
numeros reales o recta numerica reai. Para cualquier punto P dado en la recta numèrica, 
el numero p, que corresponde a ese punto, se llama coordenada de P. Asi, el conjunto R 
de los nùmeros reales negativos consiste en las coordenadas de puntos a la izquierda del 
origen; por su parte, el conjunto R + de nùmeros reales negativos està formado por las coor¬ 
denadas de puntos a la derecha del origen, y el nùmero 0 es la coordenada del origen O (FIGURA 
2 . 2 . 2 ). 

En generai, no diferenciamos entre un punto en la recta numèrica reai y su coordenada. Por 
ejemplo, a veces nos referimos al punto en la recta con coordenada 5 corno “el punto 5”. 


■ Menor que y mayor que Dos nùmeros reales a y b, con a A b, pueden compararse 
mediante la relación de orden menor que. Tenemos la definición siguiente. 


Definición 2.2.1 Menor que 

Se dice que el nùmero reai a es menor que b, lo que se escribe a < b, si y sólo si la dife- 
rencia b — a es positiva. 


Si a es menor que b, entonces de forma equivalente podemos decir que b es mayor que 
a, lo que se escribe b> a. Por ejemplo, —7 < 5, ya que 5 — (—7) = 12 es positivo. Podemos 
escribir también 5 > — 7. 


EJEMPLO 1 


Una desigualdad 


Usando la relación de orden mayor que, compare los nùmeros reales tt yy. 


Solución A partir de 7r = 3.1415... y y = 3.1428..., tenemos que 


f - tt = (3.1428. . . ) - (3.1415... ) = 0.001.. . . 


a < b 


Puesto que està diferencia es positiva, concluimos que y > tt. 


a b 

FIGURA 2.2.3 El nùmero a està a la ■ Desigualdades La recta de los nùmeros reales es ùtil para demostrar relaciones de orden 
izquierda del nùmero b entre dos nùmeros reales a y b. Como se muestra en la FIGURA 2.2.3, decimos que el nùmero 
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a es menor que el numero b, y escribimos a < b, siempre que el nùmero a se situe a la 
izquierda del nùmero b en la recta numèrica. De forma equivalente, corno el nùmero b se 
sitùa a la derecha de a en la recta numèrica, decimos que b es mayor que a y escribimos 
b > a. Por ejemplo, 4 < 9 es lo mismo que 9 > 4. También empleamos la notación a < b si 
el nùmero a es menor o igual al nùmero b. Asimismo, b > a significa que b es mayor o 
igual a a. Por ejemplo, 2 < 5 puesto que 2 < 5. Ademàs, 4 > 4 porque 4 = 4. 

Para dos nùmeros reales cualesquiera a y b, sólo una de las tres expresiones siguientes 
es verdadera: 


a < b, a = b o a>b (1) 

La propiedad dada en (1) se llama ley de tricotomia. 

■ Terminologia Los simbolos <, >, < y > se llaman simbolos de desigualdad y las 
expresiones corno a<bob>a se denominan desigualdades. Una desigualdad a < b a 
menudo se conoce corno desigualdad estricta, en tanto que una desigualdad corno b > a se 
designa desigualdad no estricta. La desigualdad a > 0 significa que el nùmero a està a la 
derecha del nùmero 0 en la recta numèrica y, en consecuencia, a es positivo. Indicamos que 
un nùmero a es negativo por medio de la desigualdad a < 0. Como la desigualdad a > 0 
significa que a es mayor que 0 (positivo) o igual a 0 (que no es positivo ni negativo), decimos 
que a es no negativo. De manera semejante, si o < 0, decimos que a es no positivo. 

Las desigualdades también tienen la propiedad transitiva siguiente. 


Teorema 2.2.1 Propiedad transitiva 

Si a < b y b < c, entonces a < c. 


Por ejemplo, si x < 12 y 1 2 < y, concluimos de la propiedad transitiva que x < y. El 
teorema 2.2.1 puede visualizarse fàcilmente en la recta numèrica si a se coloca en cualquier 
punto en la recta, b a la derecha de a y el nùmero c a la derecha de b. 


■ Valor absoluto También podemos utilizar la recta de los nùmeros reales para presentar 
la distancia. Como se muestra en la FIGURA 2.2.4, la distancia del punto 3 al origen es de 3 
unidades, y la distancia del punto —3 al origen es de 3, o —(—3), unidades. De nuestra expli- 
cación sobre la recta de los nùmeros reales resulta que, en generai, la distancia de cualquier 
nùmero al origen es el “valor sin signo” de ese nùmero. 

De forma mas precisa, corno se muestra en la FIGURA 2.2.5, para cualquier nùmero reai 
positivo x, la distancia del punto x al origen es x, pero para cualquier nùmero negativo y, la 
distancia del punto y al origen es —y. Por supuesto, para x = 0 la distancia al origen es 0. El 
concepto de distancia de un punto en la recta numèrica al origen se describe mediante la 
noción del valor absoluto de un nùmero reai. 


- (-3) = 3 3 

, -*- M -*-N 

-3-2-1 0 1 2 3 

FIGURA 2.2.4 Distancia en la recta 
de los nùmeros reales 

y x 

t K \t A \ 

y o x 

FIGURA 2.2.5 La distancia de 0 a x 
es x; la distancia de 0 a y es — y 


Definición 2.2.2 Valor absoluto 

Para cualquier numero reai a, el valor absoluto de a, denotado por | a |, es 



sia > 0, 

(2) 

|a| = i ’ 


l ~a. 

sia < 0. 
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EJEMPLO 2 


Valores absolutos 


Como 3 y V2 son numeros positivos, 

131 = 3 y \V2\ = V2. 

Pero corno — 3 y —V2 son numeros negativos, es decir, — 3 < 0 y —V2 < 0, deducimos 
de (2) que 

| —31 = —(—3) = 3 y \-V2\=-(-V2)=V2. = 


EJEMPLO 3 


Valores absolutos 


a) 12 — 2 | = | 0 | = 0 <— de (2), o > o 

b) | 2 — 6 I = | —4 | = — ( —4) = 4 <— de (2), —4 < 0 

c) |2| — |—5| = 2 — [—(—5)]=2 — 5 = —3 <-de(2), -5<o 


EJEMPLO 4 


Valor absoluto 


Halle | V2 - 3 |. 


Solución Para hallar | V2 — 3 | primero debemos determinar si V2 — 3 es positivo o 
negativo. Como V2 « 1.4, vemos que V2 — 3 es un numero negativo. Por tanto, 


| ”\/2 — 3 | — — (\/2 — 3) — — A/2 + 3 <— Aqui se usa la ley distributiva 

= 3 - V2. 


^ Es un errar comùn pensar que — y representa un nùmero negativo porque la literal v va 

precedida de un signo menos. Hemos de destacar que si y representa un nùmero negativo, 
entonces el negativo de y, es decir, — y es un nùmero positivo. Por tanto, si y es negativo, 
entonces | y \ = —y. 


EJEMPLO 5 


Valor de una expresión de valor absoluto 


Halle | x — 61 si a) x > 6, b) x = 6 y c) x < 6. 


Solución 

a) Si x > 6, entonces x — 6 es positivo. Luego, de la definición de valor absoluto en (2) 
concluimos que | x — 61 = x — 6. 

b) Si x = 6, entonces x — 6 = 0; luego, | x — 6 | = 1 0 1 = 0. 

c) Si x < 6, entonces x — 6 es negativo y tenemos que | x — 61 = — (x — 6) = 6 — x. = 


Para cualquier nùmero reai x y su negativo, —x, la distancia al origen es la misma. Es 
decir, | x | = | —x |. Està es una de las propiedades especiales del valor absoluto, las cuales 
describimos en el teorema siguiente. 


Teorema 2.2.2 Propiedades del valor absoluto 


Sean xy y nùmeros reales. Entonces 


/) | x | £ 0 
ili) | x I = I —x | 


V) 


= -, —r, con V # 0 

\y\ 


ii) | x | = 0 si y sólo si x = 0 
iv) |xy| = |x11y| 

Vi) |x + y\ < |x| + \y\ 
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Definir estas propiedades con palabras es una forma de comprenderlas cabalmente. Por 
ejemplo, la propiedad i) dice que el valor absoluto de una cantidad es siempre no negativa. 

La propiedad iv) dice que el valor absoluto de un producto es igual al producto de los valores 
absolutos de los dos factores. El inciso vi) del teorema 2.2.2 es una propiedad importante del 
valor absoluto llamada desigualdad triangular. 

■ Distancia entre puntos El concepto de valor absoluto no sólo describe la distancia de un d{a,b) = \b-a\ 

punto al origen; también es util para hallar la distancia que hay entre dos puntos en la recta A i 

numèrica. Puesto que deseamos describir la distancia corno una cantidad positiva, restamos a 

una coordenada de la otra y luego obtenemos el valor absoluto de la diferencia (FIGURA _ 

2 J v FIGURA 2.2.6 Distancia en la recta 

' de los numeros reales 


Definición 2.2.3 Distancia en la recta de los numeros reales 

Si a y b son dos puntos en la recta de los numeros reales, la distancia deaafc està dada 
por 

d(a, b) = | b — a \ . (3) 


EJEMPLO 6 


Distancias 


a) La distancia de — 5 a 2 es 


d(~5, 2) = 12 —(—5) | = 171 = 7. 
b) La distancia de 3 a V2 es 

d(3, V2) = | V2 — 3 | = 3 — V2. <— véase el ejemplo 4 


Vemos que la distancia de a a b es la misma que la distancia de b a a, pues por la pro¬ 
piedad Hi) del teorema 2.2.2, 


d(a, b) = \b — a\ = \—(b — à)\ — \a. — b\ = d(b, a). 


b — a representa la parte de x 
en iii) del teorema 2.2.2 


Asf, d(a, b ) = d(b, a) 


■ Coordenada del punto medio La definición 2.2.3 sirve para hallar una expresión para el 
punto medio de un segmento de recta. El punto medio m de un segmento de recta que une a 
a y b es el promedio de los dos extremos: 


m 


a + b 
2 


(4) 


d(a, m) = d(m, b) 


a m \) 


Véase la FIGURA 2.2.7. 


FIGURA 2.2.7 La distancia de a a m 
es igual a la distancia de m a b 


EJEMPLO 7 


Punto medio 


Con base en la fòrmula (4), el punto medio del segmento de recta que une los puntos 5 y 
—2 es 


5 + (-2) _ 3 

2 ~ 2 


Véase la FIGURA 2.2.8. 


d(-2, \)=l=d{\,5) 

! \t \ 


FIGURA 2.2.8 Punto medio del 
ejemplo 7 
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EJEMPLO 8 


/ 1 



a m = 4 b 

\_ y _/ 


7 

FIGURA 2.2.9 Las distancias son 
iguales en el ejemplo 8 


Dado el punto medio 

El segmento de recta que une a a y b tiene punto medio m = 4. Si la distancia de a a b es 
de 7, halle a y b. 

Solución Como observamos en la FIGURA 2.2.9, corno m es el punto medio, 

/ = d(a, rrì) = dira, b). 

7 7 1 7 15 

Por tanto, 2/ = 7 o / = j. Allora tenemos que a = 4 — 2 = 2 y^ = 4 + 2 = T- = 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-5. 


En los problemas 1 y 2, trace una recta numèrica y sitile los 
puntos dados en ella. 

1 4 

1. 0, 1, -1,2, -2 -, 2.5 

2 3 

2 . 0, 1, -1, V2, -3, —V2 +1 

En los problemas 3 a 10, escriba la expresión corno una des- 
igualdad 

3. x es positivo 

4. y es negativo 

5. x + v es no negativo 

6. a es menor que — 3 

7. b es mayor o igual a 100 

8 . c — 1 es menor o igual que 5 

9. 1 1 — 11 es menor que 50 

10. | s + 4 1 es mayor o igual que 7 

En los problemas 11 a 16, compare las parejas de numeros 
mediante la relación de orden “menor que”. 

11. 15, -3 

12 . -9,0 

13. |, 1.33 

14 - 1 - 
lq - 15 ’ 11 

15. 77 , 3.14 

16. 1.732, V3 

En los problemas 17 a 22, compare las parejas de numeros 
mediante la relación de orden “mayor o igual que”. 

17. -2, -7 

18 . ~j, - 0.143 

19. 2.5, § 


20 . 0.333,1 

21 . fff, 2.6 

22. V2, 1.414 


En los problemas 23 a 44, halle el valor absoluto. 


23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 


|7| 

|-7| 

I 22 i 
22 
7 

-22 

7 

| V51 

| —A/5 | 

10.13 | 

I 77 — 4 j 
12 - 61 
16 — 21 
l|2|-|-6|| 

I-6|-|-2| 
|V5 - 3| 

13 — V51 
18 — V71 
| V7 — 81 
I —(V7 - 8) | 
|V5 - 2.31 



1.57 


43. 16.28 - 2t7 | 

44. |V7 - 4.123| 
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En los problemas 45 a 56, escriba la expresión sin utilizar los 
sfmbolos del valor absoluto. 


45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 


1 II 

, si h 

es 

negativo 

- 

Il |, si 

h 

es negativo 

1 X 

- 2 | 

si 

x < 2 

\x 

- 2 |, 

si 

x = 2 

\x 

- 2 |, 

si 

x > 2 

5 

- x\. 

si 

x < 5 

1 5 

- x|, 

si 

x = 5 

5 

- x|, 

si 

x > 5 

\x 

~y| 

- 

y ~x| 


54. 


U-y| 
\y ~ x\ 


con x # y 


\h\ 

55. -, con h < 0 

h 

z 

56. i - r, con z > 0 

I -z| 


En los problemas 57 a 64, halle a) la distancia entre los pun- 
tos dados y b) la coordenada del punto medio del segmento 
de recta que une los puntos dados. 

57. 7,3 

58. 2,5 

59. 0.6, 0.8 

60. -100,255 

61. -5, -8 

62. 6 , -4.5 


En los problemas 65 a 72, m es el punto medio del segmento 
de recta que une a a (el punto final a la izquierda) y b (el pun¬ 
to final de la derecha). Utilice las condiciones dadas para ha- 
llar los valores indicados. 

65. m = 5, dia, m) = 3; a, b 

66 . m = — 1 , dim, b) = 2; a, b 

67. m = 2, dia, b) = 7; a, b 

68 . m = V2, dia, b) = 1 \ a,b 

69. a = 4, d{a, ni) = 7 r; b, m 

70. a = 10, dib, ni) = 5; b, ni 

71. b = — 3, dia, b) = V2; a, m 

72. b = dia, b) = 5 ; a, m 

En los problemas 73 a 80, determine cuàl proposición de la 

ley de la tricotomia (a < b, a = b o a > b) se cumple para las 
siguientes parejas de numeros a, b. 

73. (10)(10), 100 

74. V3 - 3, 0 

75. t t, 3.14 


76. | —15 |, 15 

77. n, 0.63 

78. |,0.2 

79. V2, 1.4 

80. — V 2 , -1.4 

= Aplicaciones diversas 

81. ìA qué distancia? Greg, Tricia, Ethan y Natalie viven 
en la calle Reai. Tricia vive a una milla de donde vive 
Greg, y Ethan vive a una milla y media de donde vive 
Tricia. Natalie vive a medio camino entre Ethan y Tricia. 

qué distancia vive Natalie de Greg? [Pista: hay dos 
soluciones]. 

82. Distancia de envio Una compama que poscia una pianta 
manufacturera cerca de un rio comprò dos plantas manu- 
factureras adicionales, una a x millas rio arriba y la otra a 
y millas rio abajo. Ahora la compatita desea construir 
una pianta procesadora ubicada de manera que la distancia 
total para el embarque desde la pianta procesadora hasta 
las tres plantas manufactureras sea minima. Use la des- 
igualdad triangular para demostrar que la pianta procesa¬ 
dora debe construirse en el mismo sitio de la primera pianta 
manufacturera. [Pista: piense que las plantas estàn situa- 
das en 0, x y — y en la recta numèrica; FIGURA 2.2.10]. 
Mediante valores absolutos, halle una expresión para la 
distancia total de envio si la pianta procesadora se coloca 
en el punto d. 

pianta 

originai 

pianta I pianta pianta 

adicional V procesadora adicional 

-y 0 d 

FIGURA 2.2.10 Plantas del problema 82 


= Para la discusión 

En los problemas 83 a 90, responda si la proposición es ver- 
dadera o falsa para cualquier nùmero reai a. 

la • al . . 

83. —:—:— = | a |, a A 0_ 

\a\ 

84. | a | > - 1 _ 

85. -|a|<|a| _ 

86 . —a ' a _ 

87. a < | a |_ 

88 . — | a | s a _ 

89. Si x < a y a < z, entonces x < z _ 

90. | a + 1 | < | a | + 1 _ 

91. (i Para qué valores de x se cumple que jc < | jc |? 

92. (i Para qué valores de x se cumple que x = \ x |? 
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93. Use la definición 2.2.2 para probar que | xy \ = \ x \ \ y | para 
cualesquiera numeros reales xy y. 

94. Use la definición 2.2.2 para demostrar que | x/y \ = \ x | /1 y | 
para cualquier numero reai x y cualquier nùmero reai y que 
no sea cero. 

95. ^Eri qué condiciones se mantiene la igualdad en la des- 
igualdad triangular? En otras palabras, quando se cumple 
que |a + £>| = |a| + |fo|? 


96. Use la desigualdad triangular para demostrar que | a — b \ 

^ I a | + | b |. 

97. Use la desigualdad triangular para demostrar que | a — b \ 
> | a | — | b |. [Pista: a = (a — b) + £>]. 

98. Demuestre la fòrmula del punto medio (4). 


| 2.3 Exponentes enteros 

■ Introducción Creemos que es mejor escribir una suma repetida x + x+ x+ xde forma 
4x. Asimismo, podemos escribir el producto repetido x ■ x ■ x de manera mas eficiente con 
exponentes. En està sección repasaremos las leyes de los exponentes enteros. 

Comenzamos con la definición de “x a la n potencia”. 


Definición 2.3.1 Potencia entera positiva de x 

Para cualquier nùmero reai x y cualquier entero positivo n, el simbolo x“ representa el 
producto de n factores de x. Es decir, 

n factores de x 

S A N 

x n = x x - • x. ( 1 ) 


Por ej empio, x ■ x ■ x = x 3 . Enel caso en que n = 1, tenemos que x l = x. 

En la expresión x", n se llama exponente o potencia de x, y x se denomina base. 


EJEMPLO 1 


Uso de la fòrmula (1) 


a) 5“ — 5 * 5 = 25 <— por (1) de la definición 2.3.1 coni = 5 

b ) y 3 — y • y ■ y por (1) de la definición 2.3.1 con x reemplazada por y 

C ) (2x) 3 = 2x ■ 2x ■ 2x = 8x 3 por (1) de la definición 2.3.1 con x sustituida por 2x 

d) ( — 3)^ ^ ( — 3) • ( — 3) • ( — 3) • ( — 3) = 81 <— por (1) de la definición 2.3.1 con x = —3. 


La proposición exponencial del inciso a) del ejemplo 1 se lee “5 al cuadrado”, en tanto 
que en el inciso b ) decimos “y al cubo”. 

Las potencias negativas de x se definen a continuación. 


Definición 2.3.2 Potencias enteras negativas de x 

Para cualquier nùmero reai x que no sea cero y cualquier entero positivo n, el simbolo x " 
representa el reciproco del producto de n factores de x. Es decir, 


x 


—n 


1 


con x A 0 . 


( 2 ) 
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EJEMPLO 2 


Uso de la fòrmula (2) 


, 1 11 

“ )2 _ 2 3 _ 2 - 2 - 2 _ 8 


b) 


1 


—y 4 =_ 

10 / l 


(-à ) 4 


- por (2) con x = 2 

- por (2), con x = — jq 

1 


(-à)-Hs)-(-àH-à) 


i 


= 10 000 . 


10 000 


Finalmente, para cualquier base x diferente de cero, definimos 


x u = 1. 


(3) 


Entonces, 


2° = 1 y (V2 4- V3)° = 1. 

Véase en el problema 93 de los ejercicios 2.3 la lògica de la definición especial (3). Note que ^ Advertencia 
0 ° es indefinido. 

■ Leyes de los exponentes Se han establecido varias reglas para combinar potencias, 
llamadas leyes de los exponentes. Como ejemplo, consideremos el producto 3 2 ■ 3 4 . Al 
contar los factores observamos que 

2 factores 4 factores 6 factores 

3 2 • 3 4 = = 3 ■ 3 ■ 3 - 3 ■ 3 ■ 3 = 3 6 , 

esdecir 3 2 -3 4 = 3 2+4 . 

En generai, si x es cualquier nùmero y m y n son enteros positivos, entonces 


m factores n factores 


m + n factores 


Cuando tanto m corno n son negativos, los factores se cuentan de la misma forma, aunque 
estén en el denominador de la fracción resultante. Si m > 0 y n es negativo, tenemos que n = 
—q, donde q > 0. Entonces, 


m factores 


x m 

X 

• X • • 

"N 

• X 

x q 

X ■ 

• X • • 

• X 


q factores 


Después de que todos los factores posibles han sido cancelados, bien quedan en el numerador 
m — q factores o q — m factores en el denominador. En el primer caso, 

-J'i-Ji _ — iJi-q — jn+n 

X A A A A X 


y en el segundo caso, 


Y m n _ m —q _ _ _ -(q-m ) _ m-q _ m + n 

xx xx q — m x x x 


Por un argumento similar puede comprobarse que x J "x n = x"' 1 " si m es negativo y n > 0. 
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Està y varias otras fórmulas relacionadas con los exponentes se presentan a continua- 
ción. 


Teorema 2.3.1 

Leyes de los exponentes enteros 

Sean xy y numeros reales enteros y m y n enteros. Entonces, 

i ) x m x" = x m+n 

ii) (X'T = x mn iii) (xy)" = x n y n 

fx\ n x n 

x m 

iv) - = — 

v) — = X m " 

\yj y 

X 

siempre que cada expresión representa un nùmero reai. 


Al formular estas leyes, cada vez que x o y se dan en el denominador o con un exponente 
negativo, x o y deben ser diferentes de cero. Ademàs, iii) del teorema 2.3.1 se extiende a mas 
de dos variables; por ej empio. 


(. xyzw )" = ■x'yYW 1 

En los ejemplos siguientes ilustramos cada una de las leyes de los exponentes. 


EJEMPLO 3 


Uso de las leyes de los exponentes 


x 54 5+4 9 

a) a a — a = a 


b) (. b 3 y 2 = b ì{ ~ 2) — b ^ — ~~7 


- por i) del teorema 2.3.1 


1 


6 <— por ii) del teorema 2.3.1 con x sustituida por b 


c ) (3x) 4 = 3 4 x 4 = 81x 4 por in) del teorema 2.3.1 con x sustituida por 3 y y por x 


d ) 


y \~ 5 _ y~ 5 _ y 5 _ 4 5 _ 1 024 


- por iv ) del teorema 2.3.1 con x sustituida por 
yyy por 4 


\ ^ _ —5 —(—3) _ —2 _ 1 

€) — — Cl —a — <— por v) del teorema 2.3.1 con x sustituida por a 

a a 


Las leyes de los exponentes son utiles para simplificar expresiones algebraicas, corno 
veremos en el ej empio 4. 


EJEMPLO 4 


Uso de las leyes de los exponentes 


Simplifique 


(-6 xy 2 ) 3 

+y 5 


Solución 


Por las leyes de los exponentes tenemos que 

(—6rv 2 ) 3 (—6) 3 x 3 (y 2 ) 3 

X 2 / “ x 2 y 5 

216x 3 y fi 

= - 216 x 3_2 /“ 5 


•<— por ili) del teorema 2.3.1 


por i) y ii) del teorema 2.3.1 
<— por v) del teorema 2.3.1 


= — 216xy. 
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■ Notación cientifica Los exponentes enteros con frecuencia se utilizan para escribir 
numeros muy grandes o muy pequenos de una forma pràctica. Cualquier nùmero reai positivo 
puede escribirse en la forma 


a X 10", 

donde 1 < a < 10 y n es un entero. Decimos que un nùmero esento asi està en notación 
cientifica. Por ejemplo, 

1 000 000 = 1 X IO 6 = IO 6 y 0.0000000537 = 5.37 X 10~ 8 

La notación cientifica es mas util en quimica y fisica, donde suelen presentarse numeros 
corno 


92 900 000 = 9.29 X IO 7 y 0.000000000251 = 2.51 X 10~ 10 

Estos nùmeros son la distancia media de la Tierra al Sol expresada en millas y la vida media 
de una particula lambda en segundos, respectivamente. Sin duda es mas fàcil escribir y recor¬ 
dar nùmeros corno éstos cuando se dan en notación cientifica. Ademàs, las expresiones con 
nùmeros escritos en notación cientifica se simplifican mas fàcilmente. Esto se ilustra en el 
ejemplo 5. 


EJEMPLO 5 


Uso de la notación cientifica 


Halle el valor de 


(4 000) 3 (1 000 000) 

(20 000 000) 5 


Solución Escribimos los nùmeros en notación cientifica y luego utilizamos las leyes de 
los exponentes para simplificar la expresión: 

(4 000) 3 (1 000 000) _ (4 X 10 3 ) 3 ( 1 X IO 6 ) 

(20 000 000) 5 ~~ (2 X IO 7 ) 5 

_ (4) 3 (10 3 ) 3 10 6 
2 5 (10 7 ) 5 
_ 64( IO 9 )( IO 6 ) 

32(10 35 ) 

= 2 X IO -20 = 0.00000000000000000002. = 


Casi todas las calculadoras convierten automàticamente un nùmero en notación cientifica 
cuando es muy grande o muy pequeno para expresarlo en forma decimai. Por ejemplo, el 
nùmero 1.234 X IO 15 requiere 16 digitos para su forma decimai, pero corno pocas calcula¬ 
doras expresan màs de 10 digitos, no se muestran el signo de multiplicación y la base 10. 
Entonces, el nùmero 1.234 X IO 15 aparece corno 11.234 1~5| . En muchas calculadoras es 

posible utilizar la notación cientifica cuando se ingresa un nùmero. Consulte el manual de su 
dispositivo para mayores detalles. 

■ Digitos significativos La mayoria de las aplicaciones de las matemàticas en la vida reai 
incluyen medidas sujetas a error y, en consecuencia, se consideran aproximaciones. Podemos 
describir la exactitud de una aproximación estableciendo cuàntos digitos significativos 
tiene. 

Supongamos que el resultado de una medida se expresa en notación cientifica 
x = a X 10", donde 1 < a < 10, 

y se sabe que los digitos en a son exactos (excepto quizàs el ultimo digito, el cual puede ser 
aproximado si el nùmero se redondeó). Si a contiene k lugares decimales (es decir, k digitos 
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a la derecha del punto decimai), entonces se dice que x tiene k + 1 dfgitos significativos. 
Segùn està convención, 2.0285 X IO 23 tiene cinco dfgitos significativos y 9.30 X 10 ~ 20 tiene 
tres dfgitos significativos. 


EJEMPLO 6 


Distancia de un ano luz 


Un ano luz es la distancia recorrida por la luz en un ano de la Tierra (365.25 dfas). La 
velocidad de la luz es 3.00 X IO 5 kilómetros por segundo (exacto para tres dfgitos signi¬ 
ficativos). Halle la distancia de un aito luz en kilómetros y en millas. 


Solución Para determinar la distancia de un ano luz en kilómetros multiplicamos la 
velocidad de la luz en kilómetros por segundo por el nùmero de segundos en un ano de 
la Tierra. Primero hacemos la conversión de un ano de la Tierra en segundos: 

horas minutos segundos 

1 ano de la Tierra ~ 365.25 dfas X 24- X 60- X 60— -. 

dia hora minuto 


Entonces, la distancia de un ano luz en kilómetros està dada por 


3.00 X IO 5 X 365.25 X 24 X 60 X 60 « 9.47 X IO 12 km 


Ahora bien, 1 km = 6.21 X 10 1 mi y, por tanto, la distancia de un ano luz en millas es 


3.00 X IO 5 X 6.21 X ÌO^ 1 X 365.25 X 24 X 60 X 60 « 5.88 X IO 12 mi. 



Notas del aula 


Debe habituarse a dedicar un poco mas de tiempo a leer expresiones matemàticas que 
contengan potencias de x. Por ejemplo, la distinción entre las cantidades 5x 3 y (5 jc ) 3 a 
menudo se pasa por alto en las prisas por terminar una tarea o examen. Los paréntesis 
indican que el exponente 3 se aplica a 5x, no sólo a x. En otras palabras, 


mientras que 

5x 3 = 

(5x 3 ) = 

Asimismo, 

— 3 4 = 

mientras que 

(-3 ) 4 = 


5 • x • x ■ x 

5x • 5x ■ 5x = 125.1' 3 . 

-(3 • 3 • 3 • 3) = -81 
( 3)( 3)( 3)( 3) = 81. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-5. 


Supongamos que en los problemas 1 a 86 todas las variables 
son diferentes de cero. 

En los problemas 1 a 4, escriba la expresión con exponentes 
positivos. 

1 8 - 8-8 

2 . 3-3-3 

3. 2 y ■ 2y ■ 2y ■ 2y 

1 1 

4. - 

z z 


En los problemas 5 a 8 , escriba la expresión con exponentes 
negativos. 


1 
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En los problemas 9 a 14, resuelva los numeros indicados. 


9. 

a) 

3 4 


b) 

3 - 4 


c ) 

— 3 4 

10 . 

a) 

® 3 


b ) 

(-r 3 


c) 

ir 3 

11 . 

a) 

(-7 ) 2 


b) 

(-7r 2 


c ) 

-(7 )- 2 

12. 

a) 

(- 1) 5 


b ) 

(- 1)” 5 


c ) 

-(-l ) 5 

13. 

a) 

(5)° 


b) 

(-5)° 


c) 

-5° 

14. 

a) 

(-ir 1 


b) 

(ir 1 


c ) 

-(-ir 


En los problemas 15 a 20, evalue la expresión. 
15. 2 -1 - 2 1 


16. 


17. 


18. 


19. 


20 . 


3 “ 3 

2 _1 - 3 _1 
2 _1 + 3 _1 
(- 1) 5 - 2 6 
(- 1)" 1 

0 ' 

1 ° 

(1 


D° 


1 ° 


31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 


2 3 

3 4 

3 “ 2 

10~ 7 

IO 4 

35_v s x 5 
-21 y~ l x 9 
(5x) 2 
(—4x ) 3 

(5 2 ) 3 
(pc*)~ 5 
(4xV 1 ) 3 
(3 x 2 /)- 2 
x 2 * 3 * -4 
-■* 5 (y 2 ) 3 

C *?) 2 
(7 aV) 2 

a 2 b 5 

(—4x 5 y~ 2 ) 3 

x 7 y -3 

(-3 xy 5 ) 2 (x 3 j ) _1 




(- x 2 /) 3 ^- 1 ) 2 


-xyV 

(xyVr 1 


( 3abc ) 3 

(2ar l b~ 2 cf 


En los problemas 21 a 26, encuentre el valor de la expresión 
si a = 2, b = — 3 y c = —1. 

21. -2a£ + c 2 

22. aè 2 - c 3 

23. aè 2 + èc 2 + ca 2 

24. a~ 1 b~ 1 c~ 1 

25. flè -1 + ca _1 

26. a -1 + è -1 + c _1 


En los problemas 51 a 56, determine si el numero dado es 
positivo o negativo. 

51. (~ 4)~ 3 (2~ 4 ) 

52. (-1) k-lA-l) 

53. [10 5 (—10) 5 (—10) 5 ] 2 

54. t(-ir 2 r 3 

55. [-10 - ìor 10+10 

56. [Tr 2 Tr 3 7r -4 ] -1 


En los problemas 27 a 50, simplifique y elimine cualquier 
exponente negativo. 

27. xV 2 

28. 2 10 2 12 

29. (7x 4 )(—3X 2 ) 

30. (— 5.v 2 y 3 )(3xv -2 ) 


En los problemas 57 a 62, escriba una fòrmula para la canti- 
dad dada usando exponentes. 

57. El àrea A de un cuadrado es el cuadrado de la longitud s 
de un lado. 

58. El volumen V de un cubo es el cubo de la longitud s de un 
lado. 
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79. 


59. E1 àrea A de un circulo es tt veces el cuadrado del radio r. 

60. El volumen V de una esfera es f 7r veces el cubo del ra¬ 
dio r. 

61. El volumen V de un cilindro circular recto es tt por el 
cuadrado del radio r por la altura h. 

62. El àrea A de un triàngulo equilàtero es V3/4 veces el cua¬ 
drado de la longitud s de un lado. 

En los problemas 63 a 66, escriba los nùmeros dados en nota- 

ción cientifica. 


63. 

a) 

1 050 000 


b) 

0.0000105 

64. 

a) 

341 000 000 


b) 

0.00341 

65. 

a) 

1 200 000 000 


b) 

0.000000000120 

66. 

a) 

825 600 


b) 

0.0008256 


En los problemas 67 a 70, escriba los nùmeros dados en 


forma decimai. 


67. 

a ) 

3.25 X 

IO 7 


b) 

3.25 X 

IO -5 

68. 

a) 

4.02 X 

IO 10 


b) 

4.02 X 

KT 4 

69. 

a) 

9.87 X 

io - 17 


b) 

9.87 X 

IO 12 

70. 

a) 

1.423 X IO 5 


b) 

1.423 X 10“‘ 


En los problemas 71 a 76, use calculadora para realizar la 
operación. Escriba la respuesta en notación cientifica usando 
cinco digitos significativos. 

71. (0.90324)(0.0005432) 

0.2315 

72. x 

(5 480) 2 

0.143 

73. - 

15 000 

4 033 

74 ' 0.00000021 

75. (2.75 X 10 3 )(3.0 X IO 10 ) 

8.25 X IO” 12 

76. w 

3.01 X IO 12 

En los problemas 77 a 80, halle el valor de la expresión dada 
sin ayuda de calculadora. Escriba la respuesta a) en forma 
decimai y b ) en notación cientifica. 

77. (3 000) 2 (200 000) 3 (0.0000000001) 

78. [(1 OOOOOOr'tO.OOOOlXT 1 


(80 000) 2 

(2 000 000 ) ( 0 . 0001) 4 
(21 000)(0.00005) 3 
3 000 000 

= Aplicaciones diversas 

81. Población La estimación de la población de China en 
2009 era de 1 335 000 000. Escriba està cifra en notación 
cientifica. 

82. Población Si la tasa de crecimiento anual promedio de 
la población de China es de 1.4%, use la información pro- 
porcionada en el problema 81 para calcular la población 
de China a) en 2010 y b ) en 2020. Escriba sus respuestas 
en notación cientifica. 

83. PIB El producto interno bruto (pib) es una medida bàsica 
de la producción econòmica total de un pais. En octubre 
de 2009 se pronosticò que el pib de Estados Unidos ascen¬ 
derla a 14.261 billones de dólares. Escriba este nùmero a) 
en forma decimai y b) en notación cientifica. 

84. Lo que vendra Las computadoras futuras podrian ser 
fotónicas (es decir, que operan mediante senales de luz) 
màs que electrónicas. La velocidad de la luz (3 X IO 10 
cm/s) serà un factor limitante para el tarnano y la velocidad 
de tales computadoras. Suponga que una senal debe ir de 
un elemento de una computadora fotónica a otro en un 
nanosegundo (1 X 10~ 9 s); ^cuàl es la distancia màxima 
posible entre estas dos computadoras? [Pista: ( 'cuànto viaja 
la luz en un nanosegundo?]. Dé su repuesta a) en centime - 
tros y b) en pulgadas (1 pulgada = 2.5 cm). 

85. Distancia galactica La distancia de la galaxia Andromeda 
(Messier 31), localizada en la dirección de la constelación 
Andromeda, està a 2 500 000 anos luz de la Via Làctea, 
nuestra galaxia. Como vimos en el ejemplo 6, un ano luz 
es una medida de distancia. Si un ano luz equivale (aproxi- 
madamente) a 6 millones de millones de millas, escriba la 
distancia aproximada (en millas) a la galaxia Andromeda 
en notación cientifica. 



Galaxia Andromeda 

86. Velocidad promedio El Pioneer 10, una sonda del espa- 
cio profundo, tardò 21 meses en viajar de Marte a Jùpiter. 
Si la distancia de Marte a Jùpiter es de 998 millones de 
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kilómetros, calcule la velocidad promedio del Pioneer 10 
en kilómetros por hora (suponga que hay 30.4 dias en un 
mes). 


= Para el anàlisis 


En los problemas 87 a 92, responda verdadero o falso 
87. 0° = 0_ 


88 . 



x, con x A 0 


89. Si n es par, x" > 0 para todos los numeros reales x. 


90. x "s0, para todos los numeros reales x _ 

91. (x + y) 2 = x 2 + y 2 _ 

92. (x”) _1 = x~ n , parax + 0_ 

93. Por v) de la ley de los exponentes, si x A 0, entonces, i a 
qué es igual x'Vx"? Sin embargo, ^a qué es igual cualquier 
nùmero diferente de cero dividido por si mismo? Use la 
respuesta a estas dos preguntas para explicar el fondamento 
en que se basa la definición x° = 1, para cualquier base x 
diferente de cero. 


| 2.4 Radicales 


■ Introducción Muchos problemas en las ciencias, los negocios o la ingenierfa conducen 
a planteamientos corno s 2 = 25 o x 3 = 64. Los numeros que satisfacen estas ecuaciones 
exponenciales se denominan raices. En particular, un nùmero 5 que satisface la ecuación 
s 2 = 25 se llama la raiz cuadrada de 25, y un nùmero x que satisface x 3 = 64 es una raiz 
cùbica de 64. 

Hay dos nùmeros reales que son raices cuadradas del nùmero 25 porque 
(—5) 2 = 25 y 5 2 = 25 

Por convención, el simbolo V' representa la raiz cuadrada principal, que es un nùmero reai 
no negativo. Asi, V25 = 5. 

En està sección repasaremos la definición y las propiedades de las raices n-ésimas 
principales de un nùmero reai x, donde n es un entero positivo. 


Definición 2.4.1 Raiz «-esima principal 

Supóngase que x es un nùmero reai y n > 2 es un entero positivo. 

i) Si x > 0, entonces la raiz «-esima principal Vx es el nùmero r positivo tal que 
x = r n . 

ii) Si x < 0 y n es un entero positivo impar, entonces la raiz /i-ésima principal \Xx es 
un nùmero r negativo tal que x = r". 

Hi) Si x < 0 y n es un entero positivo par, entonces Vx no es un nùmero reai. 
iv) Si x = 0, entonces "'v / x = 0. 


Para resumir i), ii) y iv) de la definición 2.4.1, la expresión 
XXx = r significa x = r n 
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Vuelva a leer las primeras 
oraciones 


■ Terminologia La expresión \/x que representa la raiz n-ésima principal de x se llama 
radicai, el entero n es el indice del radicai y el numero reai x se llama radicando. Si el indice 
n es 2, normalmente se omite del radicai; es decir, "'v / 25 se escribe \/25. Cuando n = 2, 
decimos que vGc es la raiz cuadrada de x y cuando n = 3, decimos que \Kx es la raiz cùbica 
de x. Si el indice n es un entero positivo impar, se puede demostrar que para cualquier valor 
de x hay exactamente una raiz n-ésima reai de x. Por ejemplo, 

^T25 = 5 y 32 = -2. 

Si el indice n es un entero positivo par y x es positivo, entonces hay dos raices reales n-ésimas 
de x. Sin embargo, el simbolo Vx se reserva para la raiz n-ésima positiva (principal); deno- 
tamos la raiz n-ésima negativa mediante Asi, por ejemplo: 

V4 = 2 y — V4 = -2, 

/T _ l 

V 81 _ 3 y 

Si n es par y x es negativo, no hay raiz n-ésimareai de x* 



EJEMPLO 1 


Raices 


Halle a) VIOO b) ^64 c) 


Solución Habrà una sola respuesta en cada caso, puesto que estamos calculando la raiz 
cuadrada principal, la raiz cùbica principal y la raiz cuarta principal. 


a) VlOO — 10, pues IO 2 — 100 <— por i) de la definición 2.4.1 


b ) 1 v / — 64 — —4, pues (—4) 3 — —64 <— por ìi) de la definición 2.4.1 



16 

81 


por i) de la definición 2.4.1 


■ Leyes de los radicales Las propiedades siguientes se emplean frecuentemente para 
simplificar expresiones que contengan radicales. 


Teorema 2.4.1 Leyes de los radicales 

Sean m y n enteros positivos, y x y y numeros reales. Entonces, 



siempre que los radicales representen numeros reales. 


si n es impar 
si n es par 


DEMOSTRACIÓN PARCIAL 


Las leyes de los radicales ni) a v) pueden comprobarse con las leyes de los exponentes estu- 
diadas en la sección 2.3. Por ejemplo, para comprobar Hi) sea 

\fx = a y *\fy = b (1) 

* Una raiz par de un nùmero negativo, por ejemplo V - 5, recibe el nombre de nùmero complejo. Los numeros 
complejos se explican en la sección 3.4. 
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Entonces, por definición 


x = a" y y = b n 

Por consiguiente, xy = a n b" = (ab)' 1 , 

que puede escribirse en forma de radicai corno 

Vxy = ab. (2) 

Combinando (1) y (2), obtenemos Vxy = ab = Vx Vy. = 

Cada una de las leyes anteriores se ilustra en el ejemplo siguiente. Quizà la propiedad 
mas conocida de los radicales, la rafz cuadrada de un producto es el producto de las raices 
cuadradas: 

Vxy = Vx Vy (3) 

para x > 0, y & 0. es sólo un caso especial de iii) del teorema 2.4.1 cuando n = 2. Por ejem¬ 
plo, V40 = Wlò = V4 VIò = 2 Via 


EJEMPLO 2 


Simplificación mediante las leyes de los radicales 


Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 

a) VVV 1 b ) c) V27/ d) V81 a Ve 6 e) (VrVsf 


Solución En cada caso, usamos una o mas leyes de los radicales. 

a ) V VV = Vx 21 — X *— por ì) del teorema 2.4.1 


. xr \x\ 

})) A /- = — -— = — 4 — por ii) y iv) del teorema 2.4.1 

25 V25 5 


C) V 27 / = V2J Vy 6 = V 27 V (y 2 ) 3 = 3y 2 *- P or “) y “0 del teorema 2.4.1 

d) V81 aVc 6 = V (21a i b i C è )3b 2 = V(3abc 2 ) 3 ’3b 2 factorizando el radicando 

= V(3 abe 2 ) 3 V3 b 2 = 3abc 2 V?> è 2 P or “) y del teorema 2 - 4 ■ 1 

e) (Vr Vs) 5 = (VH) 5 = rs <- por o y hi) del teorema 2.4.1 


EJEMPLO 3 


Uso de las leyes de los radicales 


Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 


a ) V2x 1 y ì V^xz 2 


b ) 


V32a 10 b 16 

i/ìà 2 


Solución En ambos incisos, dé una razón en la linea de color sobre el signo de igualdad 
coloreado correspondiente. 




a) V2xyV4xz 3 = V 8x 3 yV = V(2 xyz? = 2xyz 

v/nr\ AOp.16 

VJ/O = = Ay^y = 2 a 2 b 4 

Vìa 2 


Como acabamos de ver en el ejemplo 2, las leyes de los radicales del teorema 2.4.1 nos 
permiten simplificar los productos y cocientes de los radicales que tienen el mismo indice. 
Con frecuencia podemos simplificar sumas y diferencias de radicales que tienen el mismo 
indice mediante el uso de las leyes distributivas, corno se muestra en el ejemplo que sigue. 


2.4 Radicales 


73 


































l?HTHT»n Simplificación 

Simplifique cada una de las expresiones siguientes: 


EJEMPLO 4 


a) VlO - V407 + VóOxV b) V&3 + Ve 4 ? 

Solución Nuevamente usamos las leyes de los radicales proporcionadas en el teorema 

2.4.1. 

a) VlO - V40? + V90x 4 y 8 = VlO - 2xVlÓ 4- 3x 2 y 4 VTo 

= VTo(l - 2r + 3x 2 y 4 ) 

Z>) V8x 4 + Vx 4 y 3 = 2xVx + xyVx xVt es un factor comiin 

= xVx(2 + y) = 


■ Racionalización Cuando quitamos los radicales del numerador o del denominador de 
una fracción, decimos que estamos racionalizando. En àlgebra normalmente racionalizamos 
el denominador, pero en càlculo a veces es importante racionalizar el numerador. El proce- 
dimiento de racionalización implica la multiplicación de la fracción por 1 escrito en forma 
especial. Por ej empio, 


està fracción es igual a 1 

J_ - J_ V5 V5 
V5 ~~ V5 V5 ~~ 5 


EJEMPLO 5 


Racionalización del denominador 


Racionalice el denominador de cada una de las expresiones siguientes: 


a) 


V3 

V2 


b ) 


1 

V^ 


Solución 

ì 

, V3 V3 V2 W2 V6 

a) --- - =-- = - <— usamos (3) en el numerador 

V2 V2 V2 (V2) 2 2 

b ) Como V2 • (Vi) 2 = \/2 • V2 • V2 = 2, multiplicamos el numerador y el denomi¬ 
nador por (V2) 2 : 


1 l (V 2) 2 (V 2) 2 (V5) 2 

VT(V2) 2 “ (W “ 2 

W V5 ^2 V4 

2 2 2 ' _ 

■ Uso de un factor conjugado Si una fracción contiene una expresión corno Vx + Vy, 
usamos el hecho de que el producto de Vx + Vy y su conjugado Vx + Vy no contiene 
radicales: 

(Vx + Vy)( Vx - Vy) = Vx (Ve - Vy) + Vy (Ve - Vy) 

= VxVx - VxVy + Vy Vx - VyVy 
= (Vx)' - Vxy + Vxy - (Vy) 2 
= x - y. 
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Los conjugados de las expresiones x + Vy, Vx + v, x — Vy, Vx — y, son, respectivamente, 
x — Vy, Vx — y, x + Vy y Vx + y. Debe comprobar que el producto de cada una de estas 
expresiones y su conjugado no contenga radicales. 


EJEMPLO 6 


Racionalización de un denominador 


Racionalice el denominador de la expresión. 

1 


Vx + 3 


Solución El conjugado del denominador es Vx — 3. Para eliminar el radicai del deno¬ 
minador, multiplicamos la expresión por 

Vx - 3 
Vx - 3 


Asf, 


1 


1 Vx - 3 Vx - 3 


Vx + 3 Vx + 3 Vx — 3 x — 3 


EJEMPLO 7 


Racionalización de un numerador 


Elimine los radicales en el numerador de 

Vx + h — Vx 
/z ' 

Solución Como el conjugado del numerador es Vx + h + Vx, procedemos asf: 


Vx + h — Vx Vx + h + Vx (x + h) — x 


Vx + h + Vx /z(Vx + h + Vx) 

H <— anular las li 


/f(Vx + h + Vx) 

1 

Vx + h + Vx 


La racionalización del numerador que se ilustra en el ejemplo 7, ocurre con frecuencia 
en càlculo. 


EJEMPLO 8 


Gravedad artificial 


En las estaciones espaciales (o naves interplanetarias) se puede crear la gravedad artificial 
mediante la rotación de la estación corno una centrifuga gigantesca, rotación que producirà 
una fuerza contra los astronautas a bordo, que no se podrà distinguir de la gravedad. La 
tasa de rotación N, medida en rotaciones por segundo, necesaria para producir una acele- 
ración de a m/s 2 en un punto a r metros (m) del centro de rotación està dado por 


N = 


277 


Si el radio de la estación es de 150 metros, calcule la tasa de rotación necesaria para pro¬ 
ducir el equivalente de la gravedad de la Tierra. 



Uno de los primeros disenos de 
una estación espacial con gravedad 
artificial 


2.4 Radicales 


75 

































Solución La aceleración debida a la gravedad de la Tierra es de 9.8 m/s 2 . Por tanto, 
identificamos a = 9.8 y r = 150, y obtenemos 


J_ [9J 

2ttV 150' 


Al usar las teclas IvH y 0 en una calculadora, encontramos que N ~ 0.04. Por tanto, se 
requieren aproximadamente 0.04 rotaciones por segundo (o su equivalente, 2.4 rotaciones 
por minuto) para producir el equivalente de la gravedad de la Tierra. = 


Notas del aula 



En està nota hablaremos de algunos errores comunes en el uso de los radicales y las leyes 
de los radicales. 

i ) Es un error comùn simplificar Vx 2 corno x. Esto es vàlido sólo para x no negativo. 

Por ejempio, si x = —3, vemos que 

V(-3) 2 = V9 = 3 A -3. 

El resultado corredo està dado por ii) de las leyes de los radicales: 

V(-3) 2 - | —3| - 3. 


ii) En el inciso b ) del ejemplo 5, seria incorrecto tratar de racionalizar 1/^/2 multiplicando 
el numerador y el denominador por \/2: 


_ J _ ^2 ^2 j /2 
^2 ^2 (^ 2) 2 + 2 ' 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-5. 


En los problemas 1 a 62, suponga que todas las varìables 
son positivas. 

En los problemas 1 a 32, evalue los radicales. 

1. *\/~ 125 

) a 4 A \ 4 /[ 

V 4 V 4 

3. \/1 oo ooo 

4 . ^16 

5. ^0.0001 

6. ^32 

7. ^-64/27 

8 . ^-1 000/8 



11. 

12 . 

13. 

14. 



x 4 y 16 

16z 18 


V0.25x 4 


y/ 8x 2 yz 2 "Vyzw 

15. ^4^^/lóa 2 

16. V\6x s ^2xY 
V3 
V27 
VT25 

V5 

Vlab 2 

V49aVlb 4 

^4xy ^2xy 2 


17. 


18. 


19. 


20 . 


zw~ 
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21 . VVO.0016 

22. V2V4 

23. VV^P 

24. V-yVCo) 2 " 

25. (-Vxy?) 2 

26. V(-2x 3 y) 2 

27. \/(—abc) 2 



30. ^/-(p-V) 3 



En los problemas 33 a 44, racionalice el denominador de la 
expresión. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


43. 


1 


V27 

V3 

V2 

1 

Vx + 1 

Va 

1 + Va 

V2 - V5 
V2 + V5 
V3 - V7 
V3 + V7 

Vx + Vy 
Vx - Vy 

1 

Va — Vfo 

2 

1 

'V/'xy 

4 

'S/'x — 1 


44. 




En los problemas 45 a 48, racionalice el numerador de la 
expresión. 


V2(x + h) — V2x: 
h 

V(x + h) 2 + 1 - Vx 2 + 1 


47. 


Vx + h + 1 — Vx + 1 
h 


48. 


_J_ \_ 

Vx + h Vx 
h 


[Pista: primero combine los 
términos en el numerador]. 


En los problemas 49 a 56, combine los radicales y simplifi- 
que. 


49. 4Vx + 3Vx — 2Vx 

50. V2 - V6 + V8 

51. 4^/2 - ^16 

52. ^ + 3 ^ - 

53. 3V8X 3 - Vl8xy 2 + V32V 

54. Vx yz ~ vxy z + Vxyz 

[a / a 3 

v & V è 



En los problemas 57 a 60, escriba una fòrmula para la canti- 

dad que se da. Use notación de radicales. 

57. La longitud ,v del lado de un cuadrado es la raiz cuadrada 
del àrea A. 

58. La longitud s del lado de un cubo es la raiz cùbica del 
volumen V. 

59. La longitud c de la hipotenusa de un triàngulo rectàngulo 
es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de 
las longitudes a y b de los otros dos lados. 

60. La velocidad v de un satélite en una òrbita circular alrede- 
dor de la Tierra es igual a la raiz cuadrada del producto 
del radio r de la òrbita y la aceleración debida a la grave- 
dad g r en la òrbita. 


= Aplicaciones diversas 

61. Satélite terrestre Si un satélite da vueltas alrededor de la 
Tierra en una òrbita circular de radio r = 6.70 X IO 6 m, 
halle su velocidad v si v = R\/gJr, donde R es el radio de 
la Tierra y g es la aceleración debida a la gravedad en la 
superficie de nuestro pianeta. Use los valores R = 6.40 X 
IO 6 m y g = 9.8 m/s 2 . 


2.4 Radicales 
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62. Relatividad De acuerdo con la teoria de la relatividad de 
Einstein, la masa m de un objeto que se mueve a velocidad 
v es dada por 

m 0 

m = — . =, 

Vi - V 2 lc 2 

donde m 0 es la masa del objeto en reposo y c es la veloci¬ 
dad de la luz. Halle la masa de un electron que viaja a 
la velocidad de 0.6c si su masa en reposo es 9.1 X 10~ 31 
kg- 

= Para el anàlisis 

En los problemas 63 a 70, responda falso o verdadero. 

63. Va + b = V^a + Vè, para a, b > 0._ 


64. \/ab = \/a\/ r b, para a, ò > 0._ 

65. Va 3 = a, para cualquier nùmero reai a. _ 

66 . (Va) 2 = a, para cualquier nùmero reai a. _ 

67. Si n es impar, Vx es definido para cualquier nùmero reai 

x. _ 

68 . Si n es par, Ve es definida para cualquier nùmero reai x. 

69. Vx 2 = V, para cualquier nùmero reai x. _ 

70. Va 2 /V = \a/b\, para cualesquiera nùmeros reales a y 

b * 0._ 


| 2.5 Exponentes racionales 


■ Introducción El concepto de la rafz «-ésima de un nùmero nos permite ampliar la defi- 
nición de x" de exponentes enteros a exponentes racionales; y, corno veremos, con frecuen- 
cia es mas fàcil trabajar con exponentes racionales que con radicales. 


Definición 2.5.1 Potencia racional de x 

Supóngase que x es un nùmero reai y que n > 2 es un nùmero entero positivo. 

i ) Si Vx existe, entonces 

x 1/n = Vx. 

ii) Si Vx existe y m es cualquier entero tal que min està en sus términos minimos, 
entonces 

x m/n = W = (Vx)'". 


Términos minimos significa que m 
y n no tienen factores enteros 
comunes. 


En el inciso i) de la definición 2.5.1, x l/ " es simplemente otra forma de designar la rafz 
n-ésima principal de x. En el inciso ii) de la definición 2.5.1, tenga en cuenta que n es un 
entero positivo mayor o igual que 2 y m puede ser cualquier entero (positivo, cero o negativo), 
y que el nùmero racional min està reducido a sus términos minimos. Por ùltimo, para calcu- 
► lar x'" / " se usa ya sea W o (Vx) m , pero por cuestiones pràcticas, por lo generai es màs fàcil 
obtener la rafz n-ésima del numero x en primer lugar y luego elevarla a la potencia m\ en otras 
palabras, usamos (Vx) m . 


EJEMPLO 1 


Uso de la definición 2.5.1/) 


Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso i) de la 
definición 2.5.1. 


fl) (25) 1/2 = V25 = 5 rafz cuadrada principal 

b) (64) 1/3 = Vó4 = 4 rafz cubica principal 
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EJEMPLO 2 


Uso de la definición 2.5.1/7) 

Para evaluar cada una de las potencias racionales siguientes, usamos el inciso ii) de la 
definición 2.5.1. 

a) (0.09) 5/2 = [(0.09) 1/2 ] 5 = (VO09) 5 <-m = 5,n = 2 

= (0.3) 5 = 0.00243 <—larafz cuadradaprincipal de 0.09 es 0.3 


b) 


(-27 )“ 4/3 = [(—27) I/3 ] 
= ( — 3) -4 = 


— 4 = [^ 27 ] 

_J_ J_ 

( —3) 4 ~~ 81 


-4 


<— m = —4, n = 3 

la raiz cùbica principal de —27 
es — 3 y (2) de la definición 2.3.2 


EJEMPLO 3 


Una comparación 


Aunque el inciso ii) de la definición 2.5.1 estipula la igualdad 
(125) 273 = [(125) 1/3 ] 2 = [( 125) 2 ] 1/3 


el càlculo 

[( 125) 1/3 ] 2 = [^T25] 2 = 5 2 = 25 ^usando (^)'“ 
se puede hacer mentalmente, en tanto que 

[( 125) 2 ] 1/3 = [15 625] 1/3 = ^15 625 = 25 ^ usando vir 
podria necesitar el uso de la calculadora. 


El ejemplo 4 ilustra un caso en el que x m/n , (x m ) 1/ " y (x lln ) m no son equivalentes. Este 
ejemplo ilustra por qué min deben estar en sus términos mmirnos segun indica el inciso ii) 
de la definición 2.5.1. 


EJEMPLO 4 


Comparación de tres resultados 


Compare a) x! nln , b) ( x ,n ) 1,n y c) (x Un ) m para x = —9,m = 2yn = 2. 


Solución Al sustituirx = —9, m = 2 y n = 2 encontramos que: 

a) x"' ln = (— 9) 2/2 = (— 9) * 1 = -9 

b) ( x”') l,n = [(— 9) 2 ] 1/2 = 81 1/2 = 9 

c) (x lln ) m = [(—9) 1/2 ] 2 = (V— 9) 2 , que no es un nùmero reai, pues contiene la raiz ^ V^9 es un ejemplo de un numero 

cuadrada de un nùmero negativo. = complejo. Los numeros complejos 

se estudiaràn en la sección 3.4. 


■ Leyes de los exponentes Las leyes de los exponentes presentadas para los exponentes 
enteros en el teorema 2.3.1 de la sección 2.3 también son verdaderas para los exponentes racio¬ 
nales. 


Teorema 2.5.1 Leyes de los exponentes racionales 

Sean xy y numeros reales y s y r nùmeros racionales. Entonces, 

i) x r x s = x r+I U) (x r y = = (xy ai) (xyy = x y 



siempre que todas las expresiones representen nùmeros reales. 


2.5 Exponentes racionales 
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Como se muestra en los ejemplos próximos, estas leyes permiten simplificar expresiones 
algebraicas. Para el resto de està sección consideramos que todas las bases variables x, y, a, 
b, etcétera, representan numeros positivos, de modo que todas las potencias racionales estàn 
definidas. 


EJEMPLO 5 


Uso de las leyes de los exponentes 


a ) (3x^”)(2x^ 5 ) — 3 ( 2)a J/ V' B — 6a 1,,/ +1 ^ 5 <— pori) del teorema 2.5.1 

= 6 x (5+2)/1 ° = 6* 7/1 ° 

b) (a 2 b 8 )P 4 = (a 2 ) 1/4 (£> 8 )^ 4 = a 2 ^b 8 ^ 4 <— por ìi)y in) del teorema 2.5.1 

,1/2 


= a ll2 b~ 2 = 


c) 

d) 


r^V' 2 X 

A y = -^2/3 —1/4 1/2 —3/2 _ (8-3J/12 -1 _ 

1/4 3 /2 - v y y 


5/12 


por v) del teorema 2.5.1 


3.v V; V = (3x 3/4 ) 3 3 3 (x 3/4 ) 3 27x^ , or .... y •, 


.,1/3 


1/353 




1/35 3 




del teorema 2.5.1 


EJEMPLO 6 


Simplificación 


/5r 3 ' 4 \Y2r- 3 / 2 
Simplifique ( 1/3 


.1/2 


Solución Debe proporcionar los incisos de las leyes de los exponentes racionales (teo¬ 
rema 2.5.1) que se emplean en està simplificación: 

, '5r 3/4 \Y2r“ 3/2 \ /25r 3/2 \/2r“ 3/2 \ 50r° 50 


.1/3 


.1/2 


.2/3 


.1/2 


.7/6 


.7/6- 


Como veremos en los dos ejemplos que siguen, se pueden simplificar ciertas expresiones 
radicales mas fàcilmente si se vuelven a escribir con exponentes racionales. 


EJEMPLO 7 


Escribir corno un radicai 


Escriba V 'x'^fx corno un solo radicai. 

Solución Volvemos a escribir V x^lx usando exponentes racionales y luego simplifica- 
mos segun las leyes de los exponentes racionales: 

use i) del teorema 2.5.1 


V^Wx = {x^x) 1 ' 2 = ( 1/4 ) 1/2 = (x 5/4 ) 1/2 = x 518 . 
Por el inciso ii ) de la definición 2.5.1, escribimos x 5/s corno Yx 3 . 


EJEMPLO 8 


Escribir corno un radicai 


Escriba YT6/V2 corno un solo radicai. 

Solución Volvemos a escribir la expresión usando exponentes racionales: 

Yl6 _ 16 ^_ 

V2 2 1/2 ' 

Luego, debemos hallar una base comùn para que podamos usar las propiedades de los 
exponentes racionales para simplificar la expresión. Como 16 = 2 4 , tenemos 

16 1/3 (2 4 ) 1/3 2 4/3 


2 1/2 2 1/2 


2 1/2 


_ ^ 4/3 — 1/2 _ 25/6 


Por el inciso ii) de la definición 2.5.1, el ùltimo termino 2 V6 es lo mismo que 
Y 2 3 = ^32. = 
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EJEMPLO 9 


Simplificación 


Simplifique (8 000 000) 2/3 ^0.000IrV 2 . 


Solución Escribimos los numeros en notación cienti'fica y usamos las leyes de los expo- 
nentes: 


(8 000 000) 2/3 N/O-OOOlrV 2 = (8 X 10 6 ) 2/3 (1 X 10~ 4 -rV 2 ) 1/4 

= 8 2/3 (10 6 ) 2/3 (10 _4 ) 1/4 (r 8 ) 1/4 (f 12 ) 1/4 
= (^) 2 (10 4 )(10 _1 ) rf 3 
= (4 X 10 3 )r¥ 

= 4 000r¥. 


EJEMPLO 10 


Inflación 


Supongamos que un inmueble costaba p dólares hace n anos. Si ahora cuesta q dólares, 
entonces el promedio de la tasa de inflación anual r està dado por 


r = 



- 1 . 


Halle el promedio de la tasa de inflación anual para una casa que ahora vale 500 000 
dólares si hace 12 anos se comprò en $80 000. 


Solución Primero identificamos p = 80 000, q = 500 000 y n = 12. Al sustituir obte- 
nemos: 


r = 


( 500 000 V /12 

V 80 000 ) 


- 1 = (6.25) 1/12 - 1. 


Al usar la teda [y^] en una calculadora con y = 6.25 y x = pj, obtenemos r ~ 0.165. Por 
tanto, el promedio de la tasa de inflación anual para està propiedad ha sido 16.5%. = 


En la sección 7.1 indicaremos còrno pueden definirse las expresiones con exponentes 
irracionales corno x^ 2 o x”. Las leyes de los exponentes también son verdaderas para los 
exponentes irracionales. 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-6. 


En los ejercicios siguientes suponga que todas las variables 
son positivas. 

En los problemas 1 a 8, vuelva a escribir la expresión usando 
exponentes racionales. 

1. ^ab 

2. i/lx 

1 

1 JW 

1 

1 Wf 

5. S/% + y 

6. Va 2 + b 2 


7. Vx + Vx 

s. 

En los problemas 9 a 16, vuelva a escribir la expresión 
usando notación radicai. 


9. 

a 2/3 

10. 

2a m 

11. 

(3 a) 2/3 

12. 

3 « 2/3 

13. 

3 + a 2/3 

14. 

(3 + a) 2 


3 

15. 

a 2lì 

16. 

(3 «r 3/2 


2.5 Exponentes racionales 
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En los problemas 17 a 22, encuentre los numeros indicados. 


17. 

a) 

(49) 1/2 


b ) 

(49) ~ 1/2 

18. 

a) 

(-8) 1/3 


b ) 

(8 r 1/3 

19. 

a) 

(0.04) 7/2 


b) 

(0.04r 7/2 

20. 

a) 

( à ) 2 " 


b) 

( à )- 2/3 

21. 

a) 

(27)™ 


b) 

(—27)~ 7/3 

22. 

a) 

( H ) 3 ' 4 


b) 



En los problemas 23 a 48, simplifique y elimine cualquier 
exponente negativo. 

23. (4x 1/2 )(3jc 1/3 ) 

24. (3w 3/2 )(7w 5/2 ) 

25. a 3/2 (4a 2/3 ) 

26. (-5*V /3 

27. x m x w x m 


28. (2a 1/2 )(2a 1/3 )(2a 1/6 ) 

29. (a 2 b 4 ) m 

30. (100x 4 )~ 3/2 

31. (25x 1/3 y) 3/2 

32. (4jcV 6 ) 1/2 


33. 


cd 1 ' 3 

c ll \l 


4x 112 


(8x) 1/3 



37. ((—27« 3 ^ 6 ) 1/3 ) 2 

38. a w Ha J3 (ab) 5B b U3 r U2 

39. (x 1/2 )(;T 1/2 ) 2 x 1/2 

40. /W'W" 2 

41. ( 5 x 2/3 (/ /3 ) i/4 ) 3 

42. (2z l, \2z m y m ) m 


(a~ ll3 b 2l9 c 116 ) 9 

(a 1/6 ZT 2/3 ) 6 


44. 

45. 


/xi/y/ioyio 

(pW 1 

( p~Y 2 ) 1/2 


46. 


47. 


48. 


2x 1/2 

,- 3/2 


iVVY' 6 


4x / 


r~ 4 s 2 t 6 


_^l2yV4\U3 


Sa 2 / 


En los problemas 49 a 56, vuelva a escribir la expresión 
corno un solo radicai. 


49. 

50. 

51. 


V5 V2 

V4 V2 

Vl6 

V4 


52. 


VsT 

V3 


53. VxVx 


54. \fxWx 


55. 


Va 

ITa 


56. 


VyVy 

<Ty 


En los problemas 57 a 60, use notación cientffica para simpli- 
ficar la expresión. 

57. V0.000004(8 000) 2/3 (100 000) 4/5 

V40000 V8 000 

58. - 

(0.000004) 3/2 

59. (VVo.OOOOOlVy 12 ) 5 

60. V(160 000a 8/3 ) 3 


= Aplicaciones diversas 

61. Movimiento del péndulo En un péndulo sencillo el 
periodo requerido para una oscilación completa es de 
aproximadamente T ~ 2iT(L/g) m , donde L es la longitud 
de la cuerda del péndulo y g es la constante gravitacional. 
Use una calculadora para aproximar el periodo de un pén¬ 
dulo con una cuerda de 10 pulgadas si el valor de g es de 
32 ft/s 2 . [Pista: use unidades coherentes]. 
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62. Esfera E1 radio r de una esfera con volumen V està dado 
por r = (3 W47t) 1/3 . Use una calculadora para hallar el radio 
de una esfera que tiene de volumen 100 citi ’. 

63. Velocidad del sonido La velocidad del sonido v medida 
en pies por segundo a través del aire de temperatura t gra- 
dos Celsius està dada por 


fica de la partfcula. Halle la velocidad critica que se nece- 
sita para empezar a mover un grano de feldespato que tiene 
una gravedad especffica de 2.56 y un diàmetro de 3 mm. 

= Para la discusión 


1 087(273 + f) 1/2 
v =-. 

16.52 

Use una calculadora para hallar la velocidad del sonido a 
través del aire cuando la temperatura es de 20 °C. 

64. Agua corriente Un arroyo de coniente ràpida puede 
transportar partfculas màs grandes que uno de corriente 
lenta. Los estudios de laboratorio han demostrado que la 
velocidad critica v, del agua que se necesita para que una 
partfcula arranque en la cuenca de un arroyo està dada por 
la fòrmula 


v, = 0.152</ 4/9 (G - 1) 1/2 , 


donde v, se mide en metros por segundo, d es el diàmetro 
de la partfcula en milfmetros y G es la gravedad especf- 


En los problemas 65 a 74, responda falso o verdadero. 

65. (z 2 + 25) 1/2 = z + 5_ 

66 . 36x 1/2 = 6 Vx_ 

67. ((—4) 2 ) 1/2 = 4 _ 

68 . [(—4) 1/2 ] 2 = —4_ 

69. ((-ir 1 )' 1 = -1_ 

70. (— 1) *(— 1) 1 = 1_ 


72. * 2/ y 2/3 = i 

73. (b 4, Y 4 = b. 


| 2.6 Polinomiosy productos notables 


■ Introducción Ya hemos encontrado pràctico usar letras corno x o y para representar 
nùmeros; cada simbolo se llama variable. Una expresión algebraica es el resultado de llevar 
a cabo un nùmero finito de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones o rafces en un grupo 
de variables y numeros reales. Los siguientes son ejemplos de expresiones algebraicas: 


X 3 — 2 X 2 + Vx — 77, 


4xy — x 
x + y 


y 


1 7y - 3 
x 5 y“ 2 + z 


A veces una expresión algebraica representa un numero reai sólo para ciertos valores de 
una variable. Al considerar la expresión Vi, encontramos que debemos tener x > 0 para que 
Vx represente un nùmero reai. Cuando trabajamos con expresiones algebraicas, suponemos 
que las variables estàn restringidas para que la expresión represente un nùmero reai. El con- 
junto de valores permisibles para la variable se llama dominio de la variable. Por tanto, el 
dominio de la variable en Vx es el conjunto de todos los nùmeros reales no negativos {x|x 
> 0}, y para 3/(x + 1) el dominio es el conjunto de todos los nùmeros reales excepto x = 
— 1 ; es decir, {x I x =£ 1}. 

Si se sustituyen nùmeros especfficos por las variables en una expresión algebraica, el 
nùmero reai que resulta se llama valor de la expresión. Por ejemplo, el valor de x 2 + 2 y 
cuando x = 1 y y = 2 es (l) 2 + 2(2) = 5. 


2.6 Polinomios y productos notables 
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■ Polinomios Ciertas expresiones algebraicas tienen nombres especiales. Un monomio en 
una variable es cualquier expresión algebraica de la forma 

ax'\ 

donde a es un numero reai, x es una variable y n es un entero no negativo. E 1 nùmero a se 
llama coefieiente del monomio y n se denomina el grado. Por ejemplo, 17X 5 es un monomio 
de grado 5 con coefieiente 17 y la constante — 5 es un monomio de grado 0 . La suma de dos 
monomios recibe el nombre de binomio. La suma de tres monomios se llama trinomio. Por 
ejemplo, 

3 x — 2 y x 3 + 6x 

son binomios, en tanto que 

4 x 2 — 2 x — 1 y 8x 4 + x 2 — 4 x 


son trinomios. 

Un polinomio es cualquier suma finita de monomios. Mas formalmente tenemos la 
definición siguiente. 


Definición 2.6.1 Polinomio 

Un polinomio de grado n en la variable x es cualquier expresión algebraica de la forma 
a n x" + fl„_ 1 x" _1 + ••• + a 2 x 2 + a\X + a 0 , con a n =4 0, (1) 

donde n es un entero no negativo y i = 0, 1..., n son numeros reales. 


La expresión (1) se llama forma estàndar de un polinomio; es decir, el polinomio se 
escribe en las potencias decrecientes de x. Por supuesto, no es necesario que todas las poten- 
cias estén presentes en un polinomio; algunos de los coeficientes a h i = 0, 1podrfan 
ser 0. 

Puesto que un polinomio en x representa un nùmero reai para cualquier nùmero reai x, 
el dominio de un polinomio es el conjunto de todos los nùmeros reales R. Los monomios a,x ! 
en el polinomio se llaman términos del polinomio, y el coefieiente a n de la potencia mas alta 
de x se llama coefieiente principal. Por ejemplo, 6x 5 — 7 x 3 + 3 x 2 — 1 es un polinomio de 
grado 5 con coefieiente principal 6. Los términos de este polinomio son 6x 5 , — 7 x 3 , 3 x 2 y — 1 . 
El nùmero a 0 se llama término constante del polinomio. Puede ser 0 , corno en el polinomio 
6x 2 — x. Si todos los coeficientes de un polinomio son cero, entonces el polinomio se llama 
polinomio cero y se representa con 0. 

Los polinomios pueden clasificarse segùn sus grados, aunque al polinomio cero no se le 
ha asignado ningùn grado. Se usan nombres especiales para describir los polinomios de menor 
grado, segùn se presenta en la tabla siguiente. 


Polinomio 

Grado 

Forma estàndar 

Ejemplo 

Constante 

0 

a 0 (con a 0 + 0) 

5 

Lineai 

1 

cijX + a 0 (con a! # 0) 

3x - 5 

Cuadràtico 

2 

a 2 x 2 + rqx + a 0 (con a 2 =£ 0) 

—|x 2 + x — 2 

Cùbico 

3 

CÌ3X 3 + a 2 x 2 + ape + «o ( con a 3 ^ 0) 

x 3 — 6x + V3 

n-ésimo grado 

n 

a„x" + a n ^ix n 1 + •■■ + ajx + ( con a n ^ 0) 

x" - 1 
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En cada tèrmine» en un polinomio, el exponente de la variable debe ser un entero no 
negativo. Por ejempio, 

entero negativo no entero 

i i 

x -1 + x — 1 y x 2 — 2 x 1/2 + 6 

no son polinomios. Sin embargo, 

| x 2 + 4 y 0.5x 3 + V6 x 2 — 7 rx + 9 
son polinomios, pues los coeficientes pueden ser cualesquiera numeros reales. 


EJEMPLO 1 


Reconocimiento de un polinomio 


Determine cuàles de las expresiones algebraicas siguientes son polinomios. Si la expresión 
es un polinomio, indique su grado y su coeficiente principal. 

a) x 2 + Vx — 1 

b) V2-x + 3x 2 - 17x 8 

c ) 7x 5 — x 2 + \ x + x ~ 2 
d ) x 4 — x 2 


Solución Como la variable en cada término debe ser eie vada a una potencia entera no 
negativa, a) y c) no son polinomios. Los polinomios en b) y en d) son del grado 8 y del grado 
4, respectivamente. Al escribir b ) en la forma estàndar ( 1 ), — 17x 8 + 3X 2 — x + V2, vemos 
que el coeficiente principal es —17. Ya que d) està en la forma estàndar, el coeficiente 
principal es 1 . = 


■ El àlgebra de los polinomios Como cada simbolo en un polinomio representa un numero 
reai, podemos usar las propiedades del sistema de los numeros reales expuestas en la sección 
2.1 para sumar, restar y multiplicar polinomios. En otras palabras, la suma, diferencia y 
producto de dos polinomios es un polinomio. 


EJEMPLO 2 


Suma de dos polinomios 


Halle la suma de los polinomios x 4 — 3x 2 + 7x — 8 y 2x 4 + x 2 + 3x. 

Solución Al reorganizar los términos y usar las propiedades distributivas, tenemos 


(x 4 - 3x 2 + 7x - 8) + (2x 4 + x 2 + 3x) 

= x 4 + 2x 4 — 3x 2 + x 2 + 7x + 3x — 8 
= (1 + 2)x 4 + (-3 + 1 )x 2 + (7 + 3)x - 8 
= 3x 4 - 2X 2 + lOx - 8. 


El ejemplo 2 indica que podemos sumar dos polinomios en x mediante la suma de los 
coeficientes de potencias iguales. Algunos estudiantes encuentran que es màs fàcil sumar 
polinomios por la alineación de los términos con potencias iguales de x en un formato verti- 
cal, corno se muestra a continuación: 

x 4 — 3x 2 + 7x — 8 
2x 4 + x 2 + 3x 
3x 4 - 2x 2 + lOx - 8 . 

La elección del formato que se desea usar es simplemente un asunto de preferencia personal. 
Por lo generai, el formato vertical requiere màs espacio; por tanto, después de està sección 
usaremos el formato horizontal. 

Como se muestra en el ejemplo siguiente, la resta de polinomios se lleva a cabo de una 
manera similar a la suma. 
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EJEMPLO 3 


Diferencia de dos polinomios 

Reste 2x 3 — 3x — 4 de x 3 + 5x 2 — 1 Ox + 6 . 

Solución Al restar términos con potencias iguales de x, tenemos 

x 3 + óx 2 — lOx + 6 
— (2x 3 _ - 3x - 4) 

—x 3 + 5X 2 — 7x + 10. 

Para llevar a cabo està resta usando un formato horizontal, procedemos asf: 

(X 3 + 5X 2 - lOx + 6) - (2x 3 - 3x - 4) use lapropiedaddistributiva aqul 

= x 3 + 5X 2 — lOx + 6 — 2x 3 + 3x + 4 

= (x 3 — 2x 3 ) + 5x 2 + ( —lOx + 3x) + (6 + 4) «- agrupe términos iguales 

= —x 3 + 5x 2 — 7x + 10. EE 

Para hallar el producto de dos polinomios usamos las propiedades distributivas y las 
leyes de los exponentes, corno se muestra en el ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 4 


Producto de dos polinomios 


Multiplique x 3 + 3x — 1 y 2x 2 — 4x + 5. 


Solución Para empezar, utilizamos la ley distributiva varias veces: 


(x 3 + 3x - 1K2X 2 - 4x + 5) 

= (x 3 + 3x - l)(2x 2 ) + (x 3 + 3x - 1 )(— 4x) + (x 3 + 3x - 1)(5) 
= (2x 5 + 6 x 3 — 2X 2 ) + (—4x 4 — 12x 2 + 4x) + (5x 3 + 15x — 5). 


Combinando términos semejantes encontramos el producto 
(x 3 + 3x - 1)(2x 2 - 4x + 5) 

= 2x 5 — 4x 4 + ( 6 x 3 + 5x 3 ) + ( —2x 2 — 12x 2 ) + (4x + 15x) — 5 
= 2x 5 — 4x 4 + llx 3 — 14X 2 + 19x — 5. 


Como en el ejemplo 4, cuando se multiplican dos polinomios debemos multiplicar cada 
término del primer polinomio por cada término del segundo. Se puede usar un formato ver- 
tical (con tal que conservemos los términos semejantes alineados), de està manera: 




x 3 + 3x - 1 




2X 2 — 4x + 5 



5x 3 

+ 15x - 5 

<— 5(+ + 3* - 1) 


1 

> 

I 

12x 2 + 4x 

< -4r-(jp + 3x - 1) 

2x 5 

1 

m 

+ 

2X 2 

2E(+ + 3x - 1) 

2x? 

- 4x 4 + 1 lx 3 - 

14X 2 + 19x - 5. 



■ Productos notables Ciertos productos de binomios se presentan con tanta frecuencia 
que debe aprender a reconocerlos. Empezamos con el producto de dos binomios ax + b y 
ex + d: 


(ax + b)(cx + d) = acx 2 + (ad + bc)x + bd. (2) 

Algunos polinomios pueden expresarse corno una potencia entera positiva de un binomio. 
El cuadrado y el cubo de un binomio x + a son, respectivamente: 

(x + a) 2 = x 2 + 2 ax + a 2 

y (x + a ) 3 = x 3 + 3ax 2 + 3a 2 x + a 3 . 
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Se observa de inmediato que el producto de un binomio x + a y su conjugado x — a 
produce la diferencia de dos cuadrados: 

(x + a)(x — a) = x 1 — a 2 . (5) 

Un clàsico de memorización para realizar la multiplicación en (2) es el llamado mètodo 
peiu. La idea se describe en forma esquemàtica en la FIGURA 2.6.1; las letras p, e, i y u son, 
respectivamente, las primeras letras de las palabras primero, exterior, interior y ùltimo. 


p E 


u 


ultimos 



(ax + b)(cx + d ) 

_primeros J 


_primeros_ 
términos 

términos 


multiplique 
los primeros 
términos 


= ax ■ ex + 


multiplique 
los términos 
exteriores 


multiplique 
los términos 

interiores 


multiplique 
los ultimos 

términos 


ax ■ d + b ■ ex + b ■ d 


= acx 2 + [adx + bcx] + bd 
- acx 2 + (ad + bc)x + bd 


FIGURA 2.6.1 El mètodo peiu para multiplicar dos binomios 


EJEMPLO 5 


Uso del mètodo PEIU 


Obtenga el producto ( 2 x~ 2)(x — |). 

Solución Identificamos a = 2 , b = —2, c 
obtener 


1 y d 


I 

3 - 


Aplicamos el mètodo peiu para 


primero exteriores interiores ultimo 

(lx - 2)(x - ±) =1(1? + [(Ì)H? + + (~2)H) 

= \x~ + (—| — 2)x + | 

_ 2 2 20 ,2 

3 X g X i 


A primera vista, algunos productos parecen no ser de la forma (2) cuando, de hecho, si 
lo son. Sin embargo, con la pràctica cualquiera llega a adquirir habilidad para reconocerlos. 


EJEMPLO 6 


Uso del mètodo PEIU 


Obtenga el producto (5x 2 + 3)(4.r 2 — 6 ). 


Solución En (2) simplemente sustituimos ax por 5x 2 y ex por 4x 2 : 


(5jt + 3)(4X 2 - 6 ) 


primero 


extenores 


interiores 


ùltimo 


5(4)(x 2 ) 2 + [5( — 6 )x 2 + 3(4).r 2 ] + 3(-6) 
20x 4 + (-30 + 121X 2 - 18 
20 jc 4 - 18jt - 18. 


También en cada uno de los productos notables (3), (4) y (5), tenga presente que los 
sfmbolos x y a pueden sustituirse con otra variable, un nùmero o una expresión mas compli- 
cada. 


EJEMPLO 7 


Cuadrados 


Obtenga cada uno de los productos siguientes. 


a) (3x + 7 ) 2 b) (5x - 4) 2 


2.6 Polinomios y productos notables 
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Solución a) Con base en (3), sustituimos x con 3x y a con 7 y tenemos: 

(3x + 7) 2 = (3 x) 2 + 2(3x)(7) + (7) 2 
= 9X 2 + 42x + 49 

b) Con base en (3), sustituimos x con 5xy a con —4 y tenemos: 

(5x - 4) 2 = (5x) 2 + 2(5x)(—4) + (-4) 2 
= 25X 2 - 40x + 16. 


EJEMPLO 8 


Cubos 


Obtenga cada uno de los productos siguientes. 


a) (jx + 2) 3 


b) 



Solución a) x se sustituye con \x, a con 2 y se usan las leyes de los exponentes para 
resolver (4): 


{ìx + 2) 3 = (ix) 3 + 3 (|x) 2 (2) + 3Qx)(2) + (2) 3 
= |x 3 + fx 2 + 3x + 8 . 

b ) Antes de continuar, hacemos notar que la respuesta que obtendremos no sera un poli¬ 
nomio, puesto que la expresión de dos términos 4x — 1/x 2 no es, en términos estrictos, 
un binomio. No obstante, podemos usar (4) y sustituir el simbolo x por 4x y el simbolo a 
por — 1 /x 2 : 



= (4x ) 3 + 3(4x) 2 l ) + 3(4x) 


, 12 1 

= 64X 3 — 48 H—;- 7 . 

x 3 x 6 



EJEMPLO 9 


Diferencia de dos cuadrados 


Obtenga el producto (6y + V2)(6 y — V2). 

Solución Si sustituimos x por 6y y a por V2, la fòrmula del producto (5) da: 
(6y + V2)(6y - V2) = (6y) 2 - (V2) 2 = 36y 2 - 2. 


■ Polinomios en dos variables Hasta el momento hemos considerado, sobre todo, polino- 
mios en una variable. Podemos tener polinomios en x o en otras variables, corno 2y 2 — y = 5 
o V2j 3 — 17, o polinomios en dos o mas variables. Un polinomio en dos variables x v y es 
una suma de monomios (o términos) de la forma ax J ‘y"\ donde a es un nùmero reai, x y y son 
variables, y n y m son enteros no negativos. Por ejemplo, 

5x — 2y, x 2 + xy — y 2 y 8x 3 y + xy 2 — x + 

Asimismo, un polinomio en tres variables x, y v z es la suma de monomios de la forma 
ax"y"‘z k , donde n, m y k son enteros no negativos. Por ejemplo, xy 2 z 3 — 2x_y + z — 1 es un 
polinomio en tres variables. Los polinomios de cuatro o mas variables se definen de manera 
semejante. Por ejemplo, xy + 5y — 3vz 3 + 6xy 2 z 3 w 4 es un polinomio en cuatro variables. 
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Sumamos, restamos y multiplicamos polinomios de varias variables usando las propie- 
dades de los numeros reales, corno hicimos con los polinomios en una variable. 


EJEMPLO 10 


Suma de dos polinomios en xy y 


Obtenga la suma de xy 3 + x 3 y — 3 y x 3 — y 3 + 3xy 3 — x 3 y. 

Solución Simplemente sumamos los términos semejantes que se indican con el mismo 
color: 


(xy 3 + x 3 y - 3) + (x 3 - y 3 + 3xy 3 - x 3 y) 

= x 3 - y 3 + 4xy 3 + 0x 3 y - 3 
= x 3 - y 3 + 4xy 3 - 3. 


EJEMPLO 11 


Producto de dos polinomios en xy y 


Multiplique x + y y x 2 — xy + y 2 . 


Solución Como en el ejemplo 4, aplicamos la ley distributiva varias veces y luego com- 
binamos los términos semejantes: 


(x + y)(x 2 — xy + y 2 ) = xix 2 — xy + y 2 ) + y(x 2 — xy + y 2 ) 
= x 3 — x 1 y + xy 2 + x 2 y — xy 2 + y 3 
= x 3 + y 3 . 


En el ejemplo 11 hemos comprobado una de las liltimas dos fórmulas de los productos 
notables. La diferencia de dos cubos es: 

(x — a) (x 2 + cix + a 3 ) = x 3 — a 3 , (6) 

en tanto que la suma de dos cubos es: 

(x + a) (x 2 — ax + a 3 ) = x 3 + a 3 . (7) 


Las fórmulas ( 6 ) y (7) son probablemente mas importantes en la factorización de polinomios 
que corno fórmulas que deben recordarse para realizar una multiplicación. 

La división entre un monomio usa las propiedades de las fracciones y las leyes de los 
exponentes, corno se muestra en el ejemplo 12. La división de dos polinomios es mas com- 
plicada y se explica en el capftulo 6 . 


EJEMPLO 12 


División de dos polinomios 


Divida 15xy 3 + 25x 2 y 2 — 5xy 2 entre 5xy 2 . 


Solución Usamos la propiedad del comun denominador: 


a b 
— + — 

d d 


+ 


c 

d 


a + b + c 
d 


leyendo de derecha a izquierda. Con la identificación d = 5xy 2 y las leyes de los exponen¬ 
tes obtenemos: 


15xy 3 + 25 x 2 y 2 — 5 xy 2 15xy 3 25x 2 y 2 5xy 2 

5xy 2 5xy 2 5xy 2 5xy 2 

= 3y + 5x — 1. 
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EJEMPLO 13 


Uso de una fòrmula de producto dos veces 

Obtenga el producto (2x + y)(2x — y)(4x 2 + y 2 ). 

Solución Usamos (5) dos veces consecutivas: 

use (5) con x sustituida 
por 2x y a por y 


(2x + y)(2x — y)( 4x 2 + y 2 ) = [(2x + y)(2x — y)](4x? + y 2 ) 

use (5) otra vez con x sustituida 
por 4x 2 y a por y 1 

S A N 

= (4x z — y 2 )( 4x 2 + y 2 ) 

= 16x 4 — y 4 . = 

Cuanto mas se familiarice con los productos notables (2) a (5), mas fàcil le sera entender 
la factorización, que examinaremos en la próxima sección. 



Notas del aula 

Un error muy comun cuando se restan polinomios en el formato horizontal consiste en no 
aplicar la propiedad distributiva. Es necesario cambiar el signo de cada término del poli¬ 
nomio que se resta. 

— (2x 3 - 3x - 4) = ( —l)(2x 3 - 3x - 4) 

= ( — l)(2x 3 ) + (—1)(— 3x) + ( —1)(— 4) 

= — 2x 3 4- 3x + 4 # —2x 3 — 3x — 4. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-6. 


En los problemas 1 a 8, halle el valor del polinomio para 
a) x = —3; b) x = y c) x = 0. 

1. x 2 — 5x + 6 

2 . V2x 2 + 3x- 4V2 

3. x - 3x 2 + 6x 3 

4. x 4 - x 3 + X 2 - x + 1 

5. \ x - 1 

6. (x ~ l) 2 + (x - 1) 

7 . 0. lx 2 — 0.5x + 0.2 

8. (2x + l) 3 

En los problemas 9 a 16, determine si la expresión algebraica 
es un polinomio. Si lo es, indique su grado y su coeficiente 
principal. 

9 . V3 + 8x 

10. 0.5x 10 - 1.7x 3 + 3.4x - 7.2 


11 . 

y 3 y 2 

+ y 1/3 - 7 

12 . 

1 

1 

+ 

m 

1 

-1^ 

13 . 

O 

O 

1 

4x" + 26x 101 - 5 

14 . 

3 + 2x 

- V7x 3 + jx -10 

15 . 

Vr - 4 


16 . 

z 2 (5z 3 ~ 

4z + 18) 


En los problemas 17 a 30, realice la operación indicada y 
exprese el resultado corno un polinomio en forma estàndar. 

17 . (3X 5 — 5x 2 + 4x — 7) + (x 3 — 3x 2 + 2x + 1) 

18 . (4x 10 - 7x 5 + 1) + (3x 5 + 2x 2 - 7x + 1) 

19 . (y 3 - 3y 2 + ly - 8) 4- (5y 3 + 4y 2 - 9y + 1) 

20 . (V2 Z 5 - 6z 3 + 17z + i/6) + (z 4 + 16z 3 - 5z + V6 ) 

21 . (x 2 + 2x - 1) - (3x 4 - 4x 2 + 2x) 

22. (3y 4 - 2y 2 + 8y - 16) - (6y 4 + 5y 2 + lOy - 11) 
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23. (3x 7 - 7x 6 + x 5 - 14) - (x 4 - 2x 2 + 8x) 

24. (4s 10 - 5s 5 + |) - (.j 10 + jì 5 - 5 + \) 

25. 3(r 3 - At 2 + 6t - 3) + 5(-f 3 + 21 2 - 9r + 11) 

26. 6(2x 4 - 5x 3 - 10x 2 + 4x - 8) - 4(-5x 4 + 7x 3 + 9X 2 

- 3x - 13) 

27. (2v + 4)(v 2 - 6v) 

28. (w 2 — w + l)(w 4 — w 2 ) 

29. (y 2 + 2y - 4)(y 2 - y + 5) 

30. (z 3 + 4z - 3)(2z 3 - 7z + 1) 

En los problemas 31 a 38, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 

31. (8a 4 + la~b 2 +6 b 4 ) + (7a 4 - c?b + a 2 b 2 

- 8 ci9 + 5 b A ) 

32. (VZxy 3 - V3y 2 ) - (x 3 + y 3 - V2xy 3 + óV3y 2 - V5) 

33. (2 a — b)(3a 2 — ab + b 2 ) 

34. (x 2 - xy + y)(5x - 3y 2 ) 

5s 2 (2rs - 8rs 2 ) 

35. 5 - 

2 rs 3 

7pY - 4pV 

36 . ^ 3 

4x 2 y 2 - (2x 2 y) 2 + 8x 8 y 3 

4x 2 y 2 

3 a 2 b 2 c 2 — 2 ab 2 c + ^/5abc 

38 ' ^ 

En los problemas 39 a 80, halle el producto. 

39. (x - l)(x + 2) 

40. (4x — 5)(x + 3) 

41. (2r 3 + 1 Xr 3 - 7) 

42. (v 2 + 3)(v 2 - 5) 

43. (5 1 - 7)(2r + 8) 

44. (3z - 5)(7z + 1) 

45. (4Vx + l)(6Vx - 2) 

46. (2Vx - 3)(5Vx + 8) 

47. (0.3x + 0.7)(10x + 2.1) 

48. (1.2x + 0.4)(2x - 1.3) 

49. (jx - 3)(2 x + 4) 

50. (|x + 5)(|x + 1) 

51. (1 + 5 b) 2 

52. (2c - 4) 2 

53. (5x + 2)(10x + 4) 

54. ( —3x 2 + 9)(x 2 - 3) 

55. (2 + V3x)(2 - V^x) 


56. [4(x + 1) + 3][4(x + 1) - 3] 

57. (y _1 — 2x)(y _1 + 2x) 

58. (2z 2 + z)(2z 2 - z) 

59. (2x - 3) 3 

60. (x + 5) 3 

61. (x 2 y 3 + 2) 3 



63 . (x + y)(x 2 + 2xy + y 2 ) 

64 . (2a 2 - l)(4o 4 - 4a 2 + 1) 

65 . ( a - 3)(a 2 + 3a + 9) 

66. (2 — y)(4 4- 2y + y 2 ) 

67 . (9 + y)(81 - 9v + v 2 ) 

68 . (x + z 2 )(x 2 - xz 2 + z 4 ) 

69 . (5x — y)(5x + y)(25x 2 + y 2 ) 

70 . (2 — x + y)(2 — x — y) 

71 . (x + y + l) 2 

72 . (x + x 2 + x 3 ) 2 

73 . (x + y + l) 3 

74 . (x + x 2 + x 3 ) 3 

75 . (x 2/3 - x 1/3 )(x 2/3 + x 1/3 ) 


76. (Vx-y + l)(Vx + y- 1) 



78. (Vx + Vy)(x - Vxy + y) 

79. (x 5 - x 2 )(x - 1) 

80. (2x 1/2 - x)(x + 5) 


81. Escriba polinomios de forma estàndar para a) el volumen 
y b) la superficie del objeto sòlido que se muestra en la 

FIGURA 2.6.2. 


7 71 





/ 

7 

10 





X 



7 



X 




- - 10 




FIGURA 2.6.2 Objeto sòlido para el problema 81 

82. Escriba un polinomio en las variables ry s para el àrea de 
la región (un rectàngulo con extremos semicirculares) que 
se muestra en la FIGURA 2.6.3. 
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FIGURA 2.6.3 Región del problema 82 

= Para la discusión 

En los problemas 83 a 88, responda falso o verdadero. 

83. (t + l) 2 = t 2 + 1_ 

84. E1 grado del polinomio x 4 — 3x 2 + x 5 es 4._ 

85. E1 coeficiente principal de 2y 3 — y 8 + 4 es — 1._ 

86 . La expresión 3r 14 - V2 r + 77 es un polinomio en la varia¬ 
tile r. _ 


87. 4P 4- 3t - (2t 3 + t + 7) = 2p + 4t 4- 7._ 

88 . E1 valor de z 4 — 3z + 1 cuando z = V2 es 5 — 3V2. 


En los problemas 89 y 90, los polinomios son de una sola 
variable x. 

89 . Si se suman un polinomio de grado 2 y uno de grado 3, 
( : ,cual es el grado del polinomio resultante? (j Cual es el 
grado de su producto? 

90 . ^Qué se puede decir acerca del grado de la suma de dos 
polinomios de grado rii (i De su producto? (j De su diferen- 
cia? 


| 2.7 Factorización de polinomios 


■ Introducción En la sección anterior multiplicamos polinomios. Ahora, invertimos el 
procedimiento y tratamos de escribir un polinomio corno producto de otros polinomios. Este 
proceso se llama factorización, y cada polinomio en el producto se llama factor del polino¬ 
mio originai. Por ejemplo, 3x 2 y x 2 + 2 son factores de 3x 4 + 6x 2 porque 

3x 4 + óx 2 = 3x 2 (x 2 + 2). 

Generalmente, buscamos factores polinomiales de grado 1 o mayores. 

Al factorizar, a veces podemos sustituir una expresión complicada por un producto de 
factores lineales. Un ejemplo es: 

5x 3 + 6x 2 - 29x -6 = (5x + ì )(x - 2)(x + 3). 

Por tanto, la factorización resulta muy util para simplificar expresiones. Como veremos en 
el capitulo 3, es particularmente util para resolver ecuaciones. Estudiaremos la factorización 
de polinomios con mayor detenimiento en la sección 6.3. 

En generai, el primer paso en la factorización de cualquier expresión algebraica es deter¬ 
minar si los términos tienen un factor comun. 


EJEMPLO 1 


Factorización 


Factorice 6 x 4 y 4 — 4x 2 y 2 + 10V2xy 3 — 2xy 2 . 

Solución Como 2 xy 2 es un factor comun de los términos, tenemos que 


6 x 4 y 4 — 4x 2 y 2 + 10V2ry 3 — 2xy 2 

= 2xy 2 (3x 3 y 2 ) — 2xy 2 (2x) + 2xy 2 (5\/2y) — 2xy 2 {\) 
= 2xy 2 (3x 3 y 2 - 2x + 5V2 y - l). 


Cuando los términos de una expresión no tienen un factor comun, aun podrfan factorizarse 
agrupando los términos de manera apropiada. 
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EJEMPLO 2 


Agrupación 


Factorice x 2 + 2xy — x — 2y. 

Solución Al agrupar los dos primeros términos y los dos ultimos queda 

x 2 + 2xy — x — 2y = (x 2 + 2xy) + (— x — 2y) 

= x(x + 2y) + (— l)(x + 2y). 

Observamos el factor comun x + 2y y completamos corno 

x 2 + 2 xy — x — 2y = (x — l)(x + 2y) 


■ Factorización de polinomios cuadraticos A veces es posible factorizar los polinomios 

cuadràticos ax 2 + bx + c, donde a, b y c son enteros, corno 

(Ax + B)(Cx + D), 

donde A, B, C y D son también enteros. 

Inicialmente, para simplificar nuestra exposición suponemos que el polinomio cuadràtico 
tiene corno coeficiente principal a = 1. Si x 2 + bx + c tiene una factorización usando coefi- 
cientes enteros, entonces sera de la forma 


(x + B)(x + D), 


donde B y D son enteros. Al hallar el producto y al comparar los coeficientes, 

B+D = b 


(x + B) (x + D) = x 2 + (B + D)x + BD = x 2 + bx + c, 

t_1 

BD — c 


vemos que 


B + D = b y BD = c. 

Asi, para factorizar x 2 + bx + c con coeficientes enteros hacemos una lista de todas las fac- 
torizaciones posibles de c corno producto de dos enteros B y D. Luego comprobamos cuàl de 
las sumas de B + D es igual a b. 


EJEMPLO 3 


Factorización de un polinomio 


Factorice x 2 — 9x + 18. 

Solución Con b = —9 y c = 18, buscamos los enteros B y D tales que 
B + D = -9 y BD = 18 

Podemos escribir 18 corno un producto BD en las formas siguientes: 

1(18), 2(9), 3(6), (—1)(—18), (—2)(—9) o (-3)(-6). 
Como — 9 es la suma B + D cuando B = — 3 y D = —6, la factorización es 
x 2 - 9x + 18 = (x - 3)(x - 6) 


Observe que siempre es posible comprobar una factorización mediante la multiplicación 
de los factores. 


EJEMPLO 4 


Factorización de un polinomio 


Factorice x 2 + 3x — 1. 


Solución Se puede escribir el nùmero — 1 corno producto de dos enteros BD solamente 
en una forma: (— 1)(1). Con B = — 1 y D = 1, se concluye de 

B + D = -1 + 1 # 3 

que x 2 + 3x — 1 no puede factorizarse usando coeficientes enteros. = 
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Es mas complicado factorizar el polinomio cuadràtico generai ax 2 + bx + c, con a 1 , 
pues debemos considerar tanto los factores de a corno los de c. Al hallar el producto y com¬ 
parar los coeficientes 

AC = a BD = c 

i 4 . i - 1 

(Ax + B)(Cx + D) = ACx 2 + (AD + BC)x + BD = ax 2 + bx + c, 

1_1 

AD + BC = h 

vemos que ax 2 + bx + c se factoriza corno (Ax + b)(Cx + D) si hallamos enteros A, B y C 
que satisfagan 


AC = a, AD + BC = b, BD = c 


EJEMPLO 5 


Factorización de un polinomio 


Factorice 2x 2 + 1 Ix — 6. 


Solución Los factores seràn 


(2x +_)(lx +_), 

donde los espacios en bianco deben llenarse con un par de enteros B y D cuyo producto 
BD sea igual a —6. Los pares posibles son: 

1 y —6, — 1 y 6, 3 y-2, -3y2. 

Ahora debemos comprobar para ver si uno de los pares da 11 corno valor de AD + BC (el 
coeficiente del término medio), donde A = 2 y C = 1. Encontramos que: 

2 ( 6 ) + 1 (- 1 ) = 11 ; 


por tanto, 

2xr + 1 lx — 6 = (2x — l)(x + 6). 


Este mètodo generai se puede aplicar a polinomios de dos variables x y y de la forma 

ax 2 + bxy + cy 2 , 


donde a,byc son enteros. 


EJEMPLO 6 


Factorización 


Factorice 15x 2 + I Ixy + 4v 2 . 

Solución Los factores podrfan tener la forma 


(5x +_y)(3x +_y) o (15x +_y)(lx +_ y) (1) 

No se necesita considerar los casos 

(—5x +_ y)(— 3x +_ y) y (— 15x4-_ y)(— x + _y). 

(4,Por qué?) Los espacios en bianco en (1) se deben llenar con un par de enteros cuyo 
producto sea 4. Los pares posibles son: 

1 y 4, — 1 y —4, 2 y 2, -2y-2 


Comprobamos cada par con las formas posibles en (1) para ver cuàl combinación, si es 
que hay alguna, resulta en un coeficiente de 17 para el término medio. Encontramos que 

lóx 2 + 17xy + 4y 2 = (5x + 4y)(3x + y) = 


94 


CAPITULO 2 Conceptos fundamentales de àlgebra 













EJEMPLO 7 


Factorización de un polinomio 

Factorice 2 1 4 +11 1 2 + 12. 

Solución Si x = t 2 , podemos considerar està expresión corno un polinomio cuadràtico 
en la variable x, 

2x 2 + 1 lx + 12. 

Entonces, factorizamos este polinomio cuadràtico. Los factores tendràn la forma 

(x +_ )(2x +_), (2) 

donde los espacios en bianco deben llenarse con un par de enteros cuyo producto sea 12. 
Los posibles pares son 

1 y 12, — 1 y —12, 2 y 6, ~2y ~6, 3 y 4, -3 y-4 

Comprobamos cada par con (2) para ver qué combinación, si la hay, resulta en un coefi- 
ciente de 11 para el término medio. Encontramos que 

2x 2 + 1 Le + 12 = (x + 4)(2x + 3). 

La sustitución de t 2 por x nos da la factorización deseada 

2t 4 + Ut 2 + 12 = (t 2 + 4)(2f 2 + 3) = 

En el ej empio anterior se debe comprobar que t 2 + 4 ni 2Ì 2 + 3 se pueden factorizar 
usando coeficientes enteros; ni con numeros reales, en todo caso. 

■ Factorización de fórmulas Si invertimos las fórmulas de los productos notables de la 
sección 2.6 obtenemos las siguientes fórmulas de factorización importantes. Estas fórmulas 


son simplemente (3), (5), (6) y (7) de la 

sección 2.6 escritas a la inversa. 


Cuadrado perfecto: 

x 2 + 2ax + a 2 = (x + a) 2 

(3) 

Diferencia de dos cuadrados: 

x 2 — a 2 = (x + fl)(x — a) 

(4) 

Diferencia de dos cubos: 

x 3 — a 3 = (x — fl)(x 2 + ax + a 2 ) 

(5) 

Suma de dos cubos: 

x 3 + a 3 = (x + a)(x 2 — ax + a 2 ). 

(6) 


Como se senaló en la sección 2.6, los sfmbolos x y a pueden sustituirse por otra variable, 
un numero o una expresión mas complicada. 


EJEMPLO 8 


Cuadrado perfecto 


Factorice y 2 — 6y + 9. 


Solución En este caso, el simbolo y desempena el papel de x y a = — 3 y, por la fòrmu¬ 
la (3), vemos que 

/ - 6 y + 9 = y 2 + 2( —3)y + (-3) 2 = (y - 3) 2 . = 


EJEMPLO 9 


Diferencia de dos cuadrados 


Factorice 16x 4 v 2 — 25. 


Solución Si reescribimos la expresión asl: 

16x 4 y 2 - 25 = (4xy 2 ) 2 - 5 2 


reconocemos la diferencia de dos cuadrados. Por tanto, por la fòrmula (4), el simbolo x se 
sustituye con la expresión 4 x 2 y y a = 5, tenemos que 


16x 4 y 2 - 25 = (4x 2 y) 2 - (5) 2 

= (4x 2 v — 5) (4 x 2 y + 5) 
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EJEMPLO 10 


Suma de dos cubos 

Factorice 8u 3 + 27 b 6 . 

Solución Como podemos escribir la expresión dada corno la suma de dos cubos, 

8a 3 + 27 b 6 = (2 a) 3 + (3 Zr) 3 

factorizamos usando la fòrmula (6). Si sustituimos x por 2a y a por 3 b * 2 , se desprende de 
la fòrmula (6) que 

8o 3 + 21b b = (2a) 3 + (3 b 2 ) 3 

= (2 a + 3b 2 ) [(2a) 2 - (2a)(3b 2 ) + (3 b 2 ) 2 ] 

= (2 a + 3b 2 )(4a 2 - 6ab 2 + 9b 4 ) = 


Observe que las fórmulas (4) a (6) indican que la diferencia de dos cuadrados y la suma 
y diferencia de dos cubos siempre se pueden factorizar, en tanto no limitemos los coeficien- 
tes a enteros. Por ejemplo, usando la fòrmula (4) para factorizar x 2 — 5, identificamos que 
a = V5, por lo que 

x 2 - 5 = x 2 - (V5) 2 

= (x - V5)(x + V5). 

Allora consideramos un ejemplo en el que una primera factorización produce expresiones 
que pueden factorizarse otra vez. En generai, necesitamos que una expresión sea factorizada 
totalmente, es decir, hasta que ninguno de los factores se puedan factorizar en polinomios 
de grado 1 o mayor con coeficientes enteros. 


EJEMPLO 11 


Dos métodos 


Factorice completamente x 6 — y 6 . 


Solución Podemos considerar la expresión x 6 — y 6 de dos maneras: corno diferencia de 
dos cuadrados o corno diferencia de dos cubos. Al usar la diferencia de dos cubos, fòrmu¬ 
la (5), escribimos 


x 6 - y 6 = (x 2 ) 3 - (y 2 ) 3 

= (x 2 - y 2 )(x 4 + x 2 y 2 + y 4 ) (7) 

= (x — y)(x + y)(x 4 + x 2 y 2 + y 4 ). 

A partir de lo anterior podriamos concluir que la factorización està completa. Sin embargo, 
tratar la expresión x 6 — y 6 corno una diferencia de dos cuadrados es mas revelador, pues 

x 6 - y 6 = (x 3 ) 2 - (y 3 ) 2 

3 3\ 7 diferencia de dos cubos 

— y ) ' ) y suma de dos cubos 

= (x — y)(x 2 + xy + y 2 )(x + y)(x 2 — xy + y 2 ) 

= (x — y)(x + y)(x 2 + xy + y 2 )(x 2 — xy + y 2 ) 



En el ejemplo 11, si comparamos los resultados en las ultimas lfneas de las factorizacio- 
nes en (7) y (8), descubrimos la factorización adicional: 

x 4 + x 2 y 2 + y 4 = (x 2 + xy + y 2 )(x 2 - xy + y 2 ). 

Compruebe que ninguna de las expresiones del lado derecho de la igualdad pueda factorizarse 
mas. 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-6. 


En los problemas 1 a 10, factorice el polinomio hallando un 
factor comun o agrupando. 

1. 12x 3 + 2X 2 + 6x 

2. 6x 3 y 4 - 3V3xY - 3 x 2 y + 3xy 

3. 2 y 2 - yz + 6 y - 3 z 

4. 6x 5 y 5 + Y2x 2 y 3 + 14x y 3 

5. 15 at + 3 bt + 5 as + bs 

6 . 3 a 2 b 3 - 3\/2 a 4 b 2 + 9a 2 b 

7. xyz 3 — xy 3 z + x 3 yz 

8 . x 3 + 2x + x 2 + 2 

9. 2 p 3 — p 2 + 2p — 1 

10. 2 uv — 5wz + 2 uz ~ 5wv 

En los problemas Ila 22, use las fórmulas de factorización 
(3) a (6) para factorizar el polinomio. 

11. 36x 2 - 25 

12 . a 2 - 4b 2 

13. 4 x 2 y 2 - 1 

14. 49.V' 2 — 64y 2 

15. x 4 - v 4 

16. x 6 + / 

17. x 8 - y 8 

18. a 3 - 64b 3 

19. 8x 3 y 3 + 27 

20 . y 3 + 125 

21 . y 6 - 1 

22. 1 - x 3 

En los problemas 23 a 42, use técnicas para factorizar polino- 
mios cuadràticos para factorizar el polinomio dado, si es posi- 
ble. 

23. x 2 — 5x + 6 

24. x 2 - lOx + 24 

25. y 2 + 7y + 10 

26. y 4 + 10y 2 + 21 

27. x 4 - 3x 2 - 4 

28. x 2 + 4x - 12 

29. r 2 + 2r + 1 

30. s 2 + 5s - 14 

31. x 2 xy 2y 2 

32. x 2 - 4xy + 3y 2 

33. x 2 + lOx + 25 

34. 4x 2 + 12x + 9 


35. s 2 — 8 st +16 1 2 

36. 9/n 2 — 6/nv + v 2 

37. 2 p 2 + 7/? + 5 

38. 8// 2 + 2^-3 

39. 6a 4 + 13a 2 - 15 

40. IOZ7 4 - 23 b 1 + 12 

41. 2x 2 — 7xy + 3y 2 

42. -3x 2 - 5xy + 12y 2 

En los problemas 43 a 60, use cualquier mètodo para factori¬ 
zar el polinomio. 

43. (x 2 + l) 3 + (y 2 — l) 3 

44. (4 - x 2 ) 3 - (4 - y 2 ) 3 

45. x(x — y) + y(y — x) 

46. x(x — y) — y(y — x) 

47. (1 - x 2 ) 3 - (1 - y 2 ) 3 

48. (x 2 - 4) 3 + (4 - y 2 ) 3 

49. 1 - 25 6v 8 

50. ,s- 8 - 6 561 

51. x 6 + 7x 3 - 8 

52. z 10 - 5z 5 - 6 

53. r’s 3 - 8 1 3 

54. 25 c 2 d 2 - x 2 y 2 

55. a 3 + crb - b 3 - ab 2 

56. p 3 — pq 2 + p 2 q — q 3 

57. 4z 2 + 7zy - 2y 2 

58. 36X 2 + 12xy + y 2 

59. 16a 2 - 24 ab + 9b 2 

60. 4/n 2 + 2 mn — 12n 2 

En los problemas 61 a 70, use las fórmulas de factorización 
(3) y (4) para factorizar la expresión en factores lineales. 
[Pista: algunos coeficientes no seràn enteros]. 

61. x 2 - 3 

62. 2? - 1 

63. 5y 2 - 1 

64. \a 2 — b 2 

65. a 2 + a+ \ 

66 . f-lt + Ts 

67. a 2 - 2b 2 

68 . 3 u 2 - 4v 2 

69. 24 - x 2 

70. x 2 - 2V2xy + 2y 2 
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= Para la discusión 

En los problemas 71 a 74, responda falso o verdadero. 

71. x 2 + y 2 = (x + y)(x + y) _ 

72. a 3 + b 3 = (a + b) 3 _ 

73. (r - l)(r - 1) = r 2 + 1_ 

74. r 3 — s 3 = (r — s^r 2 + rs + s 2 ) _ 

En los problemas 75 a 77 se tratan en términos geométricos 
varias de las fórmulas de factorización. 

En el libro II de Elementos, de Euclides (c. 300 a.C.), los pro¬ 
blemas algebraicos se tratan y se resuelven en términos 
geométricos, pues los griegos carecfan de notación alge- 
braica. Por ejemplo, el producto de dos numeros positivos a y 
b se representa corno el àrea de un rectàngulo cuyos lados 
tienen longitudes a y b, respectivamente. 

75. Explique còrno justifica la FIGURA 2.7.1 la fòrmula de fac¬ 
torización a 2 + 2ab + b 2 = (a + b) 2 para los numeros 
positivos a y b. 




^ h > 




' 


ab 

b 2 



a 2 

ab 


FIGURA 2.7.1 Rectàngulos para el problema 75 

76. Explique còrno justifica la FIGURA 2.7.2 la fòrmula de fac¬ 
torización a 2 — b 2 = (a — b)(a + b), donde a> b > 0. 



-<- a - ► 


a 



b 2 

t 

b 

1 



■* — b — ► 



a -b 





-<— b — 

-<- a - 



FIGURA 2.7.2 Rectàngulos para el problema 76 

77. La FIGURA 2.7.3 indica que la fòrmula de factorización para 
la diferencia de dos cubos, a 3 — b 3 = (a — b)(a 2 + ab + b 2 ) 
para a > b > 0, se puede justificar geomètricamente. 
Complete la demostración. [Pista: marque las cuatro cajas 
que hay dentro del cubo y calcule el volumen de cada 
una]. 


a 



FIGURA 2.7.3 Cubo para el problema 77 


| 2.8 Expresiones racionales 


■ Introducción Cuando un polinomio se divide entre otro, el resultado no es necesariamente 
un polinomio. El cociente de dos polinomios se llama expresión racional. Por ejemplo, 

2^ + 5 3 

x + 1 ^ 2x 3 — x + 8 

son expresiones racionales. El dominio de la variable en una expresión racional consta de 
todos los numeros reales para los que el valor del denominador es diferente de cero. Por 
ejemplo, en (Ix 2 + 5)/(x + 1) el dominio de la variable es {x\x =£ — 1}. 

Para resolver problemas, con frecuencia debemos combinar expresiones racionales y 
luego simplificar el resultado. Como una expresión racional representa un numero reai, 
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podemos aplicar las propiedades del sistema de los numeros reales para combinar y simpli- 
ficar las expresiones racionales. Las propiedades de las fracciones de la sección 2.1 son 
particularmente utiles. A continuación, y por conveniencia, repetimos las que se usan mas a 
menudo. 



EJEMPLO 1 


Simplificación 


Simplifique la expresión racional 


2x 2 — x — 1 
x 2 — 1 


Solución Factorizamos el numerador y el denominador y cancelamos los factores comu- 
nes usando la propiedad de cancelación i): 

2X 2 — x — 1 (2x + l)S r x-~—ìJ 2x + 1 

xr — 1 (x + \)ix~ — tj x + 1 


Observe que en el ejemplo 1 la cancelación del factor commi x — 1 es vàlida solamente 
para los valores de x tales que x — 1 sea diferente de cero; es decir, para x=h \. Sin embargo, 
corno la expresión (2x 2 — x — 1 )/(x 2 — 1) no se define para x = 1, nuestra simplificación es 
vàlida para todos los numeros reales en el dominio de la variable x en la expresión originai. 

Flagamos énfasis en que la ecuación 

2x 2 — x — 1 2x + 1 
x 2 — 1 x + 1 

no es vàlida para x = 1, aunque el miembro derecho, (2x + 1 )Kx + 1), se define para x = 1. 

Las consideraciones de està naturaleza seràn importantes en el capftulo próximo, cuando 
resolvamos ecuaciones que contengan expresiones racionales. 

En el resto de este capftulo supondremos sin comentarios posteriores que las variables ^ Advertencia 
estàn restringidas a los valores para los que todos los denominadores en una ecuación sean 
diferentes de cero. 
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EJEMPLO 2 


Simplificación 

4x 2 + 1 lx - 3 
Simplifique la expresión racional —-—- 

Solución 


4X 2 + llx — 3 
2 — 5x — llx 2 


(4x - 1)Q + 3) 

(1 - 4x) (2 + 3x) 
lAx-^T)(x + 3) 
-iAx—^T)(2 + 3x) 
x + 3 
2 + 3x 


<— por la propiedad de cancelación i) 


■ Minimo comun denominador Para sumar o restar expresiones racionales procedemos 
exactamente corno cuando sumamos o restamos fracciones. Primero hallamos un comun 
denominador y luego aplicamos la propiedad ii). Aunque cualquier comun denominador 
servirà, el trabajo sera menor si usamos el minimo comun denominador (mcd), el cual se 
encuentra mediante la factorización completa de cada denominador y la formación de un 
producto de los diferentes factores, usando cada factor con el exponente mas alto con el cual 
ocurra en cualquier denominador individuai. 


EJEMPLO 3 


Minimo comun denominador 


Encuentre el mcd de 


1 x + 2 1 

X 4 - X 2 ’ x 2 + 2x + 1 y X 

Solución Al factorizar los denominadores en las expresiones racionales, obtenemos 
1 jc + 2 1 

—--, -- v —. <— Véanse las fórmulas (3) y (5) de la sección 2.6 

r(x - 1)0 + 1) o +i) * 

Los diferentes factores de los denominadores son x, x — 1 y x + 1. Usamos cada factor 
con el exponente mas alto con el cual ocurre en cualquier denominador individuai. De està 
manera, el mcd de los denominadores es x 2 (x — 1)0 + l) 2 . = 


EJEMPLO 4 


Combinación detérminos 


Combine 


x 

r^4 


+ 


1 

x 2 + 4x + 4 


y simplifique la expresión racional resultante. 

Solución En la forma factorizada, los denominadores son (x — 2)0 + 2) y (x + 2) 2 . Por 
ende, el mcd de los denominadores es O — 2)0 + 2) 2 . Usamos la propiedad ì) a la inver¬ 
sa para volver a escribir cada expresión racional con el mcd corno denominador: 

primer X _ X _ x(x + 2 ) x(x + 2 ) 

termino ^2 _ 4 “ (jc _ 2 )( x + 2) ~ {x ~ 2)(x + 2)(x + 2) ~ (x ~ 2)(x + 2) 2 

1 1 1 - 0 - 2 ) x - 2 

segundo término —> —- = -— = --- = - - 

x 2 + 4x + 4 (x + 2) 2 (x + 2) 2 0 — 2) (x — 2)0 + 2)” 
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Entonces, usando ii), sumamos y simplificamos: 


x 1 x(x + 2) x — 2 

x 2 — 4~x 2 + 4x + 4~ (x — 2)(x + 2) 2 (x - 2)(x + 2) 2 

x(x + 2) + x — 2 
(x - 2)(x + 2) 2 
x 2 + 2x + x — 2 
~ (x ~ 2)(x + 2) 2 
x 2 + 3x — 2 
~~ (x - 2)(x + 2) 2 ' 


Para multiplicar o dividir expresiones racionales, aplicamos la propiedad iti ) o la iv ) y 
luego simplificamos. 


EJEMPLO 5 


Combinación de términos 


Combine 


x 25x 1 + lOx + 1 

5x 2 + 21x + 4 3X 2 + x 

y simplifique la expresión racional resultante. 

Solución Comenzamos por emplear la propiedad Hi)'. 


factorice el numerador 
<— y el denominador y 
caricele 


o + 4)(3 jc + 1) 


x 25X 2 + lOx + 1 XÌ25X 2 + lOx + 1) 

5jT + 21x + 4 3X 2 + x (5x 2 + 2Lv + 4)(3x 1 + x) 

A 5x + \)L5x^rTj 
~ i^rT){x + 4)A3x + 1) 


EJEMPLO 6 


Combinación de términos 


Combine 


2x 2 + 9x + 10 2x 4- 5 
x 2 + 4x + 3 x + 3 


y simplifique la expresión racional resultante. 

Solución Comenzamos por escribir la expresión dada corno producto: 


2x 2 + 9x + 10 
x 2 + 4x + 3 


2x + 5 2X 2 + 9x + 10 x + 3 

x + 3 x 2 + 4x + 3 2x + 5 
_ (2x 2 + 9x + 10)(x + 3) 
(x 2 + 4x + 3) (2x + 5) 
K5T(x + 2 ICx-'+'T) 
“ C*-4^3T(x + \)i2x—¥~5) 
x + 2 
x + 1 


<— por la propiedad iv) 


<— por la propiedad Hi) 


factorice el numerador 
— y el denominador y 
cancele 
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■ Expresiones fraccionales Un cociente de dos expresiones algebraicas que no son poli- 
nomios, corno (Vx - \y^rx + i), se llama expresión fraccionaria. Las técnicas que se 
emplean para simplificar expresiones fraccionarias son semejantes a las empleadas para las 
expresiones racionales. 


EJEMPLO 7 


Simplificación 


Simplifique 

1 x 
x x + 1 

1 

1 + - 

x 

Solución Primero obtenemos expresiones racionales individuales para el numerador, 

1 X 1 (x + 1 ) X ■ X X + 1 — X 2 —X 2 + X + 1 

x X + 1 x(x +1) (x + 1 )x x(x + 1) x(x + 1) 
y el denominador, 

1 x 1 x + 1 

1 + — =-b — = -. 

XXX X 

De està manera, la expresión es la misma que 

1 X —X 2 + X + 1 

X X + 1 x(x + 1) 

1 X + 1 

1 + - - 

X X 


Ahora aplicamos la propiedad iv) a este cociente para obtener 
—x 2 + x + 1 

x(x +1) —x 2 + x + 1 k —x 2 + x + 1 

X + 1 i(x +1) X + 1 (x + l) 2 

X 


Otro mètodo para simplificar una expresión fraccionaria compleja es multiplicar tanto 
el numerador corno el denominador por el mcd de los denominadores de todas las fracciones 
que ocurran en la fracción compleja. Al usar aquf este mètodo, multiplicamos el numerador 
y el denominador porx(x + 1) y simplificamos de la siguiente manera: 


1 x 


x x + 1 

1 

1 + - 
X 


X + 1 


• x(x + 1) 


IH-- x(x + 1 ) 

x 


(x + 1) — X 2 


x(x + l) + (x+l) 

—X 2 + X + 1 —X 2 + X + 1 

(x + 1) (x + 1) (x + l) 2 


Las técnicas que se tratan en està sección se pueden aplicar con frecuencia a expresiones que 
contienen exponentes negativos, corno veremos en el ejemplo que sigue. 
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EJEMPLO 8 


Simplificación 


Simplifique (a 1 + b *) 


Solución Primero sustituimos todos los exponentes negativos por los cocientes equiva- 
lentes y luego usamos las propiedades de las fracciones para simplificar las expresiones 
algebraicas que resulten: 

(a 1 + è -1 ) -1 = - <— reciproco de a -1 + b~ l 

a~ l + /ri 1 

= - - - = - - - <— reciproco de a y b y mcd 

1 1 b + a 

— + — - 

ab ab 

= ———_ <— propiedad iv) — 

b + a 


EJEMPLO 9 


Combinación de términos 


Combine 


Vy Vi 

y simplifique la expresión fraccionaria resultante. 

Solución Primero encontramos el mcd y luego sumamos: 

x y _ iVi + y Vy _ xVx + yVy 
Vy Vx VyVx VxVy VxVy 
Si deseamos racionalizar el denominador, el resultado final seria 
xVx + y Vy VxVy x 2 Vy + y 2 Vx 

VxVy VxVy VV 


Los ejemplos 10 y 11 ilustran corno simplificar ciertos tipos de expresiones fraccionarias 
que se presentan en càlculo. 


EJEMPLO 10 


Simplificación 


1 1 


Simplifique 


x + h 
~Ti 


x 


Solución Comenzamos por combinar los términos en el numerador: 

1 1 x — (x + h ) —h 

x + h x (x + h)x x(x + h) 
h h h 

Entonces, por las propiedades i) y iv), 

1 1 

x + h x —M —1 

h x(x + h)H x{x + h) 


EJEMPLO 11 


Simplificación 


Combine 


(2x)(Jt- l) 1/2 + (l)(.x- l)- 1/2 (x 2 ) 
y simplifique la expresión fraccionaria resultante. 
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Solución En el segundo término usamos (x — 1) 1/2 = 1/ (x — 1) 1/2 y luego empleamos 
2(x — 1) 1/2 corno el mcd: 


(2x)(x - 1) 1/2 + (|)(x - 1) ì/2 (jc) = (:2x)(x - 1) 1/2 + ^ iy /2 

_ (2)(2x)(x - 1) + x 2 
2(x - 1) 1/2 
4xr — 4x + x 2 
2 (x - 1) 1/2 
5x 2 — 4x 
~ 2(x - 1) 1/2 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-6. 


En los problemas 1 a 8, simplifique la expresión racional. 
x 2 + 3x + 2 


x 2 + 6x + 8 
v 4 + 4v 2 4- 4 
4 - v 4 
z 2 - 9 


z 3 + 27 


x 2 — 2 xy — 3y 2 


X 2 - 

- 4 xy 4- 3y 2 

Sx 2 

- 7x - 20 

2X 2 

- 5x - 12 

4y 2 

+ 20 y + 25 

2y 3 

4- 3y 2 - 5y 


w 3 — 9 w 

w 3 

- 6 w 2 4- 9w 

a 2 b 

4- ab 2 

a 2 

- b 2 


8 . 


En los problemas 9 a 16, halle el minimo comun denomina- 
dor (mcd) de las expresiones racionales. 

1 4 


x 2 + x — 2' x 4- 2 


10. 


11 . 


12 . 


13. 


v 2 + 2v + 1 ’ V 2 - 3v - 4 

10 1 b 


b 3 + b 2 — 6 b' b 3 — 6 b r b — 2 

lxl 


x 2 — lOx 4- 25’ x 2 — 25’ x 2 + lOx + 25 

1_c_1 

c 2 + c c 2 + 2c + 1 c 2 — 1 


14. 


15. 


16. 


1 


p + r p 2 + 2pr + r 2 ’ p 3 + r 3 
1 x 1 

x 3 — x 2 ’ x 2 — 1 ' x 3 + 2x 2 + x 
y + 5 1 y + 5 


3/ - I4y 2 - 5y y’ y 2 - 5 y 


En los problemas 17 a 42, combine términos y simplifique la 
expresión racional. 

4x 5 

17. -+- 

4x + 5 4x + 5 

18. — 4- 4 


19. 


20 . 


s — 2 2 — s 

lz 1 


7z - 1 1 - lz 

3 6 


a — 2 a 2 4-4 


n, 2X 5 

21 . - + — 

x 4- 1 x 2 — 1 


22 . 


2 b 


23. 


2/7 4-1 b - 2 

y x 

y - x y + x 


„„ X X 

24. - 4- - 

x — y y — x 

2 r 

25. -h - 

r — r — 12 r + 3 

1 w w 2 4-1 

26. -— 4--r + 


w 4- 3 w4-l vi7“4-4w4-3 
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1 


27. 


28. 


2x 2 + 3x — 2 2x — 1 x + 2 

3 4z + 1 


29. 


30. 


2z + 3 4z 2 — 3z — 1 + 2z l + z - 3 

t - 4 f + 5 
f + 3 t - 2 


x 2 + X X + 1 
X 2 — 1 X 2 


31. (x 2 - 2x + 1) • 


X + 1 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 


42. 


x + 1 2x + 1 


x + y x + y 


En los problemas 43 a 64, simplifique la expresión fracciona- 
ria. 


43. 


x 2 


— + x 
xr 


44. 


1 1 

- + - 

s t 

l _ 1 
s t 


z + 


1 


45. 


2 + - 

z 


1 + r r 
-h 


46. 


1 - r 


1 — r r 
-h 


1 + r 


2/7 + 8 p + 4 

P - 1 2/7 

47 . 

x 2 + xj + y 2 

2 2 

x 2 t 

6x + 5 x + 1 


y x 

3x + 3 6x 2 — 7x — 10 


a a + 1 

1 + x x 2 + x — 12 

48 . 

a — 1 a 

2 + x 3 + 2x — x 2 

1-— 



a — 1 

li + 1 w + 1 


1 1 

u + 2 w + 7 

49 . 

(X + /7 ) 2 X 2 

3w + 1 2w + 1 

h 

vv - 4 w 


i 

50. 

2x + 2h + 1 

x + 5 

h 

x + 4 X 

51. 

i 

K> 

1 

Sr- 

1 

N) 

1 

x — 3 x + 1 


a + b 


52. 


a 1 + b 1 


q 1 - 1 

1 

■1 

53. 

-2 -2 
li A - V 

^r 2 + 2<gr — 3 

<7 + 3 

2 2 

x 2 — 3x + 2 

x — 2 

54. 

-2 1 -2 

U + V 

x 2 — 7x + 12 

x — 3 

2 _i_ 2 

W + V 

.T — 5s + 6 

2 — s 

55. 

1 ì 

Vm Vvv 

s 2 + Is + 10 

5 + 2 



56. 


57. 


V _ z 

Vz Vv 

1 


1 + 


Vx 


1 + 




58. 


- + — 
a Va 

l _ 1 _ 

b Vb 
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59. 


1 


respectivamente, se hallan conectadas en paratelo, enton- 
ces la resistencia (en ohmios) de la combinación està dada 
por 


60. 


_ 

(x + h) 3 x 3 

li 

2 _ 2 _ 
3x + 3/? 3x 


61. 


2x + 2 / 7—1 2x — 1 

h 


62. (x 2 - l)(j)(x + 1)“ 2/3 + (jc + l) 1/3 (2x) 

(x 2 + l)(|)(x- 1/2 ) - (x 1/2 )(2x) 

(x 2 + l) 2 

(x 2 + 8) 1/5 (5) - (5x)( 5 ) (x 2 + 8)“ 4 / 5 (2x) 


63. 


64. 


[(x 2 + 8) 1/3 ] 2 


1 

1 1 1 ' 

— + — + — 

^1 ^2 ^3 

Simplifique està expresión fraccionaria. 

66. Optica En el campo de la óptica, si p es la distancia del 
objeto a la lente y q es la distancia de la imagen a la lente, 
entonces la longitud focal de la lente està dada por 

1 

1 r 

- + - 

p q 

Simplifique està expresión fraccionaria. 


= Aplicaciones diversas 

65. Resistencia en un circuito Si tres resistencias en un cir¬ 
cuito eléctrico con resistencias de R h R 2 y ohmios, 


■4 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Conjunto: 

subconjunto 

unión 

intersección 

disjunto 

Numeros reales: 
nùmero naturai 
entero 

nùmero racional 
nùmero irracional 
nùmero negativo 
nùmero no negativo 
nùmero positivo 
Identidad multiplicativa 
Reciproco 

Propiedad distributiva 
Recta de los nùmeros reales: 
origen 
coordenada 


Expresión algebraica 
Relaciones de orden: 
menor que 
menor o igual que 
mayor que 
mayor o igual que 
Valor absoluto 
Desigualdad triangular 
Distancia en la recta numèrica 
Punto medio de un segmento de recta 
Leyes de los exponentes 
Exponente: 
base 

notación cientifica 
Radicai: 

raiz cuadrada 
raiz cùbica 
raiz M-ésima 

Racionalización del denominador 


Polinomio en una variable: 
monomio 
binomio 
trinomio 
coeficiente 
grado 
término 

coeficiente principal 
término constante 
Factorización completa 
Expresión racional: 
dominio 
numerador 
denominador 

Polinomio en dos variables 
Minimo comùn denominador 
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Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-7. 


= A. Verdadero/Falso 


26. La suma de dos numeros irracionales es irracional. 


En los problemas 1 a 26, conteste verdadero o falso. 


1 . —3.3 es mayor que —3._ 

2. Todo nùmero reai tiene reciproco._ 

3. 0/0 es un nùmero reai._ 

4. 7 t es un nùmero racional._ 

5. Todo nùmero reai se puede escribir corno cociente de dos 

enteros._ 

6 . Ningùn nùmero irracional puede escribirse corno una frac- 

ción._ 

7. V(-10) 2 = -10_ 

8. VTÒÒ = ±10_ 

P 112 

9. Para p > 0, _ 1/2 = p. _ 

10. Si x ìln = r, entonces r" = x. _ 


11. ElMCDde- 


1 


1 


es 


(r + 2) 2 J (r + 3) 3 0 + 2) 

(r + 3) 3 (> + 2) 3 ._ 

12. Para a>0,m>2yn>2 enteros positivos, 
= (Va)'". _ 


t - 1 

13. Para todo t, -= — 1. 

1 - t 

14. (w 2 + v” 2 )” 1 = w 2 + v 2 _ 


16. | —6x| = 6 \ x\ _ 

17. Si a y b son nùmeros reales, de modo que a < b, entonces 

a 2 < b 2 . _ 

18. Todo nùmero reai x posee un inverso multiplicativo. 


19. La expresión algebraica 6x 2 + V2x no es un polinomio. 


20. La rafz cùbica de un nùmero negativo es indefinida. 


21. ((x -1 ) -1 )' 1 = ^,x + 0_ 

22 . (a + b + c)(a + b — c) = (a + b) 2 — c 2 


24. (— 1)(— a + b — c) = a + b — c _ 

25. La suma de dos nùmeros racionales es racional. 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 22, llene los espacios en bianco. 

1. Los primeros tres enteros no negativos son_ 


2. — 10(x — y) = — lOx + lOy es un ej empio de la ley de 


3. E1 cociente Cld de la circunferencia de un circulo C y su 

diàmetro d es un nùmero_(racional o 

irracional). 

4. En la recta numèrica, el_del segmento 

que une — 1 y 5 es 2. 

5. En términos geométricos, a < b significa que el punto 
correspondiente a a en la recta numèrica se encuentra a la 
_del punto que corresponde a b. 

6. Si x es negativo, entonces | x | =_. 

7. El_de x ± 0 puede escribirse corno 1/x 

o corno x _1 . 

8 . Para x # 0, x° = _. 

9. Usando exponentes racionales, VxVx = x_. 

10. El dominio de la variable x en (3x + l)/(x 2 — 1) es_ 

11. La expresión 3x 4 — x 2 + 5x es un_de 

grado_con coeficiente principal_ 

_y término constante_ 


12 . Cuando simplificamos x(x + 2)/((x — 2) (x + 2)) a 

x/(x — 2), utilizamos la propiedad_. 

13. La distancia de a a b està dada por_. 

14. En la recta numèrica, el valor absoluto de un nùmero mide 

su distancia a_. 

15 . El nùmero 4.2 X 1CT 5 està escrito en_. 

16 . Los nùmeros reales ayb para los cuales\/a 2 + b 2 = a + b 

son_. 

17 . Se dice que los conjuntos {1, 3, 5} y {2, 4}, que no tienen 

elementos comunes, son_. 

18. En la recta de los nùmeros reales, si la distancia entre x y 

7 es 3, entonces x es_. 

19. En la expresión x 3 , x se llama_y 3 es 

el_. 

20 . La expresión Vx 2 + y 2 es un_de 

indice_. 
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21 . Para los numeros reales x y y, xy = yx es un ejemplo de la 

ley_de la multiplicación. 

22 . Si a < b, entonces_es positivo. 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 6, halle el conjunto indicado si A = 

{1, 3, 5, 7, 9}, B = {1,2, 3,4, 5} y C = {2, 4, 6, 8}. 

1. A U B 

2. A n B 

3. (AUB)nC 

4. (A n Q U B 

5. (A U B) U C 

6. (A n B) n c 

En los problemas 7 y 8 escriba la proposición dada corno una 
desigualdad. 

7. x — y es mayor o igual a 10. 

8. j es no negativo. 

En los problemas 9 a 12, inserte el signo apropiado: <, > 
o =. 

9. -1.4, — V2 

10 . 0.50j 

11. f,0.67 

12 . -0.9, -0.8 

En los problemas 13 a 18, halle el valor absoluto indicado. 

13. |V8 - 3 | 

14. |-(Vl5 - 4) | 

15. I x 2 + 5 | 

M 

16. - -r, X # 0 

|-x| 

17. \t + 5|, sif< -5 

18. I r — s |, si r > s 

En los problemas 19 y 20 encuentre: a) la distancia entre los 
puntos dados y b) la coordenada del punto medio del segmen¬ 
to de recta que une los puntos dados. 

19. -3.5, 5.8 

20 . V2, -V2 

En los problemas 21 a 38, elimine los exponentes negativos y 
cero, y simplifique. Suponga que todas las variables son posi- 
tivas. 

21 . (3mv 2 )(6m 2 v 3 ) 2 

Acr'b 2 

22 - 

16 ab 3 

(2x“V) _1 

o—i 


24. 

25. 

26. 


2x 5 v y 
6xW 5 

/-8cW 3 

l c-V 2 ; 


y + r 1 


x Li y ^ 

27 --- 

x 4/3y-7/9 

28. ((81w 2 z _1/2 ) _1 ) 1/4 

^125 



31. Vy(x 3 y 9 ) 2 

32. Vl25xyV5yzVxz 

33. y-(/7“V) 3 

34. V (x 2 + y 2 ) 2 

35. 4Vxy — + V2 xy 


y ah 5 - y b ‘* 


37. 

38. 


Vx 3 


En los problemas 39 y 40, escriba el nùmero en notación 
cientffica. 

39. 0.0000007023 

40. 158 000 000 000 

En los problemas 41 y 42, use notación cientffica para deter¬ 
minar la expresión dada. 

(16 000) (5 000 OOP) 2 
41 ' 0.00008 

/ (0.0001) (480 000) 

42 ' V 0.03 

43. Se estima que en 2009 los contribuyentes estadounidenses 
gastaron 52.67 miles de millones de dólares en la guerra 
contra las drogas. Escriba està cifra a) en forma decimai 
y b ) en notación cientffica. 

44. Un nanosegundo es 0.000000001 segundo. 

a) Escriba 0.000000001 segundo en notación cientffica. 

b) iA cuàntos nanosegundos es igual un segundo? 

En los problemas 45 a 52, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 

45. (4x 3 — 3x 2 + 6x — 2) — (x 2 — 3x + 4) 

46. (3x 4 — V2X 2 ) + x(V2x + 5) 
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66. 


47. (a + l)(a — 2)(<7 + 3) 
c 2 d 2 — 3 cd 3 + 5 c 3 d 2 
48 ' -e^- 

49. (3z 4 — 2z) 2 

50. (x 2 + 2;y) 3 

51. (3x 2 + 5y)(3x 2 - 5y) 

52. (m — v)(m 2 + mv + v 2 ) 

En los problemas 53 a 60, factorice los polinomios dados 
usando coeficientes enteros. 

53. 12x 2 - 19x - 18 

54. 16a 4 - 81 b 4 

55. 2xv + 3y — 6x — 9 

56. 4w 2 + AOwz 4- 100z 2 

57. 8x 3 - 125y 6 

58. 2x 3 + 3x 2 - 18x - 27 

59. 4r 4 - Aps + s 2 

60. 125 + 75mv + 15 u 2 v 2 + u 3 v 3 


Ve + 


]_ 

d 


d + 


Ve 


r 

- + 2 
s 


67. 


+ 2 


i + r 3 

68 ' ì - r 3 

4 _4 

(x + h ) 3 x 3 

69 ' h 

_I_ 1 

2(3 + h) 2 2 ( 3) 2 

70. — , 

h 

71. (8x)(^)(2x + ir 3/4 (2) + (2x + l) 1/4 (8) 

(x + 1) 5/2 (3x 2 )-(x 3 )(D(x + 1) 3/2 
72 ‘ [(x + 1) 5/2 ] 2 


En los problemas 61 a 72, realice las operaciones indicadas y 
simplifique. 

1 2 1 

61. r + 


62. 


x — 2 x + 2 x 2 ^ 4 

x 2 — l x 3 — 1 
X ' X 2 


63. fi + ìY-i 

\ x yj\x + yj 

64. (m~ 2 — v~ 2 )(v — m)” 1 


x + 


1 


65. 


X 2 H- 

X 


En los problemas 73 y 74, racionalice el denominador y sim¬ 
plifique. 

2 

73. 


Vs + Vr 


74. 


A/8 


En los problemas 75 y 76, racionalice el numerador y simpli¬ 
fique. 

V2x + 2/i + 3 — V2x + 3 


75. 


76. 


/; 


\/(x + h) 2 — (x + h) — Vx 2 — x 
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ECUACIONES Y DESIGUALDADES 


I 


En este capitulo 


3.1 Ecuaciones 

3.2 Traducción de palabras en una ecuación 

3.3 Ecuaciones cuadràticas 

3.4 Numeros complejos 

3.5 Desigualdades lineales 

3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto 

3.7 Desigualdades polinomiales y racionales 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Poco se sabe de la vida personal del matemàtico griego 
Diofanto, que vivió en Alejandria, Egipto, en el siglo in de la era cristiana. Su 
trabajo, sin embargo, fue de enorme importancia para el desarrollo del àlgebra 
e influyó profundamente en los matemàticos europeos del siglo xvii. Escribió 
varios tratados, de los cuales el màs famoso es Aritmètica, obra en 13 volu- 
menes. Està serie de textos trata principalmente de tipos especiales de ecua¬ 
ciones que en la actualidad se conocen corno ecuaciones diofànticas. Cuenta 
la leyenda que sobre la tumba de Diofanto se inscribió este epitafio: 

Diofanto vivió una sexta parte de su existencia en la ninez, una doceava 
parte en la juventudy una séptimaparte estuvo solferò. Cinco anos después 
de su matrimonio nació un hijo que murió cuatro anos antes que su padre, 
cuando tema la mitad de anos que vivió su padre (la edad a la que Diofanto 
murió ). 

Si x representa la edad de Diofanto al morir, la información anterior se repre¬ 
senta con la ecuación 

xxx x 

- + — H-1 5 H-h 4 = r. 

6 12 7 2 



El automóvil 
Oldsmobile 
Limited Touring 
modelo 1911 se 
menciona en el 
problema 82 de 
los ejercicios 
de repaso del 
capitulo 1 
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En este capitulo estudiaremos técnicas para resolver varios tipos de ecuaciones 
(incluida la anterior) y desigualdades. Veremos también còrno aplicar los méto- 
dos estudiados para dar solución a problemas pràcticos. 








| 3.1 Ecuaciones 


■ Introducción Una ecuación es una afirmación de que dos expresiones son iguales, en 
tanto que una desigualdad o inecuación plantea que una expresión es menor que otra. Una 
amplia gama de problemas de la vida reai puede expresarse corno ecuación o corno desigual¬ 
dad. Para empezar, en està sección aprenderàs cierta terminologia que describe las ecuaciones 
y sus soluciones. 

■ Terminologia Cuando se igualan entre si dos expresiones, y al menos una de ellas contiene 
una variable, entonces la proposición matemàtica es una ecuación en una variable. Por 
ej empio, 


Vx zr l = 2, x 2 - 1 = (x + l)(x - 1) y \x + 11 = 5 

son ecuaciones en la variable x. Una solución o raiz de una ecuación es cualquier nùmero 
que, sustituido en ella, la convierte en una proposición verdadera. Se dice que un nùmero satis- 
face una ecuación si es una solución de la ecuación. Resolver una ecuación significa hallar 
todas sus soluciones. 


EJEMPLO 1 


Comprobación de una solución 


E1 nùmero 2 es una solución de 3x — 2 = x + 2 porque cuando se sustituye en la ecuación 
obtenemos la proposición verdadera: 


el lado izquierdo el lado derecho 
es 6 — 2 = 4 es 2 — 2 = 4 


3(2) -2 = 2 + 2 


Como veremos mas addante, no hay otros valores de x que satisfagan està ecuación. = 


Consulte la sección 2.6 para repa- 
sar el concepto dominio de una 
variable. 


^ Una ecuación se llama identidad si todos los nùmeros del dominio de la variable la 

satisfacen. Si hay al menos un nùmero en el dominio de la variable que no la satisfaga, enton¬ 
ces se dice que es una ecuación condicional. 


EJEMPLO 2 


Una identidad y una ecuación condicional 


a) La ecuación 


x 2 - 1 

X — 1 


X + 1 


se satisface con el conjunto de todos los nùmeros reales excepto x = 1 . Como 1 no està 
en el dominio de la variable, la ecuación es una identidad. 

b) El nùmero 3 està en el dominio de la variable en la ecuación 4x — 1 = 2 , pero no la 
satisface porque 4(3) — 1 + 2 . Asf, 4.v — 1 = 2 es una ecuación condicional. = 


El conjunto de todas las soluciones de una ecuación se llama conjunto solución. En el 
ejemplo 1, el conjunto solución de 3x — 2 = x + 2 se escribe {2}. Lo invitamos a comprobar 
que el conjunto solución de la ecuación \x + 11 = 5 es {—6,4}. 
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■ Ecuaciones equivalentes Decimos que dos ecuaciones son equivalentes si tienen 
las mismas soluciones, es decir, si sus conjuntos solución son exactamente iguales. Por 
ejemplo, 

2x — 1 = 0, 2x = 1 y x = \ 

son ecuaciones equivalentes. Generalmente, resolvemos una ecuación encontrando una ecua- 
ción equivalente que tenga soluciones que se determinen fàcilmente. Las operaciones descri- 
tas a continuación producen ecuaciones equivalentes. 


Teorema 3.1.1 Operaciones que producen ecuaciones equivalentes 

i) Suine o reste en cada miembro o lado de una ecuación la misma expresión que repre¬ 
sente un nùmero reai. 

ii) Multiplique o divida cada miembro o lado de una ecuación por la misma expresión 
que represente un nùmero reai diferente de cero. 


EJEMPLO 3 


Una ecuación simple 


Resuelva 3x — 18 = 0. 

Solución Obtenemos està lista de ecuaciones equivalentes: 

3x — 18 = 0 

3x — 18 + 18 = 0+ 18 <— por i) del teorema 3.1.1 
3x = 18 
j(3x) = 5(18) 
x = 6. 


E1 conjunto solución de la ecuación es {6}. 


Como no es raro cometer errores aritméticos o algebraicos cuando se resuelve una ecua- Advertencia 

ción, siempre conviene comprobar cada solución sustituyéndola en la ecuación originai. Para 
comprobar la solución del ejemplo 3, se sustituye x con 6 en 3x — 18 = 0: 

3(6) — 18 = 0 

18 — 18 = 0 
0 = 0 . 

■ Ecuaciones lineaies Una ecuación de la forma 

ax + b = 0, con a A 0, (1) 

donde b es un nùmero reai, se llama ecuación lineai. La ecuación del ejemplo 3 es una ecua¬ 
ción lineai. Para resolver (1) procedemos de forma similar al ejemplo 3: 

ax + b = 0 

ax + b ~ b = 0 — b — por i) del teorema 3.1.1 
ax = —b 

1 1 

—(ax) — ( ■— b) 

_ b 
a' 

Asi, la ecuación lineai ax + b = 0, con a + 0 tiene exactamente una solución: { —bla}. 
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■ swigfliwCT Una ecuación lineai 

Resuelva 2x — 7 = 5x + 6. 


EJEMPLO 4 


Solución Debe dar razones por las que las ecuaciones que siguen son equivalentes 


2x — 7 = 5;r + 6 
2x — 7 — 5x = 5jc + 6 — 5jc 


— 3x — 7 = 6 
— 3x — 7 + 7 = 6 + 7 
—3x = 13 
-s(-3*) = -è(13) 

„ — 13 


Asf, la solución de la ecuación originai es {— 13/3} . = 

■ Soluciones extranas Cuando los dos miembros de una ecuación se multiplican por una 
expresión que contiene una variable, la ecuación resultante puede no equivaler a la originai, 
pues excluimos la multiplicación por 0 en la operación ii) del teorema 3.1.1. Por ejemplo, la 
multiplicación de la ecuación 2x = 4 por x produce 2x 2 = 4x. Las dos ecuaciones no son 
equivalentes, pues obviamente 0 es una solución de la ultima pero no lo es de la primera. 
Decimos entonces que 0 es una solución extrana de la ecuación originai. 


EJEMPLO 5 


Multiplicación de una ecuación por una variable 


Resuelva 


2 - 


1 

z + 1 


z 

z + 1 


( 2 ) 


Solución Al multiplicar los dos miembros de la ecuación por z + 1 se produce una 
ecuación lineai: 


( 2 + 1 ) 2 


1 


(z+ 1)-2-jC*-KTT 


z + 1 
1 




s-p-T 


- cancelar a la derecha 


= Z 


z-rt 
2z + 2— l=z<- 
z = -1. 


a la izquierda: leyes distributiva 
y de la cancelación 

a la izquierda: ley distributiva de nuevo 


Como multiplicamos por una expresión que contiene una variable, debemos comprobar 
Z = — 1 sustituyéndola en la ecuación originai (2). Obtenemos 


2 + 


L 

-1 + 1 


-1 

-1 + 1 


o 


2 


1 

+ — — 
0 


-1 

0 ’ 


Como la división entre 0 no està definida, z = — 1 no es una solución de la ecuación ori¬ 
ginai. Asi, — 1 es una solución extrana, y concluimos que la ecuación (2) no tiene solucio¬ 
nes, es decir, el conjunto solución es el conjunto vacio 0. = 


► Como se muestra en el ejemplo 5, es esencial comprobar una “solución” obtenida corno 

resultado de multiplicar ambos miembros de una ecuación por una expresión que puede ser 
0 para algunos valores de la variable. 


EJEMPLO 6 


Multiplicación de una ecuación por una variable 


Resuelva 


1 1 2 

-1-— ~X. -. 

x x — 4 xr ~ 4x 


(3) 
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Solución Para eliminar los denominadores en (3), multiplicamos ambos miembros por 
el mcd x(x — 4) de las fracciones en la ecuación: 


r i i 


- +- 

= x(x - 4) 

L* x - 4J 



i(x — 4) • + xpf — '■'47 ' = ' 

(x — 4) 4- x = 2 
2x = 6 
x = 3. 


2 

x 2 — 4x_ 
2 

xixr —^Fj 


{ leyes distributiva 
y de la cancelación 


Al sustituir x = 3 en (3), encontramos que este valor satisface la ecuación originai: 

I 1 2 2 

3 3-4~3 2 -4-3 

_2 _ _2 
_ 3 ~~ 3 


de modo que el conjunto solución es {3} . 


■ Resolución de una variable Empecemos por indicar que a menudo a resolver una 
variable se le denomina también despejar una variable. En otros cursos, en especial en 
fisica, encontrarà ecuaciones que contienen varias variables. Con frecuencia hay que resolver 
o despejar una variable determinada en términos de las restantes. En el ejemplo siguiente se 
ilustra està idea. 


EJEMPLO 7 


Resolución de otra variable 


La resistencia total R de un circuito eléctrico que contiene dos resistores, de resistencia R\ 
y R 2 , conectados en paralelo (véase la figura 3.1.1) se obtiene con 


J_ _ J_ J_ 

R Ri Ri 


Resuelva R 2 en términos de R y R [ ■ 



FIGURA 3.1.1 Circuito eléctrico del 
ejemplo 7 


Solución Primero, para eliminar las fracciones de la ecuación, multiplicamos sus dos 
miembros por la cantidad RR]R 2 , que es el minimo comun denominador de las fracciones 
de la ecuación: 


RR,R 


1“2 


1 \ /Il 

Rj V/?, r 2J 

KR { R 2 ■ ^ = RR[R 2 ■ ^ + RR& ■ ^ 
R{R 2 = RR 2 + RR i . 


leyes distributiva 
y de la cancelación 


Para obtener una ecuación equivalente con todos los términos que contengan R 2 del lado 
izquierdo, restamos RR 2 de ambos miembros de la ecuación: 

R\R 2 RR 2 — RR\. 

Puesto que R 2 es factor comun de cada término del miembro izquierdo, escribimos: 

R 2 (Ri ~ R) = RRi- 


Dividimos ambos lados entre R x — R para obtener el resultado deseado: 


^2 


RR { 

Ri - R 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-7. 


En los problemas 1 a 6 , determine si los pares dados de ecua- 
ciones son equivalentes. 

1. x = 8; x — 8 = 0 

2. x 2 = x; x = 1 

3. 4y — (y — 1) = 2; 3y = 1 

4. —2 z — 4 = 6 z + 10; — 4z = 7 


t t 

6 . x 2 = (x + l) 2 ; 2x + 1 = 0 

En los problemas 7 a 48, resuelva la ecuación dada. 

7. 2x + 14 = 0 

8 . 3x - 5 = 0 

9. -5w +1=2 

10 . lz + 8 = -6 

11. 7(y + 1) - 2 = 5(y + 1) + 2 

12 . 3y — 2 = y + 6 

13. x — (2 — x) = 3(x + 1 ) + x 

14. [2x - 2(x - 1)]5 = 4 - x 

15. \x -\ = 0 

16. 2 x + 5 = -1 

17. -5t + 3 = 4(f - 6 ) 

18. — 2) + |f = 2t + | 

19. \(u - 3) = 2n - | 

20. |,y + 1 = 1 - i? 

21 . 0.2x + 1.2 = 0.5 

22 . 2.1x — 3 = 0.5x + 0.2 

23. —3.6z + 1.3 = 0.2(z - 3) 

24. 4.5x — 1,5x = 0.3(2 — x) 

25. V2x - l — = V8x 

V2 

26. —^ + 1 = 2V3 - V3x 
V3 

27. p 1 + 6p — 1 = p 2 — p + 6 

28. r 2 + 5 = -(10r - r 2 ) 

29. (21 - l ) 2 = 4f2+ 1 

30. (vr — l)(w + 1) = w(w — 4) 

31. (x — l ) 3 = x 2 (x — 3) + x 

32. (x + 3 ) 2 + (x + 2 ) 3 = x 3 + lx 2 + 9 

1 2 

33. 2 + - = 3 + - 

x x 

2 1 

34. -1=5- 

t t 


35. 


s— 1 5+1 


36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 


1 3 

-+-= 0 

x — 1 4 — x 


1 


2y + 1 


y - 2 y — 
X =2 + 


x — 5 
2 x 


- 2 = 


x — 5 
-4 


x — 2 

3 — z _ z 
z ~ 2 z + 2 
3 1 


2 — x 


- 2 


x + 5 x — 2 x 2 + 3x — 10 
2 


3 4 

+ 


X + 1 X 

q 


2 - 1 X - 1 

6 


q — 3 q 2 — 2q — 3 
6 4 


= 1 


3w + 9 2w + 6 
3x 6 

+ 1 


= 0 


x — 2 x — 2 
x 2 + 3 x + 6 


= 1 


x — 3 3 — x 

4 ^ 12 ^ 

—-p + Vx = —p - vx 
Vx Vx 


1 


2Vx Vx Vx 

Halle a de manera que la solución de 3x + 3a = 6 x — a 
sea 4. 

Halle d de modo que la ecuación 
2 x — 1 x + d 


x + 2 x + 2 


= 0 


no tenga soluciones. 

51. Halle c de modo que 3(y — c) = 3y + 7 sea una identi- 
dad. 

52. Halle a de manera que (x — 1 )(x + a) = x 2 — 2x — a sea 
una identidad. 

53. Halle a de modo que 5 — z = ly3z + 2a= 10 sean 
ecuaciones equivalentes. 

54. Halle la relación entre aybsiax + b = 0 tiene la solución 
x = 5. 
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En los problemas 55 a 66 , resuelva para la variable indicada 
en términos de las variables restantes. 


66 . Superficie de un cilindro: 


55. Circunferencia de un cfrculo: 


A = 2nr(r + h), para h 


C = 27 rr, para r 

56. Perimetro de un rectàngulo: 

P = 2w + 21, para / 

57. Interés simple: 

I = Prt, para t 

58. Àrea superficial lateral de un cilindro: 

S = 2Trrh, para h 

59. Cantidad acumulada por interés simple: 


=Aplicaciones diversas 

67. Temperatura La relación entre la temperatura medida en 
grados Celsius ( T c ) y en grados Fahrenheit (T F ) està dada 
por T c = |(7> - 32). 

a) Resuelva la ultima ecuación para T F . 

b ) Con el resultado del inciso a), convierta las tempera- 
turas -5 °C, 0 °C, 16 °C, 35 °C y 100 °C en grados 
Fahrenheit. 

68. ^Alguien quiere jugar tenis? La velocidad v en pies/ 
segundo de una pelota de tenis t segundos después de que 
se lanzó hacia arriba con una velocidad inicial de 8 pie/s 
està dada por v = — 32f + 8 . ^Cuàntos segundos han trans- 
currido cuando a) v = 4 pies/s y b) v = 0 pies/s? 

69. Edad de Diofanto Al empezar el capftulo vimos que la 
ecuación 


A = P + Prt, para P 

60. Volumen de paralelepfpedo rectangular: 

V = Iwh, para h 

61. Término 77-ésimo de una sucesión aritmètica: 

a n = a + (n — 1 )d, para n 

62. Suma de una serie geomètrica: 


x 

- + 
6 


x x 

— -t- — 

12 7 


+ 5 + 


x 

— H~ 
2 


4 = x 


indicaba la edad x de Diofanto cuando murió. Determine 
cuàntos anos vivió Diofanto. 

70. Ritmo cardiaco Como informò Thomas Vaughan en 
Science and Sport (Boston: Little & Brown, 1970), una 
serie de 4 200 medidas tomadas a 136 atletas mundiales 
se convirtieron en la formula para la velocidad màxima 
del corazón / ln . ix en latidos por minuto durante el ejerci- 
cio. 


5 = 



para r 


63. Ley de la gravitación universal de Newton: 

7« 1 m 2 

F = g ——, para m l 
r 


64. Cuerpo en calda libre: 

s = \gt 2 + v 0 t, para v 0 


Ux = 0.98 1/5 + 5.948 


donde / 5 es el ritmo cardiaco tornado a los cinco segundos 
posteriores a la conclusión del ejercicio. 

a) El ritmo cardiaco màximo de un campeón de atletismo 
es de 215. Halle el ritmo cardiaco inmediatamente 
después del ejercicio. 

b) El ritmo màximo del corazón de un ciclista interna- 
cional es de 180. Halle el ritmo cardiaco inmediata¬ 
mente después del ejercicio. 

71. Gas ideal Para un gas ideal a baja presión, el volumen 
VaT grados Celsius està dado por 


65. Resistencia en un circuito paralelo: 


V = 


Vb 1 + 


273.15 / 


R = 


RjRi 
Rt + R 2 ’ 


para R 2 


donde V () es el volumen a 0° C. ( ',A qué temperatura es 
V = |Vo P ara un S as ideal a baja presión? 
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72. Nieve Estudios empmcos sobre la calda de nieve en Gran 
Bretana determinaron que el nùmero de dfas D en un ano 
en que el suelo està cubierto de nieve aumenta linealmente 
con la altitud 

D = 0.155//+ 11 

donde H es la altura medida en metros. 

a) Segun està fòrmula, ^cuàntos dfas hay una capa de 
nieve en el nivel del mar? 

b ) i A qué altura està fòrmula predice una capa de nieve 
durante un ano completo (365 dfas)? 

= Para la discusión 

73. Senale el error en el razonamiento siguiente: 

x = — 1 

X 2 + X = x 1 — 1 


x(x + 1) = (x — l)(x + 1) 
x — x — 1 

0 = - 1 . 

74. Considere està serie de ecuaciones: 

x 2 — l = x 1 + 4x — 5 
(x + l)(x - 1) = (x + 5) Oc - 1) 
x + 1 = x + 5 
1= 5. 

a) ( ,Cuàl es la solución de la primera ecuación de la se¬ 
rie? 

b ) Halle una ecuación en la serie que no sea equivalente 
a la ecuación que la antecede. 


| 3.2 Traducción de palabras en una ecuación 


■ Introducción El àlgebra es util para resolver muchos problemas pràcticos, por ejemplo, 
de razón de cambio, mezclas, dinero, etcétera. Como estos problemas se expresan con pala¬ 
bras, la idea bàsica consiste en traducir éstas para construir una ecuación algebraica apropiada. 
Como no hay un procedimiento ùnico para hacer està traducción, se requiere trabajo, pràctica 
y paciencia para adquirir pericia en la resolución de problemas de està clase. Las sugerencias 
siguientes resultan ùtiles. 


SUGERENCIAS PARA CONSTRUIR UNA ECUACIÓN 


i ) Lea el problema cuidadosamente. 

ii) Lea de nuevo el problema e identifique una cantidad desconocida que se 
necesite hallar. 

Hi) Si es posible, trace un diagrama. 

iv) Asigne una variable, digamos x, que represente la cantidad desconocida. 
Escriba la definición de està variable en una hoja. 

v) Si es posible, represente cualquier otra cantidad que haya en el problema en 
términos de x. 

vi) Escriba una ecuación que exprese con precisión la relación descrita en el pro¬ 
blema. 


vii) Resuelva la ecuación. 

vili) Compruebe que su respuesta concuerde con todas las condiciones planteadas 
en el problema. 


■ Problemas de edad El primer ejemplo se relaciona con la edad. 
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EJEMPLO 1 


Problema de edad 

Hace dos anos John tema cinco veces la edad de Bill. Ahora es 8 anos mayor que él. 
Encuentre la edad actual de John. 

Solución La cantidad desconocida por determinar es la edad actual de John, entonces 
asignamos 

x = edad actual de John 

Luego representamos las otras cantidades del problema en términos de x: 
x — 8 = edad actual de Bill 
x — 2 = edad de John hace dos anos 
(x — 8) — 2 = x ~ 10 = edad de Bill hace dos anos 

Quizà resuite util presentar la información en una tabla corno ésta: 



Edad actual 

Edad hace dos anos 

John 

X 

x — 2 

Bill 

x — 8 

x - 10 


Una ecuación que expresa la relación de sus edades hace dos anos es 

x — 2 = 5(x — 10) 

Resolvemos està ecuación: 

x — 2 = 5x — 50 
48 = 4x 
x = 12 

Entonces, la edad actual de John es 12. 

Comprobación si John tiene ahora 12 anos. Bill debe tener 4. Hace dos anos John tema 
10 y Bill 2. Como 10 = 5(2), la respuesta es correda. = 

■ Problemas de inversión Muchos problemas de inversión utilizan la fòrmula del interés 
simple 


I = Crt, (1) 

donde / es la cantidad de interés ganada por una suma de dinero C (llamada capitai) invertida 
a una tasa de interés simple de porcentaje r durante t anos. Como se muestra el ejemplo 2, 
resulta util organizar los datos en una tabla. 


EJEMPLO 2 


Interés simple 


Una empresaria planea invertir un total de 30 000 dólares. Parte de està suma se invertirà 
en un certificado de deposito que paga 3% de interés simple y el resto en un fondo de 
inversión que produce 5.5% de interés simple. ^Cuànto debe invertir en cada uno para 
obtener un rendimiento de 4% sobre su dinero después de un ano? 


Solución En (1) identificamos r = 0.03 y t = I . Si x representa la cantidad (en dólares) 
invertida en el depòsito, entonces 


30 000 — x = cantidad en dólares invertida en el fondo de inversión 
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En la tabla siguiente se résumé la información. 



Capital 

C 

Tasa de interés 

r 

Tiempo 

t 

Interés ganado 

I = Crt 

Certificado 
de depòsito 

X 

0.03 

1 ano 

*(0.03)(1) = 0.03* 

Fondo de 
inversión 

30 000 - * 

0.055 

1 ano 

(30 000 -*)(0.055)(1) 

= 0.055(30 000 - *) 

Inversión 

equivalente 

30 000 

0.04 

1 ano 

(30 000)(0.04)(1) = 

1 200 


Como el interés combinado procedente del certificado de deposito y el fondo de inversión 
va a igualar el de una inversión total equivalente hecha a 4% de interés simple, tenemos 


0.03* + (0.055)(30 000 - x) = 1 200 
Empezamos a resolver està ecuación multiplicàndola por 100: 

3* + (5.5X30 000 - x) = 100(1 200 ) 

3x + 165 000 - 5.5*= 120 000 
-2.5*= -45 000 
*= 18 000 

Se deben invertir 18 000 dólares en el certificado de deposito y 30 000 — 18 000 = 12 000 
en el fondo de inversión. 

Comprobación la suma de $18 000 y $12 000 es $30 000. El interés ganado sobre el 
certificado de depòsito es de ($18 000)(0.03)(1) = $540. El interés ganado sobre el fondo 
de inversión es de ($12 000)(0.055)(1) = $660. Si los $30 000 se invirtieron a 4%, el inte¬ 
rés ganado seria ($30 000)(0.04)(1) = $1 200. Como $540 + $660 = $1 200, la respuesta 
es correda. = 


■ Problemas de velocidad Si un objeto se mueve a una velocidad constante r, entonces la 
distancia d que recorre en t unidades de tiempo se obtiene con la fòrmula distancia = velo¬ 
cidad X tiempo, que expresada en sfmbolos es 

d = rt (2) 

Otras formas de (2) que pueden ser utiles al resolver ciertos problemas de velocidad son 


r = 


d 

t 



(3) 


Comunmente, la parte mas diffcil de resolver en un problema de distancia es determinar qué 
relación expresar corno ecuación. Puede ser util considerar las preguntas siguientes: 

• ;,Hay dos distancias (o tiempos o velocidades) que sean iguales? 

• ( : ,Es la suma de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 

• ( : ,Es la diferencia de dos distancias (o tiempos o velocidades) una constante? 

En el ejemplo siguiente se emplea la segunda ecuación en (3). 


EJEMPLO 3 


Problema de velocidad 


Una motociclista tarda 1 hora y 30 minutos mas en la noche que en el dia viajar entre dos 
ciudades. En la noche recorre un promedio de 40 millas por hora en tanto que en el dia 
puede recorrer un promedio de 55 millas por hora. Encuentre la distancia entre las dos 
ciudades. 


Solución Asignemos d a la distancia entre las dos ciudades. En la tabla siguiente se 
muestra la distancia, la velocidad y el tiempo de cada viaje. 
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Como se tarda 1.5 horas mas recorrer la distancia entre las dos ciudades en la noche, 
tenemos 


d d 
40 55 


1.5. 


Multiplicamos ambos miembros de està ecuación por (40)(55) = 2 200 y resolvemos: 

55 d - AQd = 3 300 
15 d = 3 300 
d = 220 


La distancia entre las dos ciudades es de 220 millas. 

Comprobación el tiempo en la noche es de 220/40 = 5.5 horas; por su parte, durante el 
dia es 220/55 = 4 horas. Como 5.5 — 4 = 1.5, la respuesta es correda. = 


■ Problemas de mezclas Este tipo de problemas se presentan sobre todo en quimica, 
farmacologia, manufactura y situaciones de la vida diaria. Al resolver problemas de mezclas, 
nos centramos en la cantidad de un elemento que hay en cada una de las diferentes combina- 
ciones. De nuevo, resulta util organizar la información en una tabla, corno en el ejemplo 4. 


EJEMPLO 4 


Problema de mezclas 


Halle cuàntos litros de alcohol puro deben anadirse a 15 1 de solución que contiene 20% 
de alcohol para que la mezcla resultante sea de 30% de alcohol. 

Solución Si * representa la cantidad de alcohol puro anadida, entonces 

15 + x = cantidad en litros en la nueva solución 


En la tabla siguiente se résumé la información dada: 



Litros de 
solución 

Concentración 
de alcohol 

Litros de alcohol 

Solución originai 

15 

0.20 

0.20(15) 

Alcohol puro 

X 

1.00 

1 .00* 

Mezcla resultante 

15 + * 

0.30 

0.30(15 + *) 


Como la cantidad de alcohol en la solución originai mas la cantidad de alcohol puro ana¬ 
dida es igual a la cantidad de alcohol en la mezcla resultante, tenemos: 

0.20(15) + 1.00* = 0.30(15 + x) 

3 + * = 4.5 + 0.3* 

0.7* = 1.5 



La cantidad de alcohol puro anadida es y 1. 

Comprobación si se agregany 1 de alcohol, la nueva solución, que suma 15 + y = y^ 1, 
contiene (0.20)(15) + y = y 1 de alcohol. Como y/y^ = 0, la nueva solución es de 30% 
de alcohol y la respuesta es correda. = 
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■ Problemas de trabajo Varias personas (o màquinas) que hacen el mismo trabajo, cada 
una a velocidad constante, completan la labor mas ràpido que si trabajaran solas. Entonces, 
para resolver problemas de trabajo utilizamos el principio bàsico siguiente: 

Si un individuo puede hacer todo el trabajo en T unidades de tiempo, entonces en x 
unidades de tiempo se termina una parte x/T del trabajo. (4) 

Por ejemplo, si una persona puede hacer un trabajo completo en 5 horas, entonces en 3 horas 
termina j del trabajo. 


EJEMPLO 5 


Problema de trabajo 


Trabajando sola, la bomba A llena un tanque en 2 horas y la bomba B llena el mismo tan- 
que en 3. Determine la rapidez con que las bombas llenarfan el tanque trabajando juntas. 


Solución Si asignamos a x el nùmero de horas que ambas bombas requieren para llenar 
el tanque juntas, entonces 


x 

— = fracción del trabajo completo culminado en x horas por una bomba A 


x 

~ = fracción de todo el trabajo culminado en x horas por una bomba B 
Està información se sintetiza en la tabla siguiente. 



Tiempo (en horas) 
para completar todo 
el trabajo 

Fracción de trabajo 
completado en x horas 

Bomba A 

2 

X 



2 

Bomba B 

3 

X 



3 

Ambas 

X 

1 


La suma de las fracciones hechas por cada bomba en x horas es 1, pues las dos bombas, 
al trabajar juntas, terminan todo el trabajo en x horas. Entonces tenemos 



Comenzamos por multiplicar la ecuación por el minimo comun denominador de las frac¬ 
ciones. Luego, al resolver para x hallamos que 


3x + 2x = 6 

5.r = 6 
6 

x = 5- 

Juntas, ambas bombas tardan f horas = 1.2 h (o 1 hora y 12 minutos) en llenar el tanque. 
Comprobación En § horas la bomba A llena f/2 = | de tanque, en tanto que la bomba B 
llena f/3 = § de tanque. Como f + f = 1, la solución es correcta. = 


■ Problemas diversos Ademàs de los problemas de edad, inversión, velocidad, mezclas y 
trabajo que acabamos de considerar, hay una gran variedad de problemas que se expresan en 
palabras. Terminamos està sección con dos ejemplos adicionales. 
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EJEMPLO 6 


Problema de lindes 

Un campo rectangular 20 m mas largo que ancho està circundado por exactamente 100 m 
de cerca. <',Cuàles son las dimensiones del campo? 


Solución La descripción geomètrica de este problema nos obliga a trazar un diagrama 
(figura 3.2.1). Si asignamos w al ancho del campo en metros, entonces 

w + 20 = largo del campo en metros 

Como el perimetro del campo es de 100 m, tenemos 



w + 20 


dos anchos dos largos 

100 = w + w + (w + 20) + (w + 20) 


FIGURA 3.2.1 Campo del ejemplo 6 


o bien, 


100 = 2w + 2 (w + 20 ) 

Despejamos w y encontramos que 

100 = 4 w + 40 
60 = 4 w 
15 = w 

Asf, el ancho es w = 15 m y el largo es w 4- 20 = 35 m. 

Comprobación El largo es de 20 m mas que el ancho, pues 35 — 15 = 20, y la cantidad 
de cercado requerida es 2(35) + 2(15) = 70 + 30 = 100. Entonces, la respuesta es co- 
rrecta. EE 


EJEMPLO 7 


Mejora del promedio de calificaciones 


Un estudiante obtiene 75 y 82 puntos en sus dos primeros exàmenes. /,Qué puntaje en el 
próximo examen elevarà a 85 su promedio? 


Solución Empezamos por hacer que x represente el puntaje en el futuro tercer examen. 
Luego, el promedio de los tres exàmenes es 


75 + 82 + x 
3 


Como este promedio debe igualarse a 85, tenemos que 


75 + 82 + x 
3 


= 85. 


Multiplicamos cada miembro de està ultima ecuación por 3 y despejamos x: 

75 + 82 4- x = 3(85) 

157 + x = 255 
x = 98 


Por tanto, un puntaje de 98 en el tercer examen elevarà a 85 el promedio del estudiante. 

Comprobación Si la puntuación obtenida en los tres exàmenes es de 75, 82 y 98, respec- 
tivamente, el promedio del estudiante serà 


75 + 82 + 98 
3 


= 85. 


Por tanto, la respuesta es correda. 


3.2 Traducción de palabras en una ecuación 


123 















Notas del aula 

Cuando empiece a hacer los ejercicios 3.2, recuerde las sugerencias dadas en la pàgina 
118. Leer y profundizar en los ejemplos de està sección puede ayudarle y ofrecer pasos 
faltantes en las soluciones. Examine còrno seguimos nosotros las sugerencias. Y, sobre 
todo, no se desanime. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-7. 


En los problemas 1 a 46, construya y resuelva una ecuación a 
partir de las palabras dadas. 

= Problemas de numeros 

1. Encuentre dos numeros enteros cuya suina sea 50 y cuya 
diferencia sea 26. 

2. E1 cociente de dos numeros es 4. Un nùmero es 39 menos 
que el otro. Halle los dos numeros. 

3. Encuentre tres numeros enteros consecutivos cuya suma 
sea 48. 

4. La diferencia de los cuadrados de dos numeros pares con¬ 
secutivos es 92. Halle los dos numeros. 


tasa de interés anual de 8 %. Otra inversión de $10 000 està 
a una tasa de interés anual de 9%. <Cuàl es la tasa de inte¬ 
rés anual que recibe sobre la tercera inversión de 12 000 
dólares? 

9. La senora Beecham invirtió parte de 10 000 dólares en un 
certificado de ahorros a 7% de interés simple. El resto lo 
invirtió en un tftulo que producfa 12%. Si recibió un total 
de 900 de interés por el primer ano, ( ' cuànto dinero invir¬ 
tió en el tftulo? 

10. Los Wilson tienen 30 000 dólares invertidos a 12% y otra 
suma invertida a 8.5%. Si el ingreso anual sobre la cantidad 
total invertida equivale a un porcentaje de 10 % sobre 
el total, ^cuànto invirtieron a 8.5%? 


= Problemas de edad 

5. En 5 anos Bryan tendrà tres veces la edad que tenia hace 
7 anos. ^Cuàntos anos tiene? 

6 . La firma sanitaria Papik e Hijo anuncia “30 anos de expe- 
riencia” en higiene sanitaria. Si el padre tiene 16 anos màs 
de experiencia en higiene sanitaria que su hijo, ^cuànto 
tiempo de experiencia en higiene sanitaria tiene cada 
cual? 


= Problemas de inversión 

7. Una pareja tiene 40 000 dólares para invertir. Si invierte 
$16 000 a 12% y $14 000 a 8 %, qué porcentaje debe 
invertir el resto para tener un ingreso de 4 000 proveniente 
de sus inversiones? 

8 . lanette tiene tres inversiones, de las que recibe un ingreso 
anual de 2 780 dólares. Una inversión de $7 000 està a una 


= Problemas de velocidad 

11. Un auto viaja de A a B a una velocidad promedio de 55 
mph, y regresa a una velocidad de 50 mph. En todo el viaje 
se lleva 7 horas. Halle la distancia entre A y B. 

12. Un jet vuela con el viento a favor entre Los Angeles y 
Chicago en 3.5 h, y contra el viento de Chicago a Los 
Angeles en 4 h. La velocidad del avión sin viento es de 
600 mi/h. Calcule la velocidad del viento. (; Qué distancia 
hay entre Los Angeles y Chicago? 

13. Una mujer puede caminar al trabajo a una velocidad de 3 
mph, o ir en bicicleta a 12 mph. Demora una hora màs 
caminando que yendo en bicicleta. Encuentre el tiempo 
que se tarda en llegar al trabajo caminando. 

14. Un nino sale del punto P en bicicleta y avanza a una velo¬ 
cidad de 15 km/h. Al cabo de treinta minutos otro nino 
sale del punto P en una bicicleta y avanza a diferente velo¬ 
cidad. Alcanza al primer ciclista l\ horas después. Calcule 
la velocidad del segundo ciclista. 
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15. Un hombre recorre 280 km en automóvil y luego recorre 
otros 50 km en bicicleta. E1 tiempo total del viaje fue de 
12 h y la velocidad en la bicicleta fue de | de la velocidad 
en automóvil. Calcule cada velocidad. 

16. Un cohete llevó una càpsula a la atmosfera. La càpsula 
aterrizó 72 minutos màs tarde, después de hacer un con- 
trolado descenso con una velocidad vertical promedio de 
420 km/h. Si el cohete tenia una velocidad vertical prome¬ 
dio de 1 010 km/h desde el despegue hasta que se lanzó la 
càpsula, qué altura se lanzó la càpsula? 

= Problemas de mezclas 

17. El radiador de un automóvil contiene 10 cuartos [de galón] 
de una mezcla de agua y 20 % de anticongelante. ^Qué 
cantidad de està mezcla debe vaciarse y reemplazarse por 
anticongelante puro para obtener una mezcla de 50% en 
el radiador? 

18. Una podadora de césped funciona con una mezcla de com- 
bustible compuesta por 23 partes de gasolina y 1 parte de 
petróleo. /Guarita gasolina debe anadirse a un litro de una 
mezcla compuesta por 5 partes de gasolina y 1 parte de 
petróleo para obtener la mezcla correda? 

19. Cierta marca de tierra para macetas contiene 10% de humus 
y otra marca contiene 30%. /.Guanto de cada tierra debe 
mezclarse para producir 2 pies cubicos de tierra para mace¬ 
tas compuesta por 25% de humus? 

20. El jefe de una estación de servicio comprò 15 000 galones 
de gasolina condente y de primera calidad por 37 000 dóla- 
res. El precio mayorista fue de $2.40 por galón para la 
gasolina corriente y $2.60 por galón para la gasolina de 
primera calidad. Determine cuàntos galones de cada clase 
de gasolina se compraron. 

21. Un carnicero vende carne molida de res de cierta calidad 
a $3.95 la libra y de otra calidad a $4.20 la libra. Quiere 
mezclar las dos calidades para obtener una mezcla que se 
venda a $4.15 la libra. /.Qué porcentaje de carne de cada 
calidad debe usar? 


= Problemas de trabajo 

22. Si Meagan puede completar una tarea en 50 minutos tra- 
bajando sola y Colleen puede hacerlo en 25 min, /.cuànto 
tiempo tardaràn trabajando juntas? 

23. Si Karen puede recoger un sembradlo de frambuesas en 6 
horas y Stan puede hacerlo en 8 horas, /cuàn ràpido pueden 
recoger el sembradlo juntos? 

24. Con dos mangueras de distinto diàmetro se llena una tina 
en 40 minutos. Una manguera llena la tina en 90 minutos. 
Determine en cuànto tiempo la Renarla la otra manguera. 

25. Margot limpia su habitación en 50 minutos ella sola. Si 
Jeremy la ayuda, tarda 30 minutos. /.Cuànto tiempo tardarà 
Jeremy en limpiar la habitación él solo? 

26. Un tubo de escape puede vaciar un tanque en 4 horas. El 
tubo estuvo abierto durante 1.5 horas y luego fue cerrado. 
En ese momento se abrió un segundo tubo y tardò 2 horas 
en terminar de vaciar el tanque. /.Cuànto tiempo le habrla 
tornado al segundo tubo solo vaciar el tanque? 


= Problemas de dimensiones 

2 

27. El perimetro de un rectàngulo es de 50 cm y el ancho es 5 
de la longitud. Encuentre las dimensiones del rectàn¬ 
gulo. 

28. El àrea de un trapecio es de 250 pies cuadrados y la altura 
es de 10 pies. /.Cuàl es la longitud de la base mayor si la 
base menor mide 20 pies? 

29. El lado mayor de un triàngulo es 2 cm màs largo que el 
lado menor. El tercer lado tiene 5 cm menos que el doble 
de la longitud del lado menor. Si el perimetro es 21 cm, 
/.cuàl es la longitud de cada lado? 

30. Un granjero desea encerrar un campo rectangular y divi- 
dirlo en tres partes iguales con cercado (véase la figura 
3.2.2). Si la longitud del campo es tres veces el ancho y se 
requieren 1 000 metros de cercado, /.cuàles son las dimen¬ 
siones del campo? 



FIGURA 3.2.2 Campo cercado del problema 30 


31 . El àrea de un cfrculo es 8077 cm 2 menor que el àrea de uno 
cuyo radio es 4 cm mayor. Encuentre el radio del cfrculo 
màs pequeno. 

= Problemas diversos 

32. Dosis de un medicamento La regia de Friend para con¬ 
vertir la dosis para adulto de un medicamento en una dosis 


infantil supone una relación entre la edad y la dosis y se 
emplea para ninos menores de 2 anos: 

edad en meses 

-X dosis para adultos = dosis infantil. 

150 F 

/.A qué edad la dosis para adultos es 10 veces la dosis 
infantil? 
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33. Joshuaseesfuerzaporpasardeano Joshua presentò un 
examen. Si debe obtener 99 puntos en un segundo examen 
para tener un promedio de 73 en ambos exàmenes, ( 'cuànto 
obtuvo en el primero? 

34. Intento para obtener 80 Antes del examen final un estu- 
diante tiene calificaciones en las pruebas parciales de 72 y 
86 . Si el examen final representa la mitad de la calificación 
final, ( ; qué calificación debe obtener en el examen este 
estudiante para terminar el curso con un promedio de 80? 

35. Politica de clase Judy venció a John en una rigurosa 
elección de presidente del salón de los de ultimo ano, 
donde se registraron 211 votos. Si cinco estudiantes hubie- 
ran votado por John en vez de Judy, John habrfa ganado 
por un voto; ^cuàntos estudiantes votaron por Judy? 

36. ^Cuàntos...? En la escuela de la avenida Cayley, 40 
alumnos mas de la mitad son ninos. Si la cantidad de ninas 
que van a la escuela es dos menos la mitad del numero de 
ninos, <■ cuantos alumnos asisten en total a la escuela? 

37. Problema monetario Kurt tiene cuatro monedas mas de 
10 centavos que de 5 centavos. Si el valor total de estas 
monedas es de $2.35, halle cuàntas monedas de 10 y de 5 
centavos tiene Kurt. 

38. Otro problema monetario Heidi tiene $4.65 en monedas 
de cinco, diez y veinticinco centavos. Tiene cuatro mone¬ 
das mas de veinticinco centavos que de diez centavos y 
cinco monedas mas de cinco centavos que de veinticinco 
centavos. ^Cuàntas monedas de cada tipo tiene Heidi? 

39. Juego de numeros El digito correspondiente a las uni- 
dades de un numero de dos dlgitos es cinco mas que el 
digito que corresponde a las decenas. Si el numero originai 
se divide por el nùmero que se forma al invertir los dlgitos 
del primero, el resultado es g. Halle el nùmero originai. 

40. Mas juegos de numeros El denominador de una fracción 
es dos mas que el numerador. Si tanto el numerador corno 
el denominador se aumentan en una unidad, la fracción 
resultante es igual a 3 . Encuentre el numero originai. 

41. iSoborno? El senor Chaney y su hijo Ryan acordaron 
que el senor Chaney darla a Ryan 5 dólares por cada pro¬ 
blema de palabras que Ryan resolviera correctamente, pero 
que éste pagarla a su padre 5 dólares por cada solución 
incorrecta. Después de que Ryan hubo completado 70 pro- 
blemas, ninguno le debla nada al otro. ^Cuàntos problemas 
resolvió correctamente Ryan? 

42. Obtener un aumento Un trabajador obtuvo 6% de 
aumento, lo que representa 480 dólares. /Guài era el anti- 
guo salario? /,Cuàl es el nuevo salario? 

43. ìSe paga solo? Una empresa de gas vende una manta 
aislante para un calentador de agua en $20. Asegura que 
la manta reduce los costos de combustible en 10%. Si el 
costo promedio mensual de combustible que consume el 
calentador de agua es de $20, quando se “pagarà sola” la 
manta? 


44. Pago de impuestos En un banquete, el administrador de 
un restaurante alquila un bar con bebidas valuadas en cifras 
redondas para simplificar las transacciones. Se incluye 5% 
del impuesto de ventas en los precios redondeados. Al 
final del banquete, el administrador encuentra exactamente 
200 dólares en la registradora. Sabe que 10 dólares son 
mucho dinero para el impuesto, pero es incapaz de deducir 
la cantidad correda que se debe pagar. 

a) Explique por qué 10 dólares son demasiado impuesto. 

b ) Halle la cantidad correda de impuesto de venta (has- 
ta el ùltimo centavo). 

45. Empleado necesita mas capacitación Para un descuento 
de 25% en las ventas, un tenderò siempre calcula primero 
el descuento y luego anade 6% del impuesto de ventas. 
Otro empleado en el mismo almacén siempre anade pri¬ 
mero el impuesto de ventas y luego aplica el descuento. 

a) ^Hay alguna diferencia? 

b ) ^Puede demostrar que éste siempre es el caso para 
cualquier descuento d% y cualquier impuesto de ven¬ 
ta f%? 

46. Plantas competidoras Dos plantas industriales que pro- 
ducen componentes idénticos de maquinaria estàn locali- 
zadas a 100 millas sobre el rio Watchacallit (figura 3.2.3). 
Ambas plantas venden componentes al mismo precio, $150 
dólares. Sin embargo, corno una pianta està rio arriba, sus 
costos de embarque son mas bajos para los clientes ubica- 
dos en medio de las dos plantas: 30 centavos por milla por 
componente en vez de 75 centavos por milla. 


FIGURA 3.2.3 

Plantas industriales 
del problema 46 

a) Supón que un cliente comprarà a la pianta que ofrezca 
el costo total mas bajo. ^A qué distancia rio arriba 
tendrà clientes la pianta de rio abajo? 

b ) ^Cómo cambia su respuesta del inciso a) si las dos 
plantas elevan el precio de sus componentes de 150 a 
160 dólares? 

c) ^Cómo cambia su respuesta del inciso a) si los costos 
de embarque se duplican? 

d ) /.Qué precio de venta tendrfa que ofrecer la pianta de 
rio abajo para recuperar la mitad del territorio entre 
las dos plantas? 
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| 3.3 Ecuaciones cuadràticas 


■ Introducción En la sección 3.1 vimos que una ecuación lineai es la que puede escribirse 
en la forma estàndar ax + b = 0, con a 0. La ecuación ax + b = 0, con a =£0, es un tipo 

especial de ecuación polinomial. Una ecuación polinomial de grado n es una ecuación de ^ Repase la defìnición de polinomio 

la forma en l a sección 2.6. 


a n x?' + a„-\X n * + ■■■+ 02 X 2 + a\X + ciq = 0, con a n =£ 0, (1 ) 

donde n es un numero entero no negativo y a,-, i = 0, 1... n, son numeros reales. Una ecuación 
lineai corresponde al grado n = 1 en la ecuación (1). Salvo por los sfmbolos, que son dife- 
rentes, ax + b es lo mismo que a\X + a 0 - 

La solución de una ecuación polinomial se llama raiz de la ecuación. Por ejemplo, 
sabemos que —bla es la ùnica raiz de la ecuación polinomial lineai de primer grado 
ax + b = 0. 

En està sección examinamos las ecuaciones polinomiales de segundo grado o ecuaciones 
cuadràticas. Una ecuación cuadràtica es una ecuación polinomial que puede escribirse en la 

forma estàndar: 


ax 2 + bx + c = 0 , con a A 0 ( 2 ) 

Las ecuaciones polinomiales de mas alto grado se estudiaràn en el capftulo 6 . 

Muchos problemas sobre objetos en movimiento implican ecuaciones cuadràticas. Por 
ejemplo, si se lanza un globo de agua con una velocidad inicial de 48 pies/s directamente 
hacia abajo desde una ventana de un dormitorio 64 pies arriba del suelo, la altura 5 (en pies) 
arriba del suelo después de t segundos està dada por 

5 = — lór 2 - 48/ + 64 

Cuando el globo golpea el suelo, su altura s es igual a 0, por lo que hallamos el tiempo trans- 
currido al solucionar 


-16r - 48/ + 64 = 0 


Al dividir entre —16, està ecuación equivale a 

t 2 + 3t — 4 = 0 (3) 

^ Véase la sección 2.7. 

^ Véase la propiedad Sii) en la sec¬ 
ción 2.1. 


■ Mètodo de factorización Como veremos, la ecuación (3) se resuelve fàcilmente por 
medio del mètodo de factorización. Este mètodo se basa en la propiedad de la multiplica- 
ción por cero que se expuso en la sección 2.1. Recuerde: si a y b representan numeros reales 
y a ■ b = 0, entonces a = 0 o b = 0. La tècnica se ilustra en el ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 1 


Solución por factorización 


Resuelva 2x 2 + 5.v — 3 = 0. 


Solución La ecuación ya està en la forma estàndar. Al factorizar su miembro izquierdo 
obtenemos la ecuación equivalente 


(x + 3)(2* -1) = 0 


Si aplicamos la propiedad de la multiplicación por cero concluimos que 

x+3 = 0 o 2x — 1=0 

Las soluciones de estas ecuaciones lineales son x = — 3 y x = respectivamente. El hecho 
de que éstas sean rafces de la ecuación dada puede comprobarse por sustitución. El conjunto 
solución es {—3, 5 }. = 
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Como se ve en el ejemplo del 
globo de agua, no todas las solu- 
ciones de una ecuación necesaria- 
mente satisfaràn las condiciones 
que requiere el problema. 


Ahora podemos resolver fàcilmente la ecuación (3) para hallar el tiempo que tarda el 
globo en llegar al suelo. Primero escribimos t 2 + 3/ — 4 = 0 en su forma factorizada: 

(t + 4)(/ - 1 ) = 0 

Segun la propiedad de la multiplicación por cero, debemos resolver f 44 = 0 y / — 1 =0. 
Las soluciones de estas ecuaciones son t = — 4 y / = 1. Por sustitución, podemos comprobar 
que tanto t=— 4 corno / = 1 satisfacen la ecuación cuadràtica — 16r — 48/ 4- 64 = 0. Como 
/ = 1 segundo es la unica respuesta positiva, es la ùnica solución significativa al problema 
fisico. 


EJEMPLO 2 


Solución porfactorización 


Resuelva 12x 2 4- 15x = 18. 


Solución Como planeamos usar el mètodo de factorización, debemos empezar por es- 
cribir la ecuación en la forma estàndar ax 2 + bx + c = 0: 


I2x 2 + 15x - 18 = 0 


Al eliminar el factor comun 3 por división se simplifica la ecuación 

3(4x 2 + 5x - 6 ) = 0 

a 4x 2 + 5x — 6 = 0 


Asi, la factorización da 


(4x - 3)(x 4- 2) = 0 

Mediante la propiedad de la multiplicación por cero, igualamos cada factor a cero para obte- 

3 

ner 4x — 3 = 0yx4-2 = 0. Al resolver cada una de estas dos ecuaciones resulta x = 4 
y x = —2. Las raices de la ecuación cuadràtica son § y — 2; el conjunto solución es 
{- 2 ,|}. = 


EJEMPLO 3 


Solución porfactorización 


Resuelva 4x 2 4- 4x 4- 1 = 0. 

Solución El miembro izquierdo de la ecuación se factoriza fàcilmente asi: 


( 2 x + l)( 2 x + 1 ) = 0 

Por tanto, x = — 5 o x = — El conjunto solución es { —5}. 


En el ejemplo 3 decimos que x = — \ es una raiz repetida o una raiz de multiplicidad 
2. Al contar las raices, dichas raices deben contarse dos veces. 

■ Mètodo de la raiz cuadrada Si una ecuación cuadràtica tiene la forma especial 

x 2 = d, 

la resolvemos factorizando: 

x 2 — d = 

(x — Vr/)(x 4- VS) = 

lo que da por resultado x = Vt/ o x = - \/cl. Otro mètodo para resolver la ecuación (4) es 
obtener la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuación. Esto se résumé corno el mètodo 
de raiz cuadrada: 

• Si x 2 = d, con d > 0, entonces x = ± V//. 


con d a 0 , 


(4) 


0 

0 , 


diferencia de dos cuadrados; 
véase la sección 2.7. 
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EJEMPLO 4 


Solución por el mètodo de raiz cuadrada 

Utilice el mètodo de raiz cuadrada para resolver a) 2x 2 = 6 y b) (y — 3 ) 2 = 5. 

Solución a ) Multiplicamos ambos miembros de 2x 2 = 6 por \ para obtener la forma 
especial (4): 

l( 2 x 2 ) = 1 ( 6 ) 
x 2 = 3 
x = ±V3. 

En la ultima linea vemos que el conjunto solución es { — V3, V3}. 

b) Observamos que para x = y — 3 y d = 5, la ecuación (v — 3 ) 2 = 5 tiene la forma es¬ 
pecial (4). Entonces, obtenemos la raiz cuadrada de ambos miembros de la ecuación: 

(y - 3 ) 2 = 5 
y — 3 = ±V5 

Esto produce dos ecuaciones lineales, y — 3 = —V5 y y — 3 = V5. Al resolver cada una 
de ellas encontramos y = 3 + V5 y y = 3 —V5, respectivamente. Entonces, el conjunto 
solución es {3 — V5, 3 + V5} . = 

■ Mètodo de completar el cuadrado Cuando una expresión cuadràtica no puede factorizarse 
fàcilmente y la ecuación no tiene la forma especial (4), podemos hallar las rafces completando 
el cuadrado. Està tècnica se aplica a la expresión cuadràtica de la forma x 2 + Bx + C; es 
decir, la expresión cuadràtica debe tener 1 corno su coeficiente principal. Reescribimos la 
ecuación 


x 2 + Bx + C = 0 (5) 

de modo que los términos que tengan la variable x queden en el miembro izquierdo de la 
ecuación: 


x 2 + Bx = — C 


Luego agregamos (B/2) 2 a ambos miembros de està ultima ecuación: 


x 2 + Bx + 




Ahora, el miembro izquierdo de la ecuación resultante es un cuadrado perfecto: 



Ahora es fàcil despejar x con el mètodo de la raiz cuadrada. Este procedimiento se ilustra en 
el ej empio 5. 


EJEMPLO 5 


Solución con el mètodo de completar el cuadrado 


Resuelva 2x 2 + 2x — 1 = 0 completando el cuadrado. 


Solución Comenzamos por dividir ambos lados de la ecuación entre 2, el coeficiente de 
x 2 , para obtener la forma (5): 


x 2 + x — 


2 


= 0 . 
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Ahora escribimos està ecuación corno 


X 2 + X = — 

2 

y sumamos el cuadrado de la mitad del coeficiente de x (en este caso es 1) a ambos miem- 
bros de la ecuación: 



Entonces, tenemos 



Al obtener la rafz cuadrada de ambos miembros de la ecuación queda: 





Las dos soluciones o raices son entonces — |V3 y — \ + jV3, respectivamente. El 
conjunto solución de la ecuación es { — \ — jV3, + 5 V 3 j. = 


■ La fòrmula cuadràtica La tècnica de completar el cuadrado en una expresión cuadràtica 
es muy util en otras situaciones. La veremos de nuevo en los capftulos 4, 5 y 11. Por ahora, 
nos ayudarà a deducir una fòrmula que exprese las raices de ax 2 + bx + c = 0, con a A 0, en 
términos de los coeficientes a, b y c. Primero escribimos la ecuación de modo que su coefi¬ 
ciente principal sea 1 : 


2 b c 

x 2 + -x H— = 0 
a a 


Luego completamos el cuadrado y despejamos x: 


2 b c 

x — x = — 

jJ + È, + (A) ! ,_£+(A 

a \2a) a \2 a 


b V b 2 — 4 ac 


x + — ) = 
2 a, 


- ahora usamos el mètodo de rafz cuadrada 


4 a 2 


b b~ — 4 ac 

x H-= ± -v /- ~ - 

2 a v 4 a 2 


x + 


b ± \/b 2 — 4ac 

2a V4a 2 
Si a > 0, entonces \/4a 1 = \2a\ = 2a y tenemos 


la rafz cuadrada de un cociente es 
el cociente de las raices cuadradas 


-b ± Vb 2 - 4ac 

2 a 


( 6 ) 


El resultado se llama fòrmula cuadràtica. Si a < 0, entonces V4cr = \2a\ = — 2a y, después 
de simplificar, vemos que el resultado en (6) aun es vàlido. 
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Teorema 3.3.1 Raices de una ecuación cuadràtica 

Si a + 0, entonces las raices X\ y x 2 de ax 2 + bx + c = 0 estàn dadas por 


—b — \/b 2 — 4 ac 


Xi 


2 a 


—b + \/b 2 — 4 ac 


*2 


2 a 


(7) 


■ El discriminante Las raices Xj y x 2 de una ecuación cuadràtica ax 2 + bx + c = 0 estàn 
determinadas por el radicando b 2 — 4ac en la fòrmula cuadràtica ( 6 ). La cantidad b 2 — 4ac 
se llama discriminante de la ecuación cuadràtica. El discriminante debe ser positivo, cero o 
negativo. Estos tres posibles casos se sintetizan en la tabla siguiente. 


Discriminante 

Raices 

i ) b 2 — 4 ac > 0 

Dos raices reales diferentes 

ii) b 2 — 4 ac = 0 

Raices reales pero iguales 

Hi) b 2 — 4 ac < 0 

No hay raices reales 


EJEMPLO 6 


Solución por la fòrmula cuadràtica 


Resuelva 3X 2 — 2x — 4 = 0. 


Solución En este caso, identificamos a = 3, b = —2 y c = —4. El discriminante positi¬ 
vo b 2 — 4ac =13 implica que la ecuación dada tiene dos raices reales. De la fòrmula 
cuadràtica ( 6 ) tenemos 


x = 


~(~ 2 ) ± V(- 2) 2 - 4(3)(-4) 
2(3) 

2 ± V52 _ 2 ± 2VI3 
6 _ 6 
1 ± Vl3 
3 


Entonces, las raices son 5 — y\/' 13 y 5 + |V13 ■ 


EJEMPLO 7 


Raices repetidas 


Resuelva 9X 2 +16 = 24x. 


Solución Para utilizar la fòrmula cuadràtica primero debemos escribir la ecuación en la 
forma 9x 2 — 24x + 16 = 0. La fòrmula cuadràtica 


-(-24) ± V(-24) 2 - 4(9)(16) 
2(9) 

24 ± V576 - 576 el radicando es 0 

18 

24 _ 4 
18 _ 3 


muestra que y es una rafz repetida o una rafz de multiplicidad 2 . 
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EJEMPLO 8 


Sin raices reales 

Resuelva 3x 2 — x + 2 = 0. 

So I u c ió n Como el discriminante 

b 2 - 4ac = (-1) 2 - 4(3)(2) = -23 


es negativo, concluimos que la ecuación dada no tiene raices reales. 


De vez en cuando incluso nos 
topamos con ecuaciones no polino- 
miales que pueden resolverse con 
la fòrmula cuadràtica. 


■ Formas cuadraticas Ciertas ecuaciones polinomiales de grado mayor que 2 pueden 
resolverse con la formula cuadràtica. Esto nos exige reconocer que la ecuación puede escribirse 
en la forma cuadràtica estàndar al 2 + bt + c = 0, donde el simbolo t representa una potencia 
entera positiva de x. En el ej empio que sigue se ilustra està idea. 


EJEMPLO 9 


Ecuación polinomial de cuarto grado 


Resuelva x 4 — 2x 2 — 2 = 0. 


Solución Està ecuación polinomial puede considerarse una ecuación cuadràtica en la 
variable x 2 , es decir, 


Si r = jc 2 , entonces la ecuación 


tiene la forma cuadràtica 
ì 2 - 2t - 2 = 0. 


► 


(x 2 ) 2 - 2(x 2 ) -2 = 0 


Usamos la fòrmula cuadràtica para despejar el simbolo x 2 : 


x 2 


2 ± Vl2 
2 


1 ± V3. 


Entonces, 


x 1 = 1 + V3 o x 2 = 1 — V3. 


La raiz cuadrada de cualquier 
nùmero reai es no negativa. 


► 


Ahora, la ecuación cuadràtica x 2 = 1 — V3 no tiene raices reales, ya que 1 — V3 < 0. 
Pero de x 2 = 1 + V3 obtenemos dos raices reales, ~y/ 1 + V3 y \/1 + V3 de la ecua¬ 
ción originai. = 


Concluimos està sección con varias aplicaciones que implican ecuaciones cuadràticas. 


Àrea =138 cm 2 


a 


3a + 5 

FIGURA 3.3.1 Rectàngulo del ejem- 
plo 10 


EJEMPLO 10 


Problema de rectàngulos 


El àrea de un rectàngulo es de 138 cm 2 . El largo es 5 cm màs que 3 veces el ancho. Halle 
las dimensiones del rectàngulo. 

Solución Empezamos por dibujar y marcar un rectàngulo corno se muestra en la FIGURA 

3.3.1. Sea 


a = ancho del rectàngulo en centimetros. 

Entonces 3a + 5 = largo del rectàngulo en centimetros 

y a(3a + 5) = 138 

Para utilizar la fòrmula cuadràtica reescribimos està ecuación en la forma estàndar: 


3 a 2 + 5ci — 138 = 0 

De la fòrmula cuadràtica, encontramos que a = -f o a = 6. Como el ancho de un rec¬ 
tàngulo debe ser positivo, descartamos la solución a = — y. En consecuencia, aceptamos 
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que a = 6. Asi, la longitud es 3(6) + 5 = 23, y las dimensiones del rectàngulo son 6 cm 
por 23 cm. 

Comprobación Como 23 = 3(6) + 5 y 6(23) = 138, la respuesta es correda. = 

■ Teorema de Pitàgoras E1 teorema de Pitàgoras es uno de los mas usados de la geome¬ 
tria. Muchas de sus aplicaciones implican ecuaciones cuadràticas. A pesar de que se llama 
asf en honor del matemàtico griego Pitàgoras, que vivió alrededor de 540 antes de la era 
cristiana, el resultado se conocfa antes de esa època. E1 teorema postula que en un triàngulo 
rectàngulo el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los otros dos lados (catetos). Para un triàngulo rectàngulo corno el que se 
muestra en la FIGURA 3.3.2 tenemos la fòrmula: 

a 2 + b 2 = c 2 

Hay un amplio repertorio de demostraciones algebraicas y geométricas de este teorema (véanse 
los problemas 91 y 92 en los ejercicios 3.3). 



Pitàgoras 



FIGURA 3.3.2 Triàngulo rectàngulo 


EJEMPLO 11 


Problema de aceras 


En un parque, dos aceras forman un àngulo recto con el patio P, el puesto de refrigerios 
R y el estacionamiento E , corno se muestra en la FIGURA 3.3.3. La longitud total de las 
aceras es 700 m. Al caminar diagonalmente a través del pasto (linea punteada roja) direc- 
tamente del estacionamiento al patio, los ninos acortan la distancia 200 m. / Guài es la 
longitud de cada acera? 

Solución Si designamos 

x = longitud de la acera del punto P aR 


parque 

P 


500 


R 700-x 
refrigerios estacionamiento 


entonces 700 — x = longitud de la acera de R a E 

Como la distancia de P a E es 200 metros menor que la longitud total de las dos aceras, 
tenemos 


FIGURA 3.3.3 Aceras y atajo 
diagonal del ejemplo 11 


700 — 200 = 500 = distancia de P a E 
Por el teorema de Pitàgoras obtenemos està relación: 

x 2 + (700 - x) 2 = (500) 2 

Reescribimos està ecuación y resolvemos por factorización: 

2X 2 - 1 400x + 240 000 = 0 
x 2 - 700x + 120 000 = 0 
(x - 400) (x - 300) = 0. 

De la ultima forma de la ecuación vemos de inmediato que x = 400 o x = 300. Si nos 
remitimos a la FIGURA 3.3.3, si utilizamos x = 400 encontramos que la longitud de la acera 
desde el patio hasta el puesto de refrigerio es 400 m y la longitud de la acera desde el punto 
de refrigerio hasta el estacionamiento es 700 — 400 = 300 m. De x = 300, encontramos 
que estas distancias estàn invertidas. Entonces, hay dos soluciones posibles a este pro¬ 
blema. 

Comprobación La solución es correcta porque 

700 = 300 + 400 y (500) 2 = (300) 2 + (400) 2 = 
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EJEMPLO 12 


Botellas de vino 

Un comisionista de vinos gastó 800 dólares en algunas botellas de vino anejo cabernet 
sauvignon de California. Si cada botella hubiera costado 4 dólares mas, el comisionista 
habrfa obtenido 10 botellas menos por los $800. ^Cuàntas botellas se compraron? 

Solución La solución de este problema se basa en la relación siguiente: 

(costo por botella)(numero de botellas) = 800 (8) 


Para la compra reai, si designamos 

x = numero de botellas compradas 


800 u „ 

entonces -= costo por botella. 

x 

Al precio mas alto, 


x — 10 = nùmero de botellas compradas 
800 

-h 4 = costo por botella. 


Con està información en la relación (8), obtenemos la ecuación 



(x - 10) = 800, 


con la cual despejamos x corno sigue: 

(800 + 4x)(x - 10) = 800x 
4x 2 - 40x - 8 000 = 0 
x 2 - lOx - 2 000 = 0 

La fòrmula cuadràtica da 


-(-10) ± V8 100 10 ± 90 


y, por tanto, x = 50 o x = —40. Como debemos tener un nùmero positivo de botellas 
adquiridas, se compraron 50 botellas de vino. 

Comprobación Si se compraron 50 botellas por 800 dólares, el costo por botella fue de 
$800/50 = 16. Si cada botella costara 4 dólares mas, entonces el precio por botella habrfa 
sido de 20 dólares. A este precio mas alto precio, sólo 800/20 = 40 botellas se habrfan 
comprado por 800 dólares. Como 50 — 10 = 40, la respuesta es correda. = 



Notas del aula 

i ) Para resolver una ecuación cuadràtica por factorización, debe igualar la expresión cua¬ 
dràtica a cero. En el ejemplo 2, no sirve de nada factorizar 

4x 2 + 5x = 6 corno x(4x + 5) = 6 

Como el miembro derecho de la ecuación es 6 (y no 0), no podemos concluir nada sobre 
los factores x y 4x + 5. 
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ii) Cuando b 2 — 4ac = 0, una ecuación cuadràtica ax 2 + bx + c = 0 tiene una raiz repe- 
tida. Esto significa que el miembro izquierdo de dicha ecuación cuadràtica es el cuadrado 
perfecto de un binomio. En el ejemplo 3, el discriminante de 4X 2 + 4x + 1 = 0 es b 2 — 
4ac = 4 2 — 4 • 4 • 1 = 0. También vimos que el miembro izquierdo de la ecuación tenia 
la forma equivalente (2x + l) 2 . En el ejemplo 7, dejamos a usted expresar el miembro 
izquierdo de 9x 2 — 24x +16 = 0 corno un cuadrado perfecto. 

iii) En la pàgina 131 vimos que la ecuación cuadràtica ax 2 + bx + c = 0 no tiene raices 
reales cuando el discriminante es negativo, es decir, cuando b 2 — 4ac < 0. No interprete 
que “sin raices reales” quiere decir “sin raices”. Si contamos una raiz repetida, o una raiz 
de multiplicidad 2, corno dos raices, entonces una ecuación cuadràtica siempre tiene dos 
raices, ya sea dos raices reales o dos raices no reales. Los numeros no reales se conocen 
también corno numeros complejos y son el tema de estudio de la próxima sección. 



rcicios Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-7. 


En los problemas 1 a 16, resuelva la ecuación por factoriza- 
ción. 

1. x 2 - 16=0 

2. y 1 - Yly + 16 = 0 

3. 2x 2 + x — 1 = 0 

4. 8r + 22t + 15 = 0 

5. 1 + 4x + 4x 2 = 0 

6 . 4 + 5z — 6z 2 = 0 

7. u 2 — 12 = lu 

8. v 2 + 5v = -4 

9. 25_v 2 + 15y = -2 

10. 2a 2 = a + 1 

11. 16 b 2 -1=0 

12. 25 - c 2 = 0 

13. x 3 — 9x = 0 

14. 16 p 4 - p 2 = 0 

15. 4 q 5 - 25 q 2 = 0 

16. x 4 - 18x 2 + 32 = 0 

Resuelva los problemas 17 a 22 con el metodo de la raiz cua- 
drada. 

17. x 2 = 17 

18. 2y 2 = 100 

19. (v + 5) 2 = 5 

20 . 5(w — l) 2 = 4 

21 . 3 (t + l) 2 = 9 

22 . 40 - 3) 2 = 5 


En los problemas 23 a 26, despeje x. Suponga que a, b,cy d 
representan numeros reales positivos. 

23. x 2 b 2 = 0 

24. x 2 + 2 dx + d 2 = 0 

25. (x — a) 2 = b 2 

26. (x + c) 2 = d 2 

Resuelva los problemas 27 a 34 completando el cuadrado. 

27. u 2 + 2u - 1 = 0 

28. v 2 + 3v -2 = 0 

29. 21c + 5k + 3 = 0 

30. 4 b 2 - 4b - 35 = 0 

31. 10x 2 - 20x + 1 = 0 

32. 36 — 16w — w 2 = 0 

33. 9r = 36f - 1 

34. r = 4r 2 - l 

Resuelva los problemas 35 a 46 con la fòrmula cuadràtica. 


35. 

3x 2 - 

- 7x + 2 = 0 

36. 

4x 2 - 

- 12x + 9 = 0 

37. 

9z 2 + 30z + 25 = 0 

38. 

1 + : 

2 w — 6w 2 = 0 

39. 

2 + : 

5r - lOr = 0 

40. 

8 1 = 

-(lóf 2 + 1) 

41. 

3 s — 

2s 2 = | 

42. 

jx 2 + x = 5 

43. 

2 c(c 

- 1) = 1 

44. 

il 

C4 

= 2(x + 1) 

45. 

x 4 - 

6x 2 + 7 = 0 

46. 

/- 

2 y 2 = 4 
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Resuelva los ejercicios 47 a 56 con cualquier mètodo. 

47. 3 s 2 - 13s + 4 = 0 

48. 4x 2 + 8 jc + 4 = 0 

49. s 2 — 4s — 4 = 0 

50. 2.4 + 1.0? + 0.1/ = 0 

51. 8Z 2 + lOr + 5 = 0 

52. r 2 + 2r = 35 

53. 24f 3 - 3? = 0 

54. 9w 2 + 25 = 30 u 

55. 4/r = 60 

56. 5(c +1) 2 = 25 

Las fórmulas dadas en los problemas 57 a 62 se presentan 
frecuentemente en las aplicaciones. Despeje las variables 
indicadas en términos de las variables restantes. Suponga que 
todas las variables representan numeros reales positivos. 

57. Volumen de un cilindro: V = irr 2 h, despeje r 

58. Àrea de un circulo: A = tt r 2 , depeje r 

59. Àrea de la superficie de un cilindro: A = 2irr{r + h), 
despeje r 

60. Ecuación de una elipse: 

2 2 
jc y 

-++ 72 = !’ despeje y 
a b 

61. Cuerpo en calda libre: 

5 = \gt 2 + v 0 t, despeje t 

62. Ley de la gravitación universal de Newton: 

m 1 m 2 

F = g —, , despeje r 
r 

63. Determine todos los valores de d de modo que x 2 + (d + 
6)x + 8<7 = 0 tenga dos raices iguales. 

64. Determine todos los valores de d de modo que 3 dx 2 — 4dx 
+ (7+1=0 tenga dos ralces iguales. 

65. Determine la otra ralz de (k — 2)x 2 — x — 4k = 0, dado 
que una ralz es — 3. 

66. Si X\ y x 2 son dos ralces reales de la ecuación cuadràtica 
ax 2 + bx + c = 0, demuestre que X\ + x 2 = —bla y que 
X\ • x 2 = da. 

= Aplicaciones diversas 

67. Juego con numeros La suma de dos numeros es 22, y la 
suma de sus cuadrados es 274. Halle los numeros. 

68. Juego con numeros E1 producto de dos numeros es 1 
mas que 3 veces su suma. Halle los numeros si su diferen- 
cia es 9. 


69. Àrea de un triàngulo La base de un triàngulo es 3 cm 
mas larga que la altura. Si el àrea del triàngulo es 119 cm 2 , 
halle la base y la altura. 

70. ìQué distancia? En una caminata de 35 km un muchacho 
hace 2 kilómetro por hora màs ràpido que otro. Si hace el 
viaje en una hora 40 minutos menos de tiempo que el otro 
chico, halle cuànto tiempo toma a cada muchacho hacer 
la caminata. 

71. Piantar un jardin Bàrbara ha planeado hacer un huerto 
de legumbres rectangular con un perimetro de 76 m y un 
àrea de 360m 2 . Determine las dimensiones del huerto. 

72. Distancia Un diamante de béisbol es un cuadrado que 
mide 90 pies de lado. Calcule la distancia de la tercera a 
la primera base. 

73. Àrea Un campo de juego cuadrado tiene una diagonal 
que mide 100 pies. Calcule el àrea del campo. 

74. Cercar un jardin Unjardlndeflorestienelaformadeun 
triàngulo rectàngulo isósceles con una hipotenusa de 50 
pies. ( Cuàntos pies de madera se necesitan para cercar el 
jardin? 

75. Longitud de los lados Suponga que la hipotenusa de un 
triàngulo es 10 cm màs larga que uno de los lados y ese 
lado es 10 cm màs largo que el otro. Halle la longitud de 
los tres lados de este triàngulo rectàngulo. 

76. iCuàn lejos? Una escalera de 17 pies se coloca contra 
el costado de una casa de modo que su base està a 8 pies 
de la casa. Si se resbala hasta que su base esté a 10 pies de 
la casa, ^cuànto resbala hacia abajo la parte superior 
de la escalera? 

77. Distancia Dos lanchas de motor salen del muelle al 
mismo tiempo. Una se dirige al Norie a una velocidad de 
18 mi/h y la otra avanza en dirección Oeste a 24 mi/h. 
Calcule la distancia entre ellas después de 3 horas. 

78. Velocidad Un motociclista viaja a velocidad constante 
de 60 mi. Si hubiera ido 10 mi/h màs ràpido, habria redu- 
cido el tiempo de viaje en 1 h. Calcule la velocidad del 
motociclista. 

79. ìA qué velocidad? James tardo 1 h màs que John en 
realizar un viaje de 432 millas en au tomo vii a una veloci¬ 
dad promedio de 6 mi/h menos que John. qué velocidad 
iba conduciendo cada uno de ellos? 

80. iCuàntos? Un grupo de mujeres planea compartir por 
partes iguales el costo de $14 000 de una lancha. En el 
ùltimo minuto, tres de las mujeres se echan para atràs, lo 
cual eleva la parte que corresponde a cada una de las muje¬ 
res restantes en $ 1 500. ^Cuàntas mujeres habia en el grupo 
originai? 

81. iCuàntos? El senor Arthur compra algunas acciones en 
$720. Si hubiera comprado las acciones el dia anterior, 
cuando el precio por acción era de $15 menos, habria com- 
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prado cuatro acciones mas. <Cuàntas acciones comprò el 
senor Arthur? 


82. Càlculo de dimensiones Un jardfn rectangular està 
rodeado por un sendero de grava que mide 2 pies de ancho. 
El àrea que cubre el jardfn es de 80 pies cuadrados, y el 
àrea que abarca la acera es de 108 pies cuadrados. Calcule 
las dimensiones del jardfn. 

83. Ancho Un àrea cubierta de césped de 50 m por 24 m està 
rodeada por una acera. Si el àrea que abarca la acera es de 
480 m 2 , ^cuànto mide de ancho? 

84. Construcción de una caja abierta Se hace un recipiente 
con una pequena hoja de estano cuadrada cortando un 
cuadrado de 3 pulgadas de cada esquina y doblando los 
lados (figura 3.3.4). La caja va a tener un volumen de 48 
pulgadas cubicas. Halle la longitud de uno de los lados de 
la hoja de estano originai. 



FIGURA 3.3.4 Caja del problema 84 


85. Construcción de una caja abierta Maria tiene una hoja 
de cartulina con el largo igual al doble de su ancho. Si 
recorta un cuadrado de 2 pulgadas cuadradas de cada 
esquina y dobla los lados hacia arriba para formar una caja 
sin tapa, tendrà una caja con un volumen de 140 pulgadas 
cubicas. Halle las dimensiones de la hoja de cartulina ori¬ 
ginai. 

86. Longitud Un alambre de 32 cm de longitud se corto en 
dos pedazos, y cada parte se dobló para formar un cua¬ 
drado. El àrea total encerrada es de 34 cm 2 . Determine la 
longitud de cada pedazo de alambre. 

87. iCuàn lejos? Si se lanza desde el suelo un objeto hacia 
arriba con un àngulo de 45° y una velocidad inicial de v 0 
metros por segundo, entonces la altura y en metros arriba 
del suelo a una distancia horizontal de x metros desde el 
punto del lanzamiento està dada por la fòrmula (figura 
3.3.5): 


y = x -V* 2 

Si se lanza un proyectil con un àngulo de 45° y una velo¬ 
cidad inicial de 12 m/s, ^a qué distancia del punto de lan¬ 
zamiento aterrizarà? 


— 




/ 

/ 

/ 

/ 

/ 



suelo 



FIGURA 3.3.5 Proyectil del problema 87 

88. iCuàn lejos? Si una fuente arroja agua con un àngulo 
de 45° y una velocidad de 7 m/s, ^a qué distancia del 
chorro caerà el agua sobre la pileta? Véase la figura 3.3.6 
y el problema 87. 



FIGURA 3.3.6 Fuente del problema 88 


= Para el anàlisis 

En los problemas 89 y 90, aplique la noción de ecuación cua- 
dràtica para resolver la ecuación dada. [Pista: repase la sec- 
ción 2.5]. 

89. x 213 + 4,r 1/3 -5 = 0 

90. r m + 30r~ 1/2 -11=0 

91 . Una de las pruebas màs concisas del teorema de Pitàgoras 
la dio el erudito indio Bhaskara (alrededor de 1150 ac). 
Presentò el diagrama mostrado en la FIGURA 3.3.7 sin indi- 
caciones que ayudaran al lector; su unica “explicación” 
fue la palabra “jMirad!” Suponga que un cuadrado de lado 
c puede dividirse en cuatro triàngulos rectàngulos con- 
gruentes y un cuadrado de longitud b — a corno se mues- 
tra. Demuestre que a 2 + b 2 = c 2 . 


c 


FIGURA 3.3.7 

Cuadrado para 
el problema 91 


c 
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92. Suponiendo que un cuadrado de lado a + b 
puede dividirse de dos formas, corno en la 
FIGURA 3.3.8, demuestre el teorema de Pità- 
goras. 



b a 


a b 



FIGURA 3.3.8 Cuadrados del problema 92 


| 3.4 Numeros complejos 


■ Introducción En la sección anterior vimos que algunas ecuaciones cuadràticas no tienen 
solución reai. Por ejemplo, x 2 + 1 = 0 no tiene rafces reales porque no hay nùmero reai x tal 
que x 2 = — 1 . En està sección estudiaremos el conjunto de los numeros complejos, que 
contiene soluciones a ecuaciones corno x 2 + 1 = 0. El conjunto de los numeros complejos 
C contiene el conjunto de los numeros reales R y los numeros cuyos cuadrados son negati- 
vos. 

Para obtener los numeros complejos C, comenzamos por definir la unidad imaginaria, 
que se representa con la letra i, corno el nùmero que satisface 

i 2 =-l 

Es comùn escribir 

« = fM". 

Con i podemos definir la rafz cuadrada principal de un nùmero negativo corno sigue. Si c 
es un nùmero reai positivo, entonces la rafz cuadrada principal de — c, simbolizada con 
V^c, se define corno 

V— c = V( — l)c = V— TVc = f'Vc = Vci. (1) 


EJEMPLO 1 


Rafces cuadradas principales 


Halle la rafz cuadrada principal de a) V— 4 y b) V— 5 . 
Solución De(l), 


a) V— 4 = V(-l)(4) = V^V4 = f(2) = 2 i 

b ) V—5 = V( —1)(5) = V^V V5 = iV5 = Vìi. 


■ Terminologia El sistema de los nùmeros complejos contiene la unidad imaginaria i, todos 
los nùmeros reales, productos corno bi y b reai, lo mismo que sumas corno a + bi, donde a 
y b son nùmeros reales. En particular, un nùmero complejo se define corno cualquier expre- 
sión de la forma 


z = a + bi 


( 2 ) 
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donde a y b son nùmeros reales ei 2 = — 1. La forma presentada en (2) se llama forma estàn- 
dar de un numero complejo. Los numeros a y b se denominan parte reai y parte imagina- ^ 
ria de z, respectivamente. Se dice que un numero complejo de la forma 0 + bi es un nùmero 
imaginario puro. Note que escogiendo b = 0 en (2) se obtiene un nùmero reai. Asf, el con- 
junto de los numeros reales R es un subconjunto del conjunto de los numeros complejos C. 


Tenga mucho cuidado aqui: la 
parte imaginaria de a + bi no es 
bi; es el nùmero reai b. 


EJEMPLO 2 


Partes reai e imaginaria 


a) El nùmero complejo z = 4 + (—5)/ se escribe corno z = 4 — 5/. La parte reai de z es 
4 y su parte imaginaria es — 5. 


b) z — 10/ es un nùmero imaginario puro. 

c) z = 6 + 0/ = 6 es un nùmero reai. 


EJEMPLO 3 


Escribir en la forma estàndar a + bi 


Exprese lo siguiente en la forma estàndar a + bi. 
a) -3 + V^7 


b) 2- V^25 


Solución Usando V~c = Ve/, con c > 0, escribimos: 

a) -3 + V~7 = -3 + /V7 = -3 + Vii, 

b) 2 - = 2 - /V25 = 2 - 5/. 


Para resolver ciertas ecuaciones que implican nùmeros complejos es necesario especifi- 
car cuàndo son iguales dos nùmeros complejos. 


Definición 3.4.1 Igualdad de nùmeros complejos 

Dos nùmeros complejos son iguales si y sólo si sus partes reales son iguales y sus partes 
imaginarias son iguales. Es decir, si zj = a + bi y z 2 = c + di, 

Z\ = Z 2 si y sólo si a = cyb = d 


EJEMPLO 4 


Una ecuación simple 


Despeje x y y\ 


(2x + 1) + (~2y + 3 )/ = 2 — 4/ 


Solución Segùn la definición 3.4.1 debemos tener 

2x + 1 = 2 y —2 y + 3 = —4 

Estas ecuaciones dan corno resultado x = \ y y = \. 


La adición y la multiplicación de nùmeros complejos se definen corno sigue. 
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Definición 3.4.2 Suma, resta y multiplicación de numeros complejos 

Si zi = a + bi y z 2 = c 4- di, entonces 


;) su suma està dada por 

Zi 4- z 2 = (a + c) + (b 4- d)i 

su diferencia està dada por 

Zi — z 2 = (a — c) + (b —d)i 

su producto està dado por 

ZiZ 2 = (ac — bd) + (bc + ad)i 


■ Propiedades de los numeros complejos En la sección 2.1 enunciamos las propiedades 
bàsicas del sistema de los numeros reales. Con la definición de la suma y la multiplicación de 
numeros complejos puede demostrarse que estas propiedades bàsicas también se aplican al 
sistema de los numeros complejos. En particular, las leyes asociativa, conmutativa y distributiva 
se aplican para los numeros complejos. Observamos ademàs que en la definición 3.4.2 i ): 

La suma de dos numeros complejos se obtiene sumando sus partes reales e imaginarias 
correspondientes. 

De igual modo, la definición 3.4.2/f) muestra que 

La diferencia de dos numeros complejos se obtiene restando sus partes reales e imagi¬ 
narias correspondientes. 

Asimismo, en vez de memorizar Hi) de la definición 3.4.2: 

Elproducto de dos numeros complejos se obtiene al emplear las leyes asociativa, con¬ 
mutativa y distributiva y el hecho de que i 2 = — 1. 

Al aplicar este mètodo vemos que 

(a + bi)(c 4- di) = (a 4- bi)c 4- (a + bi)di 

= ac + (btji + (ad)i + (bd)i~ ‘ lev distributiva 
= ac + (bc)i + (ad)i 4- (bd)( — 1) 

= ac 4- (bd)(~ 1) + ( bc)i + ( ad ) i — se factoriza ì 
= (ac — bel ) + ( bc + ad)i. 

Este es el mismo resultado del producto dado por la definición 3.4.2;;';). Estas técnicas se 
ilustran en el ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 5 


Suma, resta y multiplicación de numeros complejos 


Si zi = 5 - 6i y z 2 = 2 + Ai, halle a) z\ + z 2 , b) zi - z 2 y c) ZiZ 2 . 

Solución a) Los colores del diagrama siguiente muestran còrno sumar z\ y z 2 : 


sumar las partes reales 
I | 

Zi + z 2 = (5 - 6 i) + (2 + Ai) = (5 + 2 ) + (-6 + 4 )i = 7 - 2 i. 

t t 

sumar las partes imaginarias 


b) De manera anàloga al inciso a), ahora restamos las partes reales e imaginarias: 

Zi - z 2 = (5 - 6 i) -(2 4- Ai) = (5 - 2) + (-6 - 4 )i = 3 - 10; 

c) Con la ley distributiva, escribimos el producto (5 — 6z)(2 + Ai) corno 

(5 — 6/)(2 + Ai) = (5 — 6i)2 4- (5 — 6z)4/ <— ley distributiva 

-, se factoriza ì de los dos Lérm inos 

= 10 - 12; 4- 20; - 24r „ . 2 , 

mtermedios y se sustuye r por — 1 

= 10 - 24( — 1 ) 4- (-12 4- 20); 

= 34 4- 8;. 
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No todas las propiedades del sistema de los nùmeros reales se aplican a los nùmeros ^ Advertencia 
complejos. En particular, la propiedad de radicales VaV/) = Vaò no es verdadera cuando 
tanto a corno b son negativos. Para ver esto, considere que 

V—TV— T = ii = i * 1 = —1 mientras que V( —1)( — 1) = VI = 1. 

Entonces, V— 1 V— 1 + V( —1)( — 1). Sin embargo, si sólo a o b es negativo, entonces si 
tenemos que Va vT> = Vab. 

En el conjunto C de numeros complejos, la identidad aditiva es el numero 0 = 0 + 0/ 
y la identidad multiplicativa es el nùmero 1 = 1+ 0/. El nùmero — z = —a — bi se llama 
el inverso aditivo de z = a + bi porque 

2 + (— z) = z — Z = (a — a) + (b — b)i= 0 + 0/ = 0. 

Para obtener el inverso multiplicativo de un nùmero complejo z = a + bi, introducimos 
el concepto de conjugado de un nùmero complejo. 


Definición 3.4.3 Conjugado 

Si z = a + bi es un nùmero complejo, entonces el nùmero z = a — bi se llama conjugado 
de z. 


En otras palabras, el conjugado de un nùmero complejo z, = a + bi es el nùmero complejo 
obtenido al cambiar el signo de su parte imaginaria. Por ejemplo, el conjugado de 8 + 13/ es 
8 — 13/, y el conjugado de —5 — 2/ es —5 + 2/. 

Los càlculos siguientes muestran que tanto la suma corno la multiplicación de un numero 
complejo z y su conjugado z. son nùmeros reales : 

z + z = (a + bi) + (a — bi) = 2 a (3) 

zz = (a + bi) (a — bi) = a 2 — b 2 i 2 = a 2 + b 2 . (4) 

La ùltima propiedad hace que los conjugados sean muy ùtiles para hallar el inverso multipli¬ 
cativo 1/z, con z + 0, y para dividir dos nùmeros complejos. 

Resumamos el procedimiento: 

Para dividir un nùmero complejo ^ por un nùmero complejo z 2 , multiplique el nume- 
rador y el denominador de z.jz.i por el conjugado del denominador z 2 - Es decir, 


Z\ _ Z\ Z-2 _ Z-lZ-l 
Z-2 Z2 Z2 Z2Z2 

y después use el hecho de que el producto z.jz .2 es la suma de los cuadrados de las par- 
tes reai e imaginaria de z 2 - 


EJEMPLO 6 


División 


Para Z\ = 3 — 2/ y z 2 = 4 + 5i, exprese cada una de las proposiciones siguientes de la 
forma a + bi. 


a) 


1 

Zi 


b) 


Z4 

z 2 
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Solución En cada caso, multiplicamos el numerador y el denominador por el conjugado 
del denominador y simplificamos: 


a) 


Zi 


b ) 


Zi 

Z 2 


Conjugado de z\ forma estàndar a + bi 

1 _ 1 3 + li _ 3 + 2/ 3 _2_. 

3 - 2 i ~ 3 - 2/ ' 3 + 2 i ~ 3 2 + (-2) 2 ” Tf + 13*' 

de (4) 

3 - 2 i _ 3 - 2 i 4 - 5/ _ 12 - 8/ - 15/ + 10r 

4 + 5/ _ 4 + 5/ 4 - 5 i ~ 4 2 + 5 2 

2 - 23/ 2 23 . 

- —- i <r- forma estàndar a + bi 

41 41 41 


Por la definición de la suina y la resta de dos numeros complejos, se demuestra fàcilmente 
que el conjugado de una suina y resta de dos numeros complejos es la suma y resta de los 
conjugados. Està propiedad, junto con otras tres propiedades del conjugado, se résumé corno 
un teorema. 


Teorema 3.4.1 Propiedades del conjugado 


Sean z,\ y z 2 dos numeros complejos cualesquiera. Entonces 



ii) ZiZ 2 = ZiZ 2 , 
iv) z = z. 


Por supuesto, el conjugado de toda suma (multiplicación) finita de numeros complejos 
es la suma (multiplicación) de los conjugados. 


■ Ecuaciones cuadràticas Los numeros complejos posibilitan resolver ecuaciones cua- 
dràticas ax 2 + bx + c = 0 cuando el discriminante b 2 — 4 ac es negativo. Ahora vemos que 
las soluciones de la fòrmula cuadràtica 


= 


— b — \/b 2 — 4 ac 


2 a 


*2 = 


—b + \/b 2 — 4ac 


2 a 


(5) 


representan numeros complejos. Observe que de hecho las soluciones son conjugados entre 
si. Como se muestra en el ejemplo que sigue, estas soluciones pueden escribirse de la forma 
Z = a + bi. 


EJEMPLO 7 


Soluciones complejas 


Resuelva x 2 — 84 : + 25 = 0. 

Solución De la fòrmula cuadràtica, obtenemos 

-(-8) ± V(-8) 2 -4(l)(25) 


8 ± V— 36 
2 


Con V— 36 = 6 / obtenemos 


x 


8 ± 6 i 
2 


= 4 ± 3 i. 


Por tanto, el conjunto solución de la ecuación es {4 — 3 i, 4 + 3/}. 
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■ Soluciones conjugadas Ahora podemos obtener soluciones para cualquier ecuación 
cuadràtica. En particular, si los coeficientes en ax 2 + bx + c = 0 son numeros reales y el 
discriminante es negativo, vemos de (5) que las raices aparecen corno conjugados pares. 
Observe en el ejemplo 7 que si x 1 = 4 — 31 y x 2 = 4 4- 31, entonces x 2 = x t . Ademàs, fàcil¬ 
mente se desprende que X\ = x 2 . 


3. 


Ejercicios 


Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-7. 


En los problemas 1 a 10 halle la potencia indicada de 1. 

1. ; 3 

2. ; 4 

3. I 5 

4. I 6 

5. f 

6. I 8 

7. r x 

8 . r 2 

9. r 3 

10. r 6 

En los problemas 11 a 56 realice la operación indicada. 
Escriba la respuesta en la forma estàndar a + bi. 

11. V-100 

12 . - A/^8 

13. -3 - V—3 

14. - V^125 + 5 

15. (3 + 1) - (4 - 3/) 

16. (5 + 6t) + (-7 + 20 

17. 2(4 - 50 + 3(—2 - 0 

18. -2(6 + 40 + 5(4 - 80 

19. «(-10 + 90-51 

20. 1(4 + 130 - K 1 - 90 

21. 31(1 + 0 - 4(2 - 0 

22. 1 + 1(1 - 20 + 1(4 + 30 

23. (3 - 20(1 - 0 

24. (4 + 60(—3 + 40 

25. (7 + 140(2 + 0 

26. (-5 - V3i)(2 - V3 i) 

27. (4 + 50 ~ (2- 0(1 + 0 

28. (-3 + 60 + (2 + 40(—3 + 2i ) 


29. 1(1 - 21)(2 + 51) 

30. l(\/2 - l)(l - V2l) 

31. (1 + 1)(1 + 20(1 + 31) 

32. (2 + 1)(2 - 0(4 - 21) 

33. (1 - 1) [2(2 -1) - 5(1 + 31)] 


34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 


(4 + i)[i( 1 + 31) - 2(—5 + 31)] 
(4 + l) 2 
(3 - 5!) 2 

(1 - 1 ) 2 ( 1 + o 2 

(2 + i) 2 ( 3 + 21) 2 

1 

4 - 31 
5 

3 + 1 
4 

5 + 41 

1 

-1 + 21 


43. 


1 

1 + 1 


44. 

45. 


1 

4 - ; 

4 + 61 


1 


46. 


3 - 51 


1 


47. 

48. 

49. 

50. 


1+1 
1 — 1 
2 - 31 
1 + 21 
4 + 21 
2 - 71 


4 + 21 


51. 


10 - A 
1 + 1 / 
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52. / 

53. (1 + Z) 


1 - 2V3A 

1 + Vii) 

2 i 


54. (5 - 3Z) 


1 - 5/ 
1 — Z 


55. 4 - 9/ + 


2 - / 
25/ 


2 + / 

56. / ( — 6 H—— / ) + 


2 + / 
2 - / 


En los problemas 57 a 64, despeje x y v segun la definición 
3.4.1. 

57. 2(x + yi) = Z(3 — 4/) 

58. ( x + yi) + 4(1 — /) = 5 — li 

59. i(x + }'/) = (1 — 6/)(2 + 3/) 

60. 10 + 6yi = 5x + 24/ 

61. (1 + i)(x - yi) = /( 14 + li) - (2+ 13/) 

62. r( 1 — /)( 1 + /) = 3x + yi + i(y + xi) 

Z 3 

63. x + yi =- 

2 — / 

64. 25 - 49/ = x 2 - y 2 i 


En los problemas 65 a 76, resuelva la ecuación dada. 

65. x 2 + 9 = 0 

66 . x 2 + 8 = 0 

67. 2x 2 = —5 


68 . 3x 2 = — 1 

69. 2x 2 — x + 1 = 0 

70. x 2 - 2x + 10 = 0 

71. x 2 + 8x + 52 = 0 

72. 3x 2 + 2x + 5 = 0 

73. 4x 2 — x + 2 = 0 

74. x 2 + x + 2 = 0 

75. x 4 + 3X 2 + 2 = 0 

76. 2x 4 + 9x 2 + 4 = 0 

77. Las dos rafces cuadradas del nùmero complejo / son los 
dos numeros zj y z 2 que son las soluciones de la ecuación 
z 2 = i. Sea z = x + iyy calcule z 2 . Luego use la definición 
3.4.1 para obtener zi y z 2 . 

78. Proceda corno en el problema 77 para calcular dos nume- 
ros zi y z 2 que satisfagan la ecuación z 2 = — 3 + Ai. 


= Para la discusión 

En los problemas 79 a 82, demuestre las propiedades dadas 
que implican los conjugados de Z\ = a + bi y z 2 = c + di. 

79. Zi = zi si y sólo si Zi es un nùmero reai. 

80. Zi + z 2 = Zi + Z 2 

81. Zi ■ Z 2 = \ ■ Z 2 

82. Zi = (Zi) 2 


| 3.5 Desigualdades lineales 


■ Introducción En la sección 2.2 definimos las relaciones de orden corno “mayor que” y 
“menor que” y vimos còrno interpretarlas en la recta de los nùmeros reales. En està sección 
nos interesa resolver varios tipos de desigualdades (o inecuaciones) con una variable x. Si un 
nùmero reai se sustituye por la variable x en una desigualdad corno 

3x — 7 > 4 (1) 

y si el resultado es una proposición verdadera, entonces se dice que ese nùmero es una solu- 
ción de la desigualdad. Por ejemplo, 5 es una solución de (1) porque si x se sustituye por 5, 
la desigualdad resultante 3(5) — 7 > 5 se simplifica a la proposición verdadera 8 > 5. La 
palabra resolver significa que debemos obtener el conjunto de todas las soluciones de una 
desigualdad corno (1). Este conjunto se denomina conjunto solución de la desigualdad. Se 
dice que dos desigualdades son equivalentes si tienen exactamente el mismo conjunto solu¬ 
ción. La representación del conjunto solución en la recta numèrica es la gràfica de la des¬ 
igualdad. 

Resolvemos una desigualdad encontrando una equivalente con soluciones obvias. En la 
lista siguiente se resumen tres operaciones que resultan en desigualdades equivalentes. 
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Teorema 3.5.1 Operaciones que producen desigualdades equivalentes 

Supóngase que a y b son numeros reales y c es un nùmero reai distinto de cero. Entonces, 
la desigualdad a < b es equivalente a 

i) a + c < b + c 

ii) a ■ c < b • c, para c > 0 

iii) a ■ c > b ■ c, para c < 0 


DEMOSTRACIÓN DE /) 


Para demostrar el inciso i), partimos del supuesto que a < b. Entonces, de la definición 
2.2.1 se desprende que b — a es positivo. Si sumamos c — c = 0 a un nùmero positivo, la 
suma es positiva. Por tanto. 


b — a = b — a + (c ~ c) 

= b + c — fl — c 
= (b + c) — (a + c) 

es un nùmero positivo. En consecuencia, tenemos que a + c < b + c. 


Las operaciones de ;) a iii ) del teorema 3.5.1 también son verdaderas con > en lugar de 
< y < en lugar de >. Ademas, i) a iii ) pueden formularse para las relaciones de orden < y 
>. Dejamos la comprobación de ii) y iii ) corno ejercicios (véanse los problemas 55 y 56 en 
los ejercicios 3.5). 

La propiedad iii) del teorema 3.5.1 se olvida a menudo al resolver desigualdades. ^ Advertencia 
Expresada con palabras, la propiedad iii) postula que 

Si una desigualdad se multiplica por un nùmero negativo, la dirección de la desigualdad 
se invierte. 

Por ejemplo, si multiplicamos la desigualdad —2 < 5 por —3, el simbolo menor que cambia 
al simbolo mayor que: 


—2(— 3) > 5( — 3) o 6 >-15 

■ Resolución de desigualdades lineales Cualquier desigualdad que pueda escribirse de 
una de las formas 


ax + b < 0, 

con ax + b > 0 

(2) 

ax + b > 0, 

conar+ 0 

(3) 


donde a y b son nùmeros reales, se llama desigualdad lineai en la variable x. La desigualdad 
en (1) es un ejemplo de una desigualdad lineai, puesto que por el inciso i) del teorema 3.5.1 
podemos sumar —4 a ambos lados para obtener 

3x — 7 + (-4) > 4 + (-4) 

o 3x — 11 >0, que coincide con la segunda forma en (2). 

En los ejemplos que siguen aplicamos las operaciones i) a iii) del teorema 3.5.1 para 
resolver desigualdades lineales. 
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■ swigfliwal Resolución de una desigualdad lineai 

Resuelva 8x + 4 < 16 + 5x. 


EJEMPLO 1 


Solución Obtenemos desigualdades equivalentes con las operaciones del teorema 
3.5.1: 


8 x + 4 < 16 + 5x 

8 x + 4 — 4 < 16 + 5x — 4 -«-por/) del teorema 3.5.1 

8 x < 12 + 5x 

8 x — 5x < 12 + 5x — 5x <— por /) del teorema 3.5.1 

3x < 12 

(3 ) 3x < ( 3 ) I 2 <— por ri) del teorema 3.5.1 

x <4. 

En notación de conjuntos, el conjunto solución de la desigualdad dada es 

{x\x es reai y x < 4} 


EJEMPLO 2 


Resolución de una desigualdad lineai 


Resuelva j — 3x < §. 


Solución Las desigualdades siguientes son equivalentes (debe ser capaz de explicar cada 
paso). 


3x < 


”1 + \ — 3x ^ — \ + ^ 
—3x s \ 

(-|)(-3x) • (4)2 


x £ 


Por tanto, el conjunto solución de la desigualdad dada es {x | x es reai y x 



I—I—I—I—I—)—I—I— 

0 4 

a ) (-», 4 ) 

—i-4—i-1—► 

_ 2 0 
3 

*) [- !■ “) 

FIGURA 3.5.1 Conjuntos solución de 
los ejemplos 1 y 2 en notación de 
intervalos 


■ Notación de intervalos El conjunto solución del ejemplo 1 se representa gràficamente 
en la recta numèrica de la figura 3.5.la) corno una flecha de color que apunta a la izquierda 
sobre la recta. En la figura, el paréntesis a la derecha en 4 no se incluye en el conjunto solu¬ 
ción. Debido a que el conjunto solución se extiende de manera indefinida a la izquierda, o en 
dirección negativa, la desigualdad x < 4 también puede escribirse corno — °° < x < 4, donde °° 
es el simbolo de infinito. En otras palabras, el conjunto solución de la desigualdad 
x < 4 es 

{x|xes reai yx < 4} = {x| — °° < x < 4} 

Con la notación de intervalos este conjunto de numeros reales se escribe (—°°, 4) y es ejem¬ 
plo de un intervalo no acotado o infinito. La gràfica del conjunto solución del ejemplo 2, 


{x| x es reai y x 


4) = {x|4<x<oo} 


2 . 2 

se muestra en la figura 3.5. \b), donde el corchete izquierdo en —| indica que — f està incluido 
en el conjunto solución. En notación de intervalos, este conjunto es el intervalo no acotado 
[—§, °°). En la tabla 3.5.1 se resumen varias desigualdades y sus conjuntos solución, asi corno 
las notaciones de intervalos, nombres y gràficas. En cada una de las primeras cuatro entradas 
de la tabla, los numeros a y b se denominan extremos del intervalo. Como conjunto, el 
intervalo abierto 


{a, b) — {x | a < x < b) 
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TABLA 3.5.1 Desigualdades e intervalos 


Desigualdad 

Conjunto solución 

Notación 
de intervalos 

Nombre 

Gràfica 

a < x < b 

{x\a < x < b} 

(a, b ) 

Intervalo abierto 

—k -)— 

a b 

— f - ì— 

a b 

- ì— 

a b 

-A - 

a b 

-(-^ 

a < x < b 


[a, b] 

Intervalo cerrado 

a < x < b 

{x| a < x s b] 

(a, b] 

Intervalo semiabierto 

a < x < b 

{x| a s x < b] 

[a, b ) 

Intervalo semiabierto 

a < x 

{jc|a < x < oo} 

(a, oo) 

Intervalos 

no acotados < 

o infinitos 

/ 

< 

x < b 

{x < x < b} 

(-oo, b) 

a 

^ - )— 

x < b 

{x < x ^ b] 

b] 

b 

* - ì— 

b 

— E -► 

a 

◄-► 

a < x 

{x|a < x < oo} 

[a, oo) 

— oo < x < °° 

{x -00 < X < 00 } 

( —oo 5 oo) 


no incluye ninguno de los extremos, en tanto que el intervalo cerrado 

[a, b] = {x | 

incluye los dos extremos. Observe también que la gràfica del ùltimo intervalo de la tabla 
3.5.1, que se extiende indefinidamente tanto a la izquierda corno a la derecha, es toda la recta 
de los numeros reales. La notación de intervalo (—°°, oo) se usa por lo generai para represen¬ 
tar el conjunto R de los numeros reales. 

Cuando examine la tabla 3.5.1, tenga muy presente que los simbolos de infinito — 00 
(“menos infinito”) e °° (“infinito”) no representan numeros reales y nunca deben manipularse 
aritmèticamente corno si fueran un nùmero. Los simbolos de infinito son solamente artificios 
de notación; —oo e oo se emplean para indicar que no existen limites en dirección negativa ni 
en dirección positiva, respectivamente. Por tanto, cuando utilice notación de intervalos, los 
simbolos —oc e 00 no pueden aparecer jamàs al lado de un corchete cuadrado; es decir, la 

expresión (2, oo] no tiene sentido. Ademàs, observe que la ùltima entrada de la tabla 3.5.1 Vuelva aleer las ul 

indica que el intervalo no acotado (—°°, oo) es toda la recta de los nùmeros reales. Cuando se 
remite a todo el conjunto de los nùmeros reales R es pràctica comùn utilizar los simbolos R 
y (—oo ; oo) de manera indistinta. 

■ Desigualdades simultaneas Una desigualdad de la forma 

a < x < b 

se denomina en ocasiones desigualdad simultànea porque el nùmero x està entre los nùme¬ 
ros a y b\ en otras palabras, x> a y simultàneamente x < b. Por ejemplo, el conjunto de los 
nùmeros reales que satisfacen 2 < x < 5 es la intersección de los intervalos (2, °°) y ( — °°, 5) 
definidos, respectivamente, por las desigualdades 2 < xy x < 5. Recuerde de la sección 2.1 
que la intersección de dos conjuntos A y B, que se escribe A fi B, es el conjunto de elemen- 
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( 2 , °°) ( > 

---) (-<*>, 5) 

—t—t—H—i—)—t—t— 

0 2 (2,5) 5 

FIGURA 3.5.2 Los numeros en (2, 

5) son los numeros que tanto (2, °°) 
corno ( — oo, 5) tienen en comun 


tos que se hallan tanto en A corno en B: en otras palabras, los elementos que son comunes a 
los dos conjuntos. Como se ilustra en la FIGURA 3.5.2, el conjunto solución de la desigualdad 
2 < x < 5 es la intersección de los conjuntos (2, °°) y (—°°, 5). El conjunto (2, °°) CI (—°°, 5) 
= (2, 5) puede verse si se superponen las flechas rojas de la figura. 

■ Resolución de desigualdades simultàneas Como se muestra en los próximos ejemplos, 
usualmente podemos resolver desigualdades simultàneas aislando la variable que se halla en 
medio de los signos. Las operaciones i) a iii ) del teorema 3.5.1 se aplican en ambas partes de 
la desigualdad al misrno tiempo. 


EJEMPLO 3 


Resolución de una desigualdad simultànea 


Resuelva — 7 < 2x + 1 < 19. Dé las soluciones en notación de intervalo y trace la gràfica 
correspondiente. 


Solución Obtenemos desigualdades equivalentes corno sigue: 


I I [ -I-I - I-I-I - I-I-I-I-I-I-I- ) I I I 

-4 0 9 


—7 < 2x + 1 < 19 
—7 — 1 s 2x + 1 — 1 <t 19 — 1 

-8 < 2x < 18 

(j)( —8) ’ (|)2x < (^)l8 

—4 < x < 9. 


FIGURA 3.5.3 Conjunto solución del Por tanto, las soluciones de la desigualdad son todos los numeros del intervalo [—4, 9). 

ejemplo 3 La gràfica se muestra en la FIGURA 3.5.3. = 


Advertencia 


^ Se acostumbra escribir desigualdades simultàneas con el nùmero menor a la izquierda. 

Por ejemplo, pese a que 5 > x > 2 es tècnicamente correcto, debe escribirse corno 2 < x < 5 
para mostrar el orden en la recta numèrica. En el ejemplo 4 se ilustra este aspecto. 


EJEMPLO 4 


Resolución de una desigualdad simultànea 


Resuelva — 1 < 1 — 2x < 3. Dé las soluciones en notación de intervalos y trace la gràfica 
respectiva. 


Solución Debe explicar por qué las siguientes son desigualdades equivalentes: 


- 1 < 1 - 2x < 3 
— 1 — 1<—1 + 1— 2jt<—1+3 
—2 < — 2x < 2 

Aislamos la variable x en medio de la desigualdad simultànea multiplicando por — Como 
la multiplicación por un nùmero negativo invierte la dirección de las desigualdades, 


sfmbolos de desigualdad invertidos 

i i 

H)(— 2) > H)( —2x) > (4)2 

1 > x > — 1. 


Para expresar està solución en notación de intervalos, primero la reescribimos poniendo 
FIGURA 3.5.4 Conjunto solución del el nùmero menor a la izquierda; es decir, — 1 < x < 1. Por tanto, el conjunto solución se 
ejemplo 4 expresa corno el intervalo abierto (—1, 1), el cual se muestra en la FIGURA 3.5.4. = 


En el ejemplo 5 se ilustra una aplicación de las desigualdades. 
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EJEMPLO 5 


Cantidad anual de ventas 

A la senora Johnson se le pagan $15 000 al ano mas una comisión de 8% sobre sus ventas. 
( \Qué ventas anuales corresponderfan a un ingreso anual entre $23 000 y $27 000? 

Solución Si x representa la cantidad en dinero de las ventas anuales de la senora Johnson, 
entonces 15 000 + 0.0 8x es igual a su ingreso anual. Por tanto, queremos hallar x tal 
que 


23 000 < 15 000 + 0.08* < 27 000 

Resolvemos està desigualdad corno sigue: 

8 000 < 0.08x < 12 000 
(ir)8 000 < (ir)(0.08)x < (™)12 000 
100 000 < x < 150 000. 

Asi, las ventas anuales de la senora Johnson deben estar entre $100 000 y $150 000 para 
que su ingreso anual oscile entre $23 000 y $27 000. = 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-8. 


En los problemas 1 a 8, escriba la desigualdad en notación de 
intervalos y luego trace la gràfica del intervalo. 

1. x < 0 

2 . 0 < x < 5 

3. x > 5 

4. — 1 < x 

5. 8 < x < 10 

6 . -5 <x< -3 

7. -2 < x < 4 

8 . x> -7 

En los problemas 9 a 14, escriba el intervalo dado corno una 
desigualdad. 

9- [-7,9] 

10. [1, 15) 

11 . (—“, 2 ) 

12 . [-5,oo) 

13. (4,20] 

14. (-Ì, 10) 

En los problemas 15 a 18, resuelva la desigualdad dada e 
indique dónde se usan las operaciones i ) in) del teorema 

3.5.1. 

15. 4x + 4 > x 

16. -x + 5 < 4x - 10 


17. 0 < 2(4 - x) < 6 


18. 


-3 < 


< 7 


22. 5 

23. I 


En los problemas 19 a 34, resuelva la desigualdad lineai 
dada. Escriba el conjunto solución en notación de intervalos. 
Trace la gràfica del conjunto solución. 

19. x + 3 > -2 

20 . 3x - 9 < 6 

21. §x + 4 < 10 
|x > -4 

X > X 

24. -(1 - x) > 2x - 1 

25. 2 + x > 3(x - 1) 

26. — 7x + 3 < 4 - x 

27. -f <|x<4 

28. -3 < -x < 2 

29. -7 < x - 2 < 1 

30. 3 < x + 4 < 10 

31. 7 < 3 

32. 100 + x < 41 - 6x < 121 + x 


)x < 


, x — 4 , 

33. - 1 <-< ? 

4 2 

4x + 2 

34. 2 <-' 10 
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En los problemas 35 a 38, escriba la expresión | * — 21 + 

| x — 5 | sin los sfmbolos de valor absoluto si x es un numero 
dentro del intervalo dado. 

35. (-oo, 1) 

36. (7,oo) 

37. (3,4] 

38. [2,5] 

En los problemas 39 a 42, escriba la expresión | x + 11 — 

| x — 3 | sin los sfmbolos de valor absoluto si x es un nùmero 
dentro del intervalo dado. 

39. [-1,3) 

40. (0, 1) 

41. (ir, °°) 

42. (-oo ; - 5) 

= Aplicaciones diversas 

43. Juego de numeros Si 7 veces un nùmero se disminuye 
en 5, el resultado es menor que 47. ^Qué puede concluirse 
sobre el nùmero? 

44. Intento para obtener 80 James obtuvo en dos de sus exà- 
menes 71 y 82 puntos de 100. ( ' Cuànto debe obtener en el 
tercer examen para tener un promedio de 80 o mas? 

45. Qué ganga Se ofrece un descuento de 500 en la compra 
de un frasco de 4 onzas de café instantàneo, y el frasco de 
2.5 onzas cuesta $3.00. ( ',A qué precio seria mas economico 
el frasco grande? 

46. Fiebre En generai, se considera que una persona tiene 
fiebre si tiene una temperatura orai mayor que 98.6 °F. 
(i Qué temperatura en la escala Celsius indica fiebre? [ Pista: 
recuerde el problema 67 de los ejercicios 3.1, en el que 
T f = 9/5 T c + 32, donde T c es grados Celsius y T F es 
grados Fahrenheit], 


47. Viaje en taxi Un taxi cobra 900 por el primer cuarto de 
milla y 300 por cada cuarto de milla adicional. ( ',Qué dis- 
tancia en cuartos de milla puede viajar una persona y deber 
entre $3 y $6? 

48. Porlomenosesuntrabajo Un vendedor triunfador pasa 
normalmente entre 5 y 15 horas de una semana de 40 horas 
trabajando en la oficina. ^Cuànto riempo le queda al ven¬ 
dedor para ponerse en contado con sus clientes fuera de 
la oficina? 


= Para la discusión 

En los problemas 49 a 54, indique falso o verdadero. 

49. Si a < b, entonces a — 16 < b — 16._ 

50. Si a < b, entonces —a < —b. _ 

51. Si 0 < a, entonces a < a + a. _ 

52. Si a < 0, entonces a + a < a. _ 

53. Si 1 < a, entonces — < 1._ 

a 

a 

54. Si a < 0, entonces-< 0._ 

—a 

55. Demuestre la operación ii ) del teorema 3.5.1 utilizando el 
hecho de que el producto de dos nùmeros positivos es 
positivo. 

56. Demuestre la operación iii) del teorema 3.5.1 utilizando 
el hecho de que el producto de un nùmero positivo y uno 
negativo es negativo. 

57. SiO “C a ' b t demuestre que 1 Ib ‘ 1 lei. ^,Es necesana la 

restricción que a es positivo? Explique. 

58. a) SiO < a, /?, demuestre que a 2 < b 2 . 

b) ^Cuàl es la relación entre a 2 y b 2 si a < bl ^Si b < a 
< 0 ? 


| | 3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor ab^ 


■ Introducción Ya vimos que el valor absoluto de un nùmero reai x es una cantidad no 
negativa definida corno 


Se recomienda ampliamente repa- 
sar la sección 2.2. 

En està sección nos centramos en dos cosas: resolver ecuaciones y desigualdades que impli- 
can valor absoluto. 

■ Ecuaciones de valor absoluto En (1) nos damos cuenta de inmediato de que | 6 | = 6, 
pues 6 > 0 y | —61 = —(—6) = 6, porque —6 < 0. Este ejemplo sencillo indica que la ecua- 
ción | x | = 6 tiene dos soluciones: x = 6 y x = —6. El primer teorema résumé sucintamente 
còrno resolver una ecuación de valor absoluto. 


\x\ = 




—x, x < 0 
x a 0. 


( 1 ) 
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Teorema 3.6.1 Ecuación de valor absoluto 

Si a denota un nùmero reai positivo, entonces 

|x| = a si y sólo si x=—a o x = a. (2) 

En (2), tenga en cuenta que el simbolo x representa cualquier cantidad. 


EJEMPLO 1 


Ecuaciones de valor absoluto 


Resuelva a) \ —2x | = 9 b) \ 5x — 3 | = 8. 


Solución a ) Usamos (2) y sustituimos el simbolo x por — 2x y la identificación a = 9: 


— 2x = —9 o — 2x = 9 


— 9 9 

Resolvemos cada una de estas ecuaciones. A partir de — 2x = — 9 obtenemos x = -, = 

99 .99 

Luego, de — 2x = 9, obtenemos x = _ 2 = ~ 2 - El conjunto solución es { 2 , — 2 /• 
b ) A partir de (2), sustituimos x por 5x — 3 y a = 8: 

5x — 3 = ~8 o 5x — 3 = 8 

Resolvemos cada una de estas ecuaciones lineales y obtenemos, x = — 1 y r = y. El 
conjunto solución de la ecuación originai es { — 1, y} . = 

■ Desigualdades de valor absoluto Muchas aplicaciones importantes de las desigualdades 
implican también valores absolutos. Recuerde que en la sección 2.2 |x| representa la distancia 
a lo largo de la recta numèrica desde x hasta el origen. Asi, la desigualdad | x \ < a (a > 0) 
significa que la distancia desde x hasta el origen es menor que a. Podemos ver en la FIGURA 
3.6.1 a) que éste es el conjunto de los numeros reales x tales que —a < x < a. Por otra parte, 
| x | > a significa que la distancia desde x hasta el origen es mayor que a. Por tanto, corno 
muestra la figura 3.6.1 b), x < —a o x> a. Estas observaciones geométricas indican la inter- 
pretación siguiente de dos clases de desigualdades de valor absoluto. 


Ixl < a 

- ( ■ ) 

-a 0 a 

a ) La distancia entre x y 0 
es menor que a 



b ) La distancia entre x y 0 
es mayor que a 

FIGURA 3.6.1 Interpretación gràfica 
de|x|<ay|x|>a 


Teorema 3.6.2 Desigualdades de valor absoluto 

i) | x | < a si y sólo si —a<x<a. 

ii) | x | > a si y sólo si x < — a o x > a. 


Los incisos i) y ii) del teorema 3.6.2 también son verdaderos con < en lugar de < y > 
en lugar de >. 


EJEMPLO 2 


Dos desigualdades de valor absoluto 


Resuelva las desigualdades a) \ x \ < 1 b) \ x \ s 5. 


Solución a) Segun i) del teorema 3.6.2, la desigualdad |x| < 1 equivale a la desigualdad 
simultànea — 1 < x < 1. Por tanto, el conjunto solución de | x | < 1 es el intervalo 
(- 1 , 1 ). 


b) Segun ii) del teorema 3.6.2, la desigualdad |x| > 5 equivale a la parejade desigualdades: 
x < -5ox&5. Por consiguiente, x | > 5 se satisface para numeros dentro del intervalo 
( — 00 ,—5] o del intervalo [5, °°). = 
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Puesto que el conjunto solución del inciso h) del ejemplo 2 consta de dos intervalos 
disjuntos, es decir, que no se intersecan, no se puede expresar corno un solo intervalo. Lo 
mejor que podemos hacer es escribir el conjunto solución corno la unión de los dos intervalos. 
Recuerde que en la sección 2. 1 explicamos que la unión de dos conjuntos A y B, que se escribe 
A U B, es el conjunto de elementos que se encuentran ya sea en A o en B. Por tanto, el conjunto 
solución del ejemplo 2 b) se puede escribir —5] U [5, °°). 


EJEMPLO 3 


Desigualdad de valor absoluto 


Resuelva | 3x — 7 | < 1 y grafique el conjunto solución. 


Solución Si sustituimos x por 3x — 7 y a por el nùmero 1, la propiedad i) del teorema 
3.6.2 produce la desigualdad simultànea equivalente 


-1 < 3x - 7 < 1 


—*—t— 

o 2 | 

FIGURA 3.6.2 Conjunto solución del 
ejemplo 3 


Para resolver comenzamos por sumar 7 en las desigualdades: 


l+7<3x — 7 + 7<l + 7 
6 < 3x < 8 


Al multiplicar la ùltima desigualdad por j se obtiene 

G)6 < (1)3* < (|)8 

2 < x < |. 

o 

El conjunto solución es el intervalo abierto (2, y) mostrado en la FIGURA 3.6.2. 


EJEMPLO 4 


Desigualdad de valor absoluto 


Resuelva | 3x — 4 1 < 0. 


Solución Como el valor absoluto de una expresión nunca es negativo, los ùnicos valores 
que satisfacen la desigualdad dada son aquellos para los cuales 


| 3x — 41 = 0 o 3x — 4 = 0 


Ix -b\<a 
a a 

! -*-W-*-\ 

-^-♦- h~ 

b-a b b + a 

FIGURA 3.6.3 La distancia entre x y 
b es menor que a 


Entonces, el conjunto solución consta del nùmero f. = 

Una desigualdad tal que | x — b | < a también puede interpretarse en términos de la dis¬ 
tancia en la recta numèrica. Puesto que | x — b \ es la distancia entre xy b, una desigualdad tal 
que | x — b | < a se satisface por todos los nùmeros reales x cuya distancia entre xy b sea 
menor que a. Este intervalo se muestra en la FIGURA 3.6.3. Observe que cuando b = 0 obtene- 
mos la propiedad i) anterior. Asimismo, el conjunto de nùmeros que satisfacen | x — b \ > a 
son los nùmeros x cuya distancia entre xy b es mayor que a. 


EJEMPLO 5 


Desigualdad de valor absoluto 


Resuelva 14 — \x \ £ 7 y grafique el conjunto solución. 

Solución Sustituimos x por 4 — \x, a = 7 y cambiamos > por 
teorema 3.6.2, que 


y vemos, por ìì) del 


|4-Ì*|>7 


equivale a las dos desigualdades 

4 — \x ^ —7 o 4 — \x £ 7 
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Resolvemos cada una de estas desigualdades por separado. Tenemos primero 


4- 5* < -7 

-ii 

(-2)(—ì)x> (—2)( —11) 

x > 22. 


la multiplicación por —2 invierte 
de la dirección de la desigualdad 


En notación de intervalo esto es [22, °°). Luego resolvemos 

4— \x > 7 
3 

<— i —i—]— i— i — d — 1 —► 

-6 0 10 22 

FIGURA 3.6.4 E1 conjunto solución 
del ej empio 5 es la unión de estos 
dos conjuntos disjuntos 


En notación de intervalo esto se escribe (—°°, —6]. Como cualquier numero reai que 
satisfaga bien sea 4 — \x < —7 o 4 — \x >7 también satisface | 4 — \x | > 7, las solu- 
ciones son los numeros que estàn en la unión de los dos intervalos disjuntos: (—°°, —6] U 
[22, oo). La gràfica de estas soluciones se muestra en la FIGURA 3.6.4. = 


Observe que en la figura 3.6. la) el nùmero 0 es el punto medio del intervalo de solución 
de | jc | < a y que en la figura 3.6.3 el nùmero b es el punto medio del intervalo de solución de 
la desigualdad \x — b\< a. Con esto en mente, resuelva el ejemplo que sigue. 


EJEMPLO 6 


Construcción de una desigualdad de valor absoluto 


Halle una desigualdad de la forma | x — b | < a cuyo conjunto solución sea el intervalo 
abierto (4, 8). 


Solución El punto medio del intervalo (4, 8) es m = —-— = 6. La distancia entre el 

punto medio m y uno de los extremos del intervalo es clini, 8) = | 8 — 6 | = 2. Por tanto, 
corno b = 6 y a = 2, la desigualdad requerida es | x — 61 < 2. = 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-8. 


En los problemas 1 a 10, resuelva la ecuación dada. 

1. \4x — 11 = 2 

2. 15v — 41 = 7 
3 - \k~b\ = 1 
4. 12 — I6t\ = 0 

= 2 
= 4 

7. | jc 2 — 81 =1 

8 . | x 2 + 3x | =4 

9. | x 2 — 2x | = 1 

10. Ix 2 + 5x - 3| = 3 


x — 1 

X + 1 

x — 2 


En los problemas Ila 22, resuelva la desigualdad, exprese la 
solución utilizando la notación de intervalos y grafique el 
conjunto solución. 

11. | —5x| < 4 

12 . 13x| > 18 

13. | 3 + x| > 7 

14. |x — 4|< 9 

15. |2x — 7|< 1 

16. |5 - \x\<\ 

17. |x + V2| > 1 

18. 16x + 4 | > 4 
3x — 1 

19. - < 2 

-4 


3.6 Ecuaciones y desigualdades con valor absoluto 


153 























21 . |x — 5 | < 0.01 

22. \x- (-2)| <0.001 

En los problemas 23 a 26, proceda corno en el ejemplo 6 y 
halle una desigualdad \x — b\< a o\x — b\> a cuyo con- 
junto solución sea el intervalo dado. 

23. (-3, 11) 

24. (1,2) 

25. (-0°, 1) U (9, oo) 

26. (-oo, -3) u (13, oo) 


En los problemas 27 y 28, halle una desigualdad de valor 
absoluto cuya solución sea el conjunto de los nùmeros reales 
x que satisfaga la condición dada. Exprese cada conjunto uti¬ 
lizando notación de intervalos. 


27. Mayor o igual que 2 unidades de —3. 

28. Menor que \ unidad de 3.5. 


= Aplicaciones diversas 

29. Comparación de edades Las edades de Bill y Mary, A B 
y A m , respectivamente, difieren cuando mucho 3 anos. 
Escriba este hecho usando sfmbolos de valor absoluto. 

30. Supervivencia Su calificación en el primer examen fue de 
72%. La calificación de medio periodo es el promedio de la 
calificación del primer examen y la del examen de medio 
periodo. Si los limites de la calificación B va de 80 a 89%, 
^qué calificaciones debe obtener en el examen de medio 
periodo para que la calificación de medio semestre sea 
B? 

31. Peso del café El pesop de tres cuartas partes de los tarros 
de café llenados por un procesador de alimentos satis- 
face 


p - 12 

0.05 


donde p se mide en onzas. De termine el intervalo en el 
cual se halla p. 

32. Pesodelatas Se disena una balanza que sea precisa hasta 
0.25 onzas. Si en la balanza se colocan juntas dos latas de 


sopa idénticas y se halla que tienen un peso combinado de 
33.15 onzas, ( : cuàl es el mayor y el menor peso posible 
de una de las latas? 

33. La parte correcta Se especifica que una parte exacta de 
un motor pequeno tiene un diàmetro de 0.623 cm. Para 
que la parte encaje correctamente, su diàmetro debe estar 
a 0.005 cm del diàmetro especificado. Escriba una des¬ 
igualdad con valor absoluto que tenga corno soluciones 
todos los diàmetros posibles de las partes que encajaràn. 
Resuelva la desigualdad para determinar esos diàmetros. 

34. Consumo de agua La necesidad diaria de agua calculada 
para cierta ciudad està dada por 

\N- 3 725 0001 < 100 000, 

donde N es el numero de galones de agua utilizados por 
dia. Halle la mayor y la menor necesidad diaria de agua. 


= Para la discusión 

En los problemas 35 y 36, explique còrno resolverfa la des¬ 
igualdad y la ecuación dadas. Ponga en pràctica sus ideas. 


36. | 5 — jc | = 11 — 3jc | 

37. La distancia entre el nùmero x y 5 es | x — 5 |. 

a) En palabras, describa la interpretación gràfica de las 
desigualdades 0 < | x — 5 | y 0 < | x — 5 | < 3. 

b) Resuelva cada desigualdad del inciso a) y escriba cada 
conjunto solución en notación de intervalos. 

38. Interprete | x — 3 | corno la distancia entre el nùmero x y 3. 
Dibuje en la recta numèrica el conjunto de nùmeros reales 
que satisface 2 < | x — 3 | < 5. 

39. Resuelva la desigualdad simultànea 2 < | x — 31 < 5 ; para 
elio, resuelva primero | x — 3 | < 5 y luego 2 < | x — 3 |. 
Tome la intersección de los dos conjuntos solución y com- 
pàrela con su dibujo del problema 38. 

40. Suponga que a y b son nùmeros reales y que el punto a se 
halla a la izquierda del punto b en la recta de los nùmeros 
reales. Sin resolver propiamente la desigualdad, 


a + b 


< 


explique su conjunto solución. 


| 3.7 Desigualdades polinomialesy racionales 


■ Introducción En las secciones 3.5 y 3.6 resolvimos desigualdades lineales, es decir, 
desigualdades que contienen una sola variable x y que pueden escribirse en las formas 
ax + b > 0, ax + b < 0 y asl sucesivamente. Como ax + b es un polinomio lineai, las des¬ 
igualdades lineales son sólo un caso especial de una clase màs amplia de desigualdades que 
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Repase en la sección 2.6 la defini- 
ción de polinomio 


implicati polinomios. Si P(x) representa un polinomio de grado arbitrario, las desigualdades 
que pueden escribirse en las formas 

P(x) > 0, P(x) < 0, P(x) > 0 v P(x) < 0 (1 ) 


se llaman desigualdades polinomiales. Las desigualdades que incluyen el cociente de dos 
polinomios P(x) y Q(x), 


P(x) P(x) P (;c) P(x) 

—— > 0, —— < 0, —— >0 y —— < 0. 

Q(x) Q(x) Q(x) y Q(x) 


( 2 ) 


se llaman desigualdades racionales. En lo que respecta a las desigualdades racionales, 
supondremos que los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores comunes. Por ejemplo: 


x? — 2x — 15 — 0 y 


x(x — 1) 
x + 2 


< 0 


son una desigualdad polinomial y una desigualdad racional, respectivamente. 

En està sección estudiaremos un mètodo para resolver desigualdades polinomiales y 
racionales. 

■ Desigualdades polinomiales En los próximos tres ejemplos ilustramos el mètodo de la 
tabla de signos para resolver las desigualdades polinomiales. Las propiedades del signo de 
un producto de numeros reales que se presentan a continuación son fundamentales para 
preparar una tabla de signos de una desigualdad polinomial: 

El producto de dos numeros reales es positivo (negativo) si y sólo si los numeros tienen 
signos iguales (opuestos). (3) 

Es decir, si los signos de los numeros son (+)(+) o (—)(—), su producto sera positivo, y si 
tienen signos diferentes (+)(—) o (—)(+), su producto sera negativo. 

A continuación se presentan algunos de los pasos bàsicos del mètodo de la tabla de 
signos que se ilustra en el primer ejemplo. Usamos el hecho de que un polinomio P(x) puede 
cambiar de signo sólo en un nùmero c con el cual P(c) = 0. Un nùmero c con el que P(c) = 0 
se denomina cero del polinomio. 


REGLAS PARA RESOLVER DESIGUALDADES POLINOMIALES 


i) Use las propiedades de las desigualdades para replantear la desigualdad dada 
en forma tal que todas las variables y constantes diferentes de cero se encuen- 
tren del mismo lado del simbolo de desigualdad y el nùmero 0 quede del otro 
lado. Es decir, pian tee la desigualdad en una de las formas dadas en 1. 

ii) Luego, si es posible, factorice el polinomio P(x) en factores lineales ax + b. 

iii) Marque la recta numèrica en los ceros reales de P(x). Estos nùmeros dividen 
la recta numèrica en intervalos. 


iv) En cada uno de estos intervalos, determine el signo de cada factor y luego 
determine el signo del producto aplicando las propiedades de los signos de un 
producto (3). 


EJEMPLO 1 


Resolución de una desigualdad polinomial 


Resuelvax 2 & —2x+ 15. 


Solución Primero reescribimos la desigualdad con todos los términos a la izquierda del 
simbolo de desigualdad y el 0 a la derecha. Por las propiedades de las desigualdades, 

x 2 > — 2x + 15 equivale a x 2 + 2x — 15 > 0. 
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(-5, 3) 


-5) j 

—\—h 

-5 


| (3, ») 

-I —I— 

3 


FIGURA 3.7.1 Tres intervalos disjun- 
tos del ejemplo 1 


Véase (3) sobre las propiedades de 
los signos de los productos. 


► 


Después de factorizar, la ùltima expresión es igual a (x + 5)(x — 3) & 0. 

A continuación indicamos en la recta numèrica en qué punto cada factor es 0, en este 
caso, x = — 5 y x = 3. Como se ilustra en la FIGURA 3.7.1, esto divide la recta numèrica 
en tres intervalos disjuntos, es decir, tres intervalos sin intersección: (—°°, —5), (—5, 3) y 
(3, °°). Observe también que, puesto que la desigualdad requiere que el producto no sea 
negativo, es decir, “mayor o igual a 0”, los numeros — 5 y 3 son dos soluciones. A con¬ 
tinuación, debemos determinar los signos de los factores x + 5 y x— 3 en cada uno de los 
tres intervalos. Necesitamos intervalos en los que los dos factores sean positivos o los dos 
negativos, porque sólo asf su producto sera positivo. Puesto que los factores lineales x + 5 
y x — 3 no pueden cambiar de signo dentro de estos intervalos, basta obtener el signo de 
cada factor en sólo un nùmero de prueba elegido dentro de cada intervalo. Por ejemplo, en 
el intervalo (—°°, —5), si usamos x = —IO corno nùmero de prueba, entonces 


Intervalo 

(-”> -5) 

Signo de x + 5 

- 

Signo de x — 3 

- 

Signo de (x + 5)(x— 3) 

+ 


<— enx = ~10, x + 5 = -10 + 5 < 0 
<— en x = 10, x — 3 = -10 —3<0 
<-(—)(—) es (+) 


Continuando de està manera con los dos intervalos restantes, obtenemos la tabla de signos 
de la FIGURA 3.7.2. Como se observa en la tercera linea de està figura, el producto (x + 5) 
(x — 3) no es negativo en ninguno de los intervalos disjuntos no acotados (—°°, —5] o 


Véase el ejemplo 2 b) en la sección ^ 

[3, °°). Por tanto, el conjunto solución es (- 

■oo, -5] U 

[3, “). 

3.6. 






x + 5 - - 

0 

+ + 

+ + + 


x- 3 - - 

- 

- - 

0 + + 


(x + 5) (x - 3) + + 

0 

- - 

0 + + 


- 

— 1— 


-E - ► 



-5 


3 


FIGURA 3.7.2 Tabla de signos del ejemplo 1 


EJEMPLO 2 


Resolución de una desigualdad polinomial 


Resuelvax < 10 — 3X 2 . 


Solución Primero reescribimos la desigualdad poniendo todos los términos diferentes 
de 0 en el mismo lado: 3x 2 + x — 10 < 0. Al factorizar este polinomio cuadràtico tene- 
mos 


(3x - 5)(x + 2) < 0. 

En el diagrama de signos de la FIGURA 3.7.3 vemos (en rojo) que este producto es negativo 
para los nùmeros del intervalo abierto (—2, §). Por el simbolo estricto “menor que” de la 
desigualdad, los extremos de los nùmeros del intervalo no se incluyen en el conjunto 
solución. 

3x-5 - -- - 0+ + 

x + 2 - - 0 ++ + + + 

(3x - 5)(x + 2) + +0 - - 0 + + 

- i -) - 

-2 5 

3 

FIGURA 3.7.3 Tabla de signos del ejemplo 2 = 
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EJEMPLO 3 


Resolución de una desigualdad polinomial 

Resuelva ( x — 4) 2 (x + 8) 3 > 0 

Solución En vista de que la desigualdad dada ya tiene la forma apropiada para el mèto¬ 
do de la tabla de signos (una expresión factorizada a la izquierda del simbolo de desigual¬ 
dad y 0 a la derecha), primero debemos hallar los numeros donde cada factor es 0, en este 
caso, x = 4 y x = —8. Colocamos estos numeros en la recta numèrica y determinamos 
tres intervalos. Luego, en cada intervalo consideramos los signos de las potencias de cada 
factor lineai. Debido a la potencia par, nos damos cuenta de que (x — 4) 2 nunca es nega¬ 
tivo. Sin embargo, debido a la potencia impar, (x + 8) 3 tiene el mismo signo que el factor 
x + 8. Observe que los numeros i = 4yx = —8 no son soluciones de la desigualdad por 
el estricto simbolo de desigualdad “mayor que”. Por tanto, corno se observa (en rojo) en 
la FIGURA 3.7.4, el producto de los factores (x — 4) 2 (x + 8) 3 no es negativo para los nume- 
ros del conjunto ( — 8, 4) U (4, °°). 


(x - 4) 2 + + 

+ 

+ 

+ 

0 

+ 

+ 

(x + 8) 3 - - 

0 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

(jc - 4) 2 (jv + 8) 3 - - 

0 

+ 

+ 

0 

+ 

+ 


4-X-^ 


-8 4 

FIGURA 3.7.4 Tabla de signos del ejemplo 3 = 

■ Desigualdades racionales Ahora estudiaremos las desigualdades racionales del tipo que 
se muestra en (2). Las desigualdades racionales pueden resolverse mediante el procedimiento 
anterior, excepto que colocamos los ceros tanto del numerador P(x) corno del denominador 
Q(x) en la recta numèrica y usamos las propiedades de los signos de un cociente. 

El cociente de dos numeros reales es positivo (negativo) si y sólo si los numeros tienen 
los signos iguales (opuestos). (4) 


EJEMPLO 4 


Resolución de una desigualdad racional 


Resuelva 


x + 1 
x + 3 


< - 1 . 


Solución Para utilizar las propiedades de los signos de un cociente (4) debemos tener 
todos los términos diferentes de cero en el mismo lado de la desigualdad (exactamente de 
la misma forma corno lo hicimos en las desigualdades polinomiales). Asi, agregamos 1 
en ambos lados de la desigualdad y luego combinamos términos para obtener una des¬ 
igualdad racional equivalente: 


x + 1 
x + 3 


+ 1 < 0 

1 


x + 1 x + 3 

- 1 -~ 0 

x 3 x 3 


2x + 4 
x + 3 


< 0 . 


<r- denominador comun 


Utilizando el hecho de que 2x + 4 = 0 cuando x = —2 y x + 3 = 0 cuando x = —3, 
preparamos la tabla de signos que se muestra en la figura 3.7.5. En està tabla vemos que 
el nùmero —3 no es una solución, ya que (2x + 4) / (x + 3) no està definida parax = —3, 
pero el nùmero —2 se incluye en el conjunto solución debido a que ( 2x + 4) / (x + 3) es 
cero para x = —2. El conjunto solución es el intervalo ( — 3, —2]. 
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2x + 4 

x + 3 


+ + no definido 


4 


0 + + 


4 


FIGURA 3.7.5 Tabla de signos del ejemplo 4 


EJEMPLO 5 


Resolución de una desigualdad racional 


Resuelva j<3-. 

x + 2 


Solución Para empezar, reescribimos la desigualdad con todas las variables y constantes 
diferentes de cero a la izquierda y 0 a la derecha del signo de desigualdad: 


x — 3 


6 

x + 2 


. 0 . 


Algo que no se debe hacer es mul- 
tiplicar la desigualdad por x + 2 
para despejar el denominador. 
Véase el problema 57 de los ejerci- 
cios 3.7. 


Ahora colocamos los términos sobre un comun denominador, 


(x - 3)(x + 2) + 6 
x + 2 


y simplificamos a 


x(x — 1) 
x + 2 


< 0 . 


(5) 


Ahora los numeros que componen los tres factores lineales en la ùltima expresión igual a 
0 son —2, 0 y 1. En la recta numèrica, estos tres numeros determinan cuatro intervalos. 
Por la condición “menor o igual a 0” vemos que 0 y 1 pertenecen al conjunto solución. 
Sin embargo, —2 se excluye porque al sustituir este valor en la expresión fraccionaria 
resulta un denominador de cero (y la fracción no estaria definida). Como se ve en la tabla 
de signos de la FIGURA 3.7.6, el conjunto solución es (—°°, —2) U [0, 1]. 


X - 

- - 

0 

+ + + 

+ 

+ 

x- ì - 

- - 

- 

- - 0 

+ 

+ 

x +2 - 

0 + + 

+ 

+ + + 

+ 

+ 

l)/(x + 2 ) 

- no definido + + 

T 

0 

r 

- - 0 

1 

+ 

+ 


7 

r 

J 




-2 

0 

1 




FIGURA 3.7.6 Tabla de signos del ejemplo 5 



Notas del aula 

i) La terminologia empleada en matemàticas a menudo vana de un maestro a otro y de un 
libro a otro. Por ejemplo, las desigualdades que llevan los slmbolos < o > se denominan 
a veces desigualdades estrictas, en tanto que las que usan < o > se llaman no estrictas 
(véase la sección 2.2). Como otro ejemplo, los enterospositivos 1, 2, 3, ... a menudo se 
conocen corno numeros naturales. 

ii ) Suponga que el conjunto solución de una desigualdad consta de numeros tales que 
x<—lox>3. Una respuesta que aparece mucho en las tareas, cuestionarios y exàmenes 
es 3 < x < — 1. Esto se debe a que no se entiende bien la idea de simultaneidad. La pro- 
posición 3 < x < — 1 significa que x > 3 y, al mismo tiempo, x < — 1. Si esto se traza en 
una recta numèrica, se vera que es imposible que la misma x satisfaga las dos desigualda¬ 
des. Lo mejor que podemos hacer para reescribir “x < — 1 o x > 3” es usar la unión de 
los intervalos (—°°, — 1) U (3, °°). 
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ni) He aquf otro error frecuente. La notación a < x > b no tiene sentido. Por ejemplo, si 
tenemos x > —2 y x > 6, sólo los numeros x > 6 satisfacen ambas condiciones. 
iv) En el aula oimos con frecuencia la respuesta “positivo” cuando en realidad el alumno 
quiere decir “no negativo”. Pregunta: x bajo el signo de raiz cuadrada Vx debe ser positivo, 
^cierto? Levanten la mano. Invariablemente se levantan muchas manos. Respuesta correda: 
x debe ser no negativo, es decir, x > 0. No olvide que V0 = 0. 


MSM 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-8. 


En los problemas 1 a 40, resuelva la desigualdad y 
las soluciones en notación de intervalos. 

1. x 2 + 2x — 15 > 0 

2. 3X 2 - x - 2 < 0 

3. x 2 - 8x + 12 < 0 

4. 6x 2 + 14x + 4 > 0 

5. x 2 - 5x > 0 

6 . x 2 — 4x + 4 > 0 

7. 3X 2 - 27 < 0 

8. 4x 2 + 7x < 0 

9. 4x 2 — 4x + 1 < 0 

10. 12x 2 > 27x + 27 

11. x 2 - 16 < 0 

12. x 2 - 5 > 0 

13. x 2 - 12 < 0 

14. 9x > 2x 2 - 18 

15. x 2 + 6x < —9 

16. 9x 2 + 30x > -25 
x — 3 


17. 


< 0 


x + 2 
x + 5 

18. -> 0 

x 

2x + 6 

19. .. 0 

x — 3 

3x - 1 „ 

20 . -> 0 

x + 2 

x + 1 
x — 1 
x — 2 
x + 3 
2x - 3 
5x + 2 


21 . 


22 . 


23. 


+ 2 > 0 


■ 1 


■ -2 


exprese 3x - 1 

21 ^ < ~ 4 
5 

25. -< 0 

x + 8 


26. 


10 


27. 


28. 


2x + 5 

1 

x 2 + 9 


> 0 


< 0 


1 


< 0 


x 2 - 1 
x(x — 1) 

29. — - 2 > 0 

x + 5 

(1 + x) ( 1 - x) 

30. 2 -—- 2 < 0 


x 2 — 2x + 3 

31. -< 1 


32. 


x + 1 
X 


> 0 


x 2 - 1 

33. -(x + l)(x + 2)(x + 3) < 0 

34. —2(x - 1 )(x + \){x - 3) < 0 

35. (x 2 - lKx 2 - 4) < 0 

36. (x - l) 2 (x + 3)(x + 5) > 0 

37. (x - |) 2 (x + 5) 3 < 0 

38. x 2 (x - 2)(x - 3) 5 > 0 

(x + 3 ) 2 (x + 4)(x - 5) 3 

39. ---—-— > 0 

x 2 — x — 20 

9x 2 — 6x + 1 „ 

' x 3 - x 2 m 

En los problemas 41 a 44, resuelva la desigualdad y exprese 
las soluciones en notación de intervalos. Tal vez necesite la 
fòrmula cuadràtica para factorizar la expresión cuadràtica. 

41. x 2 - x - 1 > 0 

42. 6x 2 < 3x + 5 

„ 5i-2 1 

43. —-- 1 

x 2 + 1 
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44. 


> -1 


x — 1 


52. E1 numero total de puntos t, en un arreglo triangular con 
n filas està dado por (figura 3.7.9) 


En los problemas 45 y 46, resuelva las desigualdades y 

exprese cada solución en notación de intervalos. 

45. a) x 2 < x b) x 2 > x 

46. a) l/x<x b) x < 1 !x 

47. Si x 2 < 1, ^es necesariamente verdadero que x < 1? 
Explique. 

48. Si x 2 > 4, ^es necesariamente verdadero que x > 2? 
Explique. 

49. Si 7 veces el cuadrado de un numero positivo se reduce en 
3, el resultado es mayor que 60. ^Qué puede determinarse 
sobre el nùmero? 

50. Los lados de un cuadrado se extienden para formar un 
rectàngulo. Como se muestra en la FIGURA 3.7.7, un lado se 
extiende 2 cm y el otro 5 cm. Si el àrea del rectàngulo 
resultante es menor de 130 cm', ^cuàles son las posibles 
longitudes de un lado del cuadrado originai? 


T 

1 

2 

T 

FIGURA 3.7.7 Rectàngulo para el 

problema 50 

51. Un polìgono es una figura cerrada formada por la unión 
de segmentos de recta. Por ejemplo, un triàngulo es un 
polìgono de tres lados. En la figura 3.7.8 se ilustra un polì¬ 
gono de ocho lados que se llama octàgono. Una diagonal 
de un polìgono se define corno un segmento de recta que 
une dos vértices no adyacentes. El numero de diagonales 
d en un polìgono de n lados se expresa por medio de d = 
\{n — l) n — n. <;En qué polìgonos el nùmero de diagona¬ 
les es superior a 35? 

vèrtice 

\ 

vèrtice 

n = 8 




FIGURA 3.7.8 Octàgono para el pro¬ 
blema 51 


n(n +1) 
f ~~ 2 ' 

( Cuàntas filas puede tener el arreglo si el nùmero total de 
puntos debe ser menor de 5.050? 


n = 1 


n = 2 


n = 3 


n = 4 


FIGURA 3.7.9 Arreglos triangulares 
de puntos para el problema 52 


= Aplicaciones diversas 

53. Jardìn de flores Un arriate debe ser dos veces màs largo 
que ancho. Si el àrea cercada debe ser mayor que 98 m 2 , 
^qué se puede concluir sobre el ancho del arriate? 

54. Intensidad de la luz La intensidad I en lùmenes de una 
cierta fuente de luz en un punto a r centìmetros de la 
fuente està dada por I = 625 Ir 2 , i A qué distancias de 
la fuente de luz la intensidad es menor que 25 lùmenes? 

55. Resistores paralelos Un resistor de 5 ohmios y un resis¬ 
tor variable se colocan en paralelo. La resistencia resultante 
R T està dada por R T = 5R/{5 + R). Determine los valores 
del resistor variable R con los cuales la resistencia resul¬ 
tante R t serà mayor que 2 ohmios. 

56. Todo lo que sube... Con la ayuda del càlculo es fàcil 
demostrar que la altura s de un proyectil lanzado en direc- 
ción vertical ascendente desde una altura inicial sq a una 
velocidad inicial de v 0 està dada por ,? = — 2 gt + vtf + % 
donde t es el tiempo en segundos y g = 32 pies/s 2 . Si un 
cohete de juguete se dispara en dirección vertical ascen¬ 
dente desde el nivel del suelo, Sq = 0. Si la velocidad 
inicial es de 72 pies/s, ^durante qué intervalo de tiempo 
estarà el cohete a màs de 80 pies del suelo? 

= Para la discusión 

57. En el ejemplo 5, explique por qué no debemos multiplicar 
la ultima expresión en (2) por x + 2. 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Ecuaciones: 

rafz 

identidad 

ecuación condicional 
ecuaciones equivalentes 
ecuación lineai 
ecuación cuadràtica 
ecuación polinomial 
ecuación de valor absoluto 
Solución: 

conjunto solución 
solución extrana 
comprobación de una solución 
Completar el cuadrado 
Fòrmula cuadràtica: 
discriminante 


Teorema de Pitàgoras 
Numeros complejos: 
forma estàndar 
parte reai 
parte imaginaria 
conjugado 
suma de dos 
diferencia de dos 
producto de dos 
cociente de dos 
inverso multiplicativo 
Numero imaginario puro 
Ecuación de dos numeros complejos 
Desigualdades: 

desigualdades equivalentes 
desigualdad simultànea 


desigualdad de valor absoluto 
desigualdad lineai 
desigualdad polinomial 
desigualdad racional 
Notación de intervalos: 
intervalo abierto 
intervalo cerrado 
intervalo semiabierto 
Propiedad de los signos de los produc- 
tos 

Tabla de signos 
Cero de un polinomio 


EEUSIEEHEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-9. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10 responda verdadero o falso. 

1. V 17 !- V 3 ! = V(—1)(—1) = VI = 1._ 

1 V2 

2 . — =- i ._ 

V—50 10 

3. | —3f + 61 = 3 | f — 21._ 

4. Si — 3x & 6, entonces x > — 2._ 

5. El nùmero 3.5 forma parte del conjunto solución de 


6. El conjunto solución de | 4x — 6 | & — 1 es (—°°, °°). 

7. Para cualquier nùmero reai x, \ —x 2 — 25 | = x 2 + 25. 

8. Si 5 = z, entonces z debe ser un nùmero reai._ 

9. La desigualdad — < 0 no tiene solución. 

x 2 + 64 

10. Si x es un nùmero reai, entonces | x | = | — x |._ 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. Una desigualdad cuyo conjunto solución es (—°°, 9] es 

2. El conjunto solución de la desigualdad — 3 < x < 8 corno 

intervalo es_. 

3. La parte imaginaria del nùmero completo 4 — 6 i es 

4. (1 - V— 5)( —3 + V=2)_. 

5. Si 115 — 2x | = x, entonces x =_. 

6. El conjunto solución de la ecuación | x | = | x + 1 | es 

7. El conjunto de nùmeros reales x cuya distancia entre x y 

V2 es mayor que 3 queda definido por la desigualdad de 
valor absoluto_. 

8. Si x està en el intervalo (4, 8), entonces | x — 41 + | x — 81 

9. Si a < 0, entonces | — a \ = _. 

10. Si y > 0 y x 2 — 2x + 1 = y, entonces x = 


Ejercicios de repaso 
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= C. Ejercicios de repaso 


En los problemas 1 a 26, resuelva la ecuación dada. 
1 

3 

2 . 4(1 — x) = x — 3(x + 1) 


2 4 

1. —x H-= x 

3 3 


3. 4 


1 „ 3 

- = 3 + - 

t t 


4. 


r + 1 


5 = 4 


r + 1 


5. —p + Vx = —p - 2Vx 
Vx Vx 


+ 


1 


7. (1 - y)Cy - 1) = / 

8 . x(2x — 1) = 3 


9. 4x 2 + lOx - 24 = 0 


10. 3x 2 + x - 10 = 0 

11. lóx 2 + 9 = 24x 

12 . x 2 - 17 = 0 

13. 2x 2 — 6x — 3 = 0 

14. 4x 2 + 20x + 25 = 0 

15. 2x 2 + 100 = 0 

16. x 2 + 2x + 4 = 0 


17. x 3 - 8 = 0 

18. x 3 + 8 = 0 

19. x 4 + 4x 2 - 8 = 0 

20 . 4x 4 - 4x 2 + 1 = 0 


21 . x 1/4 - 2x 1/z +1=0 


22. 8x 2/3 - 9x 1/3 +1=0 

23. Vx 2 - 17 = 4 

24. 3 + V3x + 1 = x 

25. Vx + 2 — Vx — 3 = Vx — 6 

26. x + 3 - 28x~‘ = 0 

En los problemas 27 a 40, resuelva la desigualdad. Escriba el 
conjunto solución en notación de intervalos. 

27. 2x — 5 £ 6x + 7 

28. \x — 3 < \x + 1 

29. -4 < x - 8 < 4 

30. 7 < 3 - 2x < 11 

31. | x | > 10 

32. j-6x|<42 


33. | 3x — 4 | < 5 

34. |5 -2x|>7 

35. 3x > 2X 2 - 5 

36. x 2 > 6x — 9 

37. x 3 > x 

38. (x 2 — x)(x 2 +j)s0 

1 

39. + x > 2 
x 



En los problemas 41 a 44, describa el intervalo dado en la 
recta numèrica a) con una desigualdad, b) en notación de 
intervalos. 

41 ' ( —I—I—I—I—I—I—I— ] I I 

-6 0 2 

FIGURA3.R.1 Gràfica para el problema 41 

42 ' I I I ^—I— I —I—I — 1 —I — j I 

-2 0 5 

FIGURA 3.R.2 Gràfica para el problema 42 


- I f —I—I—I — I—I—I — I—I — > 

-4 0 


FIGURA 3.R.3 Gràfica para el problema 43 


—i— i —) —t—i—t— H—i— 

-2 0 2 

FIGURA 3.R.4 Gràfica para el problema 44 

En los problemas 45 a 50, despeje la variable indicada en tér- 
minos de las variables restantes. Suponga que todas las varia- 
bles representan numeros reales positivos. 

45. Àrea de la superficie de un paralelepipedo rectangular: 

A = 2 (ab + bc + ac), despeje b 


46. Conversión de temperatura: 

T c = l(T F - 32), despeje T F 


47. Ecuación de lentes: 


—I— = —, despeje f. 
P q f v J J 
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48. Volumen de una esfera: 

t j 4 3 

V = 37 rr , 

49. Ecuación de una hipérbola: 


50. Movimiento de un proyectil: 

9.8 , 

y = X - yX , 

Vo 

En los problemas 51 a 58, realice la operación indicada y 
escriba la respuesta en la forma estàndar a + bi. 

(6 - 50 + (4 + 30 

(8 + 20 - (5 - 0 

(3 + 20(4 - 50 

(3 + 50 2 

1 

4 - 2; 


51. 

52. 

53. 

54. 

55. 


despeje r. 


despeje x. 


despeje x. 


16 minutos menos. Halle las velocidades de los dos 
autos. 

67. qué velocidad? La distancia desde Mineàpolis hasta 
Des Moines es de aproximadamente 250 millas: 100 millas 
en Minnesota y 150 millas en Iowa. Antes, Iowa habia 
elevado su limite de velocidad interestatal a 65 mph, mien- 
tras que el limite de velocidad de Minnesota era aun de 55 
mph. En estas circunstancias, suponga que una mujer desea 
viajar de Mineàpolis a Des Moines en 4 horas. Si planea 
conducir a 65 mph en Iowa, /.a qué velocidad debe ir en 
Minnesota? 

68. Mecanógrafo lento Ethan puede escribir en màquina 100 
direcciones en 5 horas. Comienza y trabaja solo por dos 
horas. Luego, Sean empieza a ayudarle en otra computa- 
dora y terminan la tarea en otros 90 minutos. ^Cuànto 
tiempo tardarla Sean escribiendo en la computadora las 
100 direcciones solo? 

69. Ancho de una acera Se va a construir una acera alrede- 
dor de un centro comercial circular. El diàmetro del centro 
es de 34 m. Si el àrea de la acera es de 44-77 m 2 , determine 
el ancho de la acera. 


2 - 5; 

57 - JTÌi 

15 - li 

58. —~ 

En los problemas 59 a 62 despeje x y y. 

59. (3x — yi)i = 4(1 + yi) 

60. (1 + i) 2 = (x — yi)i 

1 

61. — = (2 — 3 i) + (x + yi) 
i 

62. i 2 = — (y + xzj 

63. Juego de numeros La suma de dos numeros es 33 y su 
cociente es §. Halle los dos numeros. 

64. Velocidad del viento Dos aviones, en aire quieto, vuelan 
a una velocidad de 180 mph. Un avión parte de Los Angeles 
y viaja en dirección del viento hacia Phoenix. El segundo 
avión parte de Phoenix al mismo tiempo y viaja contra el 
viento hacia Los Angeles. La distancia entre las ciudades 
es de 400 millas y los aviones se cruzan a 250 millas de 
Los Angeles. Halle la velocidad del viento. 

65. De rilievo por un 80 En cuatro exàmenes de igual valor, 
un estudiante tiene un puntaje promedio de 76. Si el exa¬ 
men final vale el doble que cualquiera de los cuatro 
exàmenes, halle el puntaje que el estudiante debe obtener 
en el examen final para alcanzar un promedio total de 80. 

66. ^A qué velocidad? Dos automóviles viajan 40 millas. 
Uno viaja 5 mph màs ràpido que el otro y hace el viaje en 


70. Juego de numeros Si se invierten los digitos de un 
numero de dos digitos la razón del nùmero originai al 
nuevo nùmero es igual a f. (i Cuàl es el nùmero originai? 

71. Velocidad de la corriente El bote de Fran avanza a velo¬ 
cidad de crucero de 20 mi/h en aguas quietas. Si recorre 
la misma distancia en 3 horas a contracorriente que la que 
recorreria en 2 horas con la corriente a favor, pellài es la 
velocidad de la corriente? 

72. Dimensiones El piso de una casa es un rectàngulo 5 m 
màs largo que el doble de su ancho. Se planea una amplia- 
ción que incrementarà el àrea total de la casa a 135 m 2 . Si 
el ancho de la ampliación aumenta 4 m, halle las dimen¬ 
siones originales de la casa. 

73. Hacer un corte Se corta un borde uniforme de un pedazo 
de tela rectangular. El pedazo de tela resultante es de 20 
por 30 cm (FIGURA 3.R.5). Si el àrea originai era el doble de 
la actual, halle el ancho del borde que se corto. 
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74. TV de pantalla plana E1 “tamano” de la pantalla de un 
televisor rectangular se mide a lo largo de la diagonal. Si 
la pantalla tiene 24 pulgadas mas de largo que de ancho y 
el tamano de la pantalla que se da es de 64 pulgadas, ( ' cuà- 
les son las dimensiones de la pantalla? 

75. Todo lo que sube... Disparamosuncohetedejugueteen 
dirección vertical ascendente desde el suelo a una veloci- 
dad inicial de 72 pies/s. La altura 5 en pies sobre el nivel 
del suelo después de t segundo està dada por s = — 1 ór 2 
+ 12t. ^Durante qué intervalo de tiempo estarà el cohete 
a mas de 80 pies del suelo? 

76. Mezcla Una enfermera tiene 2 litros de una solución de 
àcido bòrico a 3%. ^Cuànto de una solución a 10% debe 
anadir para tener una solución a 4%? 

77. Costo de bonos El senor Diamond comprò dos bonos 
por un total de 30 000 dólares. Un bono paga 6% de inte- 
rés y el otro 8%. El interés anual del bono de 8% excede 
al interés anual del bono de 6% en 1 000 dólares. Halle el 
costo de cada bono. 

78. Pian de jubilación Teri trabajó en una firma aeroespacial 
por 21 anos cuando Maria comenzó a laborar alli. Si Teri 
se jubila cuando tiene cinco veces la antigiiedad de Maria, 
( Cuànto tiempo ha trabajado cada cual en la firma? 

79. Mùsica nocturna La senora Applebee comprò una serie 
de cajas musicales para su almacén por un total de 400 
dólares. Si cada caja de musica hubiera costado 4 dólares 
màs, habria adquirido cinco cajas de mùsica menos por la 
mitad del dinero. ^Cuàntas comprò? 

80. Dosis infantil La regia de Young para convertir la dosis 
para adultos de un medicamento en dosis para ninos supone 
una relación entre edad y dosis, y se utiliza màs frecuen- 
temente para ninos entre los 3 y los 12 anos de edad. 

edad del nino 

-X dosis del adulto = dosis del nino. 

edad del nino +12 

lA qué edad la dosis del adulto es cuatro veces la del 
nino? 

81. Prevención de aludes Los ingenieros que se ocupan de 
los riesgos de un alud miden la solidez de una banquisa 
de nieve martillando un tubo de metal especialmente dise- 
nado en la nieve y viendo hasta dónde penetra. Asignan a 
la banquisa de nieve un nùmero de apisonamiento R dado 
por la fòrmula 

R = H + T + nfH/p, 

donde H es la masa del martillo, T es la masa del tubo, n 
es el nùmero de golpes de martillo,/es la distancia que el 
martillo baja por cada golpe y p es la penetración total 
después de n golpes (figura 3.R.6). Tipicamente, T y H 
tienen 1 kg cada una y / tiene alrededor de 50 cm. Si el 
nùmero de apisonamiento de la banquisa de nieve es 150, 
■/asta dónde penetra el tubo después de un golpe? 



FIGURA 3.R.6 Apisonamiento de la banquisa 
de nieve del problema 81 



FIGURA 3.R.7 Pistón para el problema 82 

82. Autos clàsicos El tamano de una màquina automotriz se 
mide por el volumen de aire presionado hacia arriba o 
desplazado por el movimiento de los pistones. Este volu¬ 
men està dado por la fòrmula 

V = NirS(B/2) 2 , 



Oldsmobile modelo 1911 del problema 82 

donde N es el nùmero de pistones, S es la distancia vertical 
o carrera que cada pistón mueve, y B es el diàmetro o 
taladro de un pistón (figura 3.R.7). 
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a) Halle el tamano en pulgadas cubicas de un V -8 (mà- 
quina de 8 cilindros) con un taladro de 4 pulgadas y 
una carcera de 3 pulgadas. 

b ) La màquina de 6 cilindros de 1909 de Thomas Flyer 
tenia un taladro y una carcera de 5.5 pulgadas. Halle 
su tamano. (Nota: las màquinas antiguas eran grandes 
debido a su baja eficacia.) 

c) El Oldsmobile Limited de 1911 desplazó 706.9 pul¬ 
gadas 3 con un taladro de 5 pulgadas y una carcera de 
6 pulgadas. /.Cuàntos cilindros tema? 

d) Los automóviles veloces “aumentan” la potencia de 
un carco aumentando el tamano del taladro y la longi- 
tud de la carcera. Si la carcera se aumenta \ de pulgada 
y el taladro de pulgada en la màquina descrita en el 
inciso a), /.elianto desplazamiento se gana? 

83. Temperatura del aire La fòrmula de Vincent para la tem¬ 
peratura de la piel humana P v en grados Celsius es 

P v = 30.1 + 0.2 1 - (4.12 - 0.13f)v 

donde t es la temperatura del aire en grados Celsius y v es 
la velocidad del viento en metros por segundo. 

a) /.A qué temperaturas t en aire quieto (v = 0) es menor 
la temperatura de la piel que la de la sangre (37 °C)? 

b) /.Hay una velocidad de viento a la que tanto la tempe¬ 
ratura t corno la temperatura de la piel P sea igual a 
la temperatura de la sangre (37 °C)? Explique su res- 
puesta. 

c) Segun està fòrmula, /a qué temperaturas t la velocidad 
del viento hace que aumente la temperatura de la piel? 
[Pista: la velocidad del viento aumentarà la tempera¬ 
tura del cuerpo cuando el coeficiente v sea positivo]. 

84. Estacionamiento pequeno Un arquitecto de estadios 
disenó un estacionamiento para 20 000 automóviles con 
cuatro salidas de 4 carriles cada una. En condiciones idea- 
les se supone que los autos saldràn suavemente a 10 mph, 
utilizando las 16 salidas, con un espacio de 10 pies entre 
cada auto. 

a) Si el automóvil comùn tiene 15 pies de largo, /en cuàn- 
to tiempo se desocuparà el estacionamiento? [Pista: 
convierta 10 mph a pies por minuto]. 

b) Deduzca una fòrmula generai que exprese el tiempo 
T en minutos en el que C autos saldràn de un estacio¬ 
namiento, utilizando N salidas a la calle, con un espa¬ 
cio de s pies entre autos, todos moviéndose a v millas 
por hora, si el auto comùn tiene L pies de longitud. 
Incluya el factor que convierte millas por hora en pies 
por minuto. 

c ) Resuelva la fòrmula deducida en el inciso b) para 
N. 

d) Halle el nùmero de carriles de salida requeridos para 
10 000 autos, cada uno de 15 pies de largo, de mane¬ 
ra que salgan en no màs de 30 minutos a 10 mph con 
10 pies entre cada auto. 


85. Tormentas violentas Hace algunos anos, los meteorólo- 
gos usaban la ecuación D 3 = 21 6T 2 corno modelo mate¬ 
màtico para describir el tamano y la intensidad de cuatro 
tipos de tormentas violentas (tornados, tormentas eléctri- 
cas, huracanes y ciclones), donde D es el diàmetro de la 
tormenta en millas y T es el nùmero de horas que se des- 
plaza la tormenta antes de disiparse. ( Fuente: NCTM 
Student Math Notes, enero de 1987). 

a) Despeje T. 

b ) En Estados Unidos se registran alrededor de 150 tor¬ 
nados cada ano. Si el diàmetro de un tornado es de 2 
mi, use el modelo matemàtico proporcionado para 
determinar el nùmero de horas que cabria esperar que 
durara. 



FIGURA 3.R.1 Dorsal oceànica para el problema 86 

86. Tectónica de placas Los estudios geológicos de la cor- 
teza de la Tierra indican que la litosfera (roca fundida) que 
la presión empuja hacia arciba en las dorsales oceànicas 
se hunde a medida que se va enfriando y se aleja de la 
dorsal. En tectónica de placas, la velocidad a la que se 
hunde la litosfera se pronostica con el modelo matemà¬ 
tico 

Z=CVf, con 0 < T < 100 

donde Z es la profundidad en metros que se hunde la litos¬ 
fera, T es el antiguedad de ésta en millones de anos y C es 
una constante (figura 3.R.8). (El valor C = 300 encaja 
relativamente bien en los datos.) 

a) /.Hasta dónde se hunde la litosfera al cabo de 100 mi¬ 
llones de anos? 

b) Despeje T en la ecuación dada. /.Que antiguedad tiene 
la litosfera que se ha hundido 500 m? 


Tornado para el problema 85 


dorsal oceànica 
litosfera 
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SISTEMA DE COORDENADAS 
RECTANGULARES Y GRÀFICAS 


4 


I 


En este capitulo 



4.1 E1 sistema de coordenadas rectangulares 

4.2 Circulos y gràficas 

4.3 Ecuaciones de rectas 

4.4 Variación 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Todo estudiante de matemàticas rinde homenaje al 
matemàtico francés René Descartes (1596-1650) siempre que traza una 
gràfica. Se considera que Descartes es el inventor de la geometria analitica, 
que es la combinación del àlgebra y la geometria, en una època en que se 
creta eran campos de las matemàticas que no guardaban relación entre si. 

En geometria analitica, una ecuación que contiene dos variables puede 
interpretarse corno una gràfica en un sistema de coordenadas bidimensio- 
nal integrado a un plano. El sistema de coordenadas rectangulares o cartesia- 
nas se llama asi en honor de Descartes. Los principios bàsicos de la geometria 
analitica se establecieron en La Géométrìe, oabra publicada en 1637. La inven- 
ción del plano cartesiano y las coordenadas rectangulares contribuyó de manera 
muy importante al desarrollo posterior del càlculo que realizaron paralelamente 
Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 

René Descartes también era cientifico y escribió sobre óptica, astronomia 
y meteorologia. Sin embargo, ademàs de sus contribuciones a las matemàticas 
y la ciencia, Descartes es recordado por la enorme influencia que ejerció en 
la filosofia. De hecho, a menudo se le llama padre de la filosofìa moderna, y 
su libro Meditaciones metafìsicas sigue siendo lectura obligatoria en muchas 
universidades hasta la fecha. Su famosa frase cogito ergo sum (pienso, luego 
existo) aparece en sus obras Discurso del mètodo y Principios de filosofìa. 
Aunque se decia católico devoto, la Iglesia recelaba de la filosofia y los escri- 
tos de Descartes sobre el alma e incluyó todas sus obras en el Indice de libros 
prohibidos en 1693. 


En la sección 4.3 
veremos que las 
rectas paralelas 
tienen la misma 
pendiente. 







| 4.1 El sistema de coordenadas rectangulares 


■ Introducción Vimos en la sección 3.1 que cada nùmero reai se puede asociar con exac- 
tamente un punto de la recta numèrica, o recta de coordenadas. Ahora examinaremos una 
correspondencia entre los puntos de un plano y los pares ordenados de numeros reales. 

■ El plano coordenado Un sistema coordenado rectangular se forma con dos rectas 
numéricas perpendiculares que se intersecan en el punto correspondiente al numero 0 en 
cada recta. El punto de intersección se llama origen y se representa con el simbolo O. Las 
rectas numéricas horizontal y vertical se llaman eje x y eje y, respectivamente. Esos dos 
ejes dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, que se numeran corno se 
indica en la FIGURA 4.1.la). Como se ve en la FIGURA 4.1.1/»), las escalas en los ejes x y y no 
necesitan ser iguales. En este texto si no se especifican las marcas de intervalo en los ejes 
coordenados, corno en la figura 4.1.1 a), se puede suponer que una marca corresponde a 
una unidad. Un plano que contiene un sistema coordenado rectangular se llama plano xy, 
plano coordenado o simplemente espacio bidimensional. 


y, 


ii 

I 

Segundo 

Primer 

cuadrante 

cuadrante 


- Origen 

/ 1 1 1 1 1 ,. 

0 


III 

IV 

Tercer 

Cuarto 

cuadrante 

cuadrante 




^ 1 1 1 1 1 
^ Tf <N 


-100 

100 

-2- 


-4- 





a) Cuatro cuadrantes b) Escalas diferentes en los ejes xy y 

FIGURA 4.1.1 Plano coordenado 


Al sistema de coordenadas rectangulares y al plano coordenado xy se les llama también 

sistema de coordenadas cartesianas y plano cartesiano, en honor de René Descartes 

(1596-1650), famoso matemàtico y filòsofo francés. 


■ Coordenadas de un punto Sea P un punto en el plano coordenado. Se asocia un par 
ordenado de numeros reales con P trazando una recta vertical desde P al eje x, y una recta 
horizontal desde P al eje y. Si la recta vertical corta el eje x en el nùmero a, y la recta hori¬ 
zontal interseca el eje y en el nùmero b, asociamos el par ordenado de nùmeros reales ( a , b) 
con el punto. Al revés, a cada par ordenado ( a , b ) de nùmeros reales corresponde un punto 
P en el plano. Este punto està en la intersección de la linea vertical que pasa por a en el eje 
x, y la linea horizontal que pasa por b en el eje y. En adelante, a un par ordenado se le llamarà 
un punto y se representarà por P(a, b) o bien por (a, b). 1 El numero a es la abscisa o coor- 
denada jc del punto, y el numero b es la ordenada, o coordenaday del punto, y se dice que 
P tiene las coordenadas (a, b ). Por ejemplo, las coordenadas del origen son (0, 0) (FIGURA 
4.1.2). 


1 Es la misma notación que se usa para representar un intervalo abietto. Debe quedar claro, por el contexto de la 
descripción, si se està considerando un punto (a, b) o un intervalo abierto (a, b). 
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y 


b 


coordenada y 

/ 


P{a, b ) 



coordenada x 


FIGURA 4.1.2 Punto con coordenadas 
(a, b ) 


y. 


ii 

I 

x < 0 

x > 0 

y > 0 

y > 0 

III 

IV 

x < 0 

x > 0 

y < 0 

y < 0 


FIGURA 4.1.3 Signos algebraicos de las 
coordenadas en los cuatro cuadrantes 


En la FIGURA 4.1.3 se indicati los signos algebraicos de la coordenada x o abscisa y la 
coordenada y u ordenada de cualquier punto (x, y ) en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se 
considera que los puntos en cualquiera de los dos ejes no estàn en cuadrante alguno. Como 
un punto en el eje x tiene la forma (x, 0), la ecuación que describe al eje x es y = 0. De igual 
modo, un punto en el eje y tiene la forma (0, y), por lo que la ecuación del eje y es x = 0. 
Cuando se ubica un punto en el plano coordenado, que corresponde a un par ordenado de 
numeros, y se representa usando un punto lleno, se dice que se grafica el punto. 


y 


B{- 4, 3) 


^D{ 0 , 4 ) 

- .A(l, 2) 


EJEMPLO 1 


Graficación de puntos 


Grafiquelos puntos A(l, 2), B{— 4, 3), C( — §, —2), £)(0, 4) y £(3.5, 0).Especifique el 
cuadrante en el que està cada uno. 


I I I I I 


C(-|, -2) • 


I I l»l I » 

£( 3 . 5 , 0 ) 


Solución Los cinco puntos se graficaron en el plano coordenado de la FIGURA 4.1.4. El FIGURA 4.1.4 Gràfica de los cinco 

punto A està en el primer cuadrante (cuadrante I), B en el segundo (cuadrante II) y C en puntos del ejemplo 1 

el tercero (cuadrante III). Los puntos D y E estàn en los ejes xy y, respectivamente, y no 
estàn en cuadrante alguno. = 


EJEMPLO 2 


Graficación de puntos 


Trace el conjunto de puntos (x, y) en el plano xy cuyas coordenadas satisfacen 0 < x < 2 
y también que | y | = 1. 


y 


0<x<2 
y y = 1 


Solución Primero, recuerde que la ecuación de valor absoluto | y | = 1 implica que y 
= — 1 o y = 1. En consecuencia, los puntos que satisfacen las condiciones dadas son 
aquellos cuyas coordenadas (x, y) satisfacen al mismo tiempo las siguientes condiciones: 
cada abscisa es un nùmero en el intervalo cerrado [0, 2] y cada ordenada es ya sea y = — 1 
o y = 1. Por ejemplo, algunos de los puntos que satisfacen las dos condiciones son 
(1, 1), (|, -1), (2, -1). En la FIGURA 4.1.5 se muestra en forma gràfica que el conjunto 
de todos los puntos que satisfacen las dos condiciones son los que estàn en los dos 
segmentos de recta paralelos. = 


H-h— x 


0<x<2 

- yy = -i 

FIGURA 4.1.5 Conjunto de puntos 
para el ejemplo 2 


EJEMPLO 3 


Regiones definidas por desigualdades 


Trace el conjunto de puntos (x, y) en el plano xy cuyas coordenadas satisfagan cada una 
de las condiciones siguientes: 


a) xy < 0 b) | y | > 2. 


Solución a) De acuerdo con (3) de las propiedades de los signos de los productos, en la 
sección 3.7, se ve que un producto de dos numeros reales x y y es negativo cuando uno de 
ellos es positivo y el otro es negativo. AsI, xy < 0 cuando x>0yy<0, o también cuan- 
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do x < 0 y y > 0. En la figura 4.1.3 se ve que xy < 0 para todos los puntos ( x, y) del se- 
gundo y el cuarto cuadrantes. Por consiguiente, se puede representar el conjunto de los 
puntos para los que xy <0 mediante las regiones sombreadas de la FIGURA 4.1.6. Los ejes 
coordenados se muestran corno lrneas interrumpidas, para indicar que los puntos en esos 
ejes no se incluyen en el conjunto solución. 

b) En la sección 3.6 vimos que |y | > 2 quiere decir que y > 2, o bien que y < — 2. Como 
x no tiene restricción alguna, puede ser cualquier nùmero reai, por lo que los puntos (x, y) 
para los cuales 

y > 2 y — oo < x < oo o bien y ' —2 y — o° < x < 00 

se pueden representar por medio de las dos regiones sombreadas de la FIGURA 4.1.7. Se usan 
lineas sólidas para representar las cotas y = —2 y V = 2 de la región, que indican que los 
puntos en esos limites estàn incluidos en el conjunto solución. 


y A 

I 

I 

I 

! 

xy < 0 

l 

! 

-_|- >- X 

I 

i 

xy < 0 


FIGURA 4.1.6 Región del plano xy 
que satisface la condición a) del 
ej empio 3 


y 




,y - 2 y 

-00 < X < 00 







- ^<-2 y 

—00 < X < 00 



FIGURA 4.1.7 Región del plano xy que 
satisface la condición b) del ejemplo 3 



■ Fòrmula de la distancia Supongamos que P\{x\, y t ) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos distintos 
en el plano xy, que no estàn en una recta vertical ni en una recta horizontal. En consecuencia, 
P 1 , P 2 y Pt,(x 1 , y 2 ) son vértices de un triàngulo rectàngulo, corno se ve en la FIGURA 4.1.8. La 
longitud del lado P 2 P 2 es | x 2 — xq |, mientras que la longitud del lado P \ P 2 es | y 2 — yq |. Si 
representamos con d la longitud P\Pi, entonces 

d 2 = \x 2 - xjj 2 + | y 2 ~ yil 2 (D 

de acuerdo con el teorema de Pitàgoras. Como el cuadrado de todo nùmero reai es igual al 
cuadrado de su valor absoluto, se pueden reemplazar los signos de valor absoluto en la ecua- 
ción (1) por paréntesis. Entonces, la fòrmula de la distancia se deriva directamente de (1). 


FIGURA 4.1.8 Distancia entre los 
puntos y P 2 


Teorema 4.1.1 Fòrmula de la distancia 

La distancia entre dos puntos P|(x|, yi) y P 2 (x 2 , y 2 ) cualesquiera en el plano xy se determina 
por 

d(Pi, Pi) = V(x 2 - xj 2 + (y 2 - yj 2 ( 2 ) 


Aunque està formula fue deducida para dos puntos que no estén en una recta horizon¬ 
tal o vertical, es vàlida también en esos casos. También, corno (x 2 — Xj ) 2 = (x! — x 2 ) 2 , no 
importa qué punto se use primero en la fòrmula de la distancia; esto es, d(P\, P 2 ) = d(P 2 , P 0- 
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EJEMPLO 4 


Distancia entre dos puntos 

Calcule la distancia entre los puntos ,4(8, —5) y B( 3, 7). 

Solución De acuerdo con (2), si A y B son P\ y P 2 , respectivamente: 

d(A, B) = V(3 - 8) 2 + (7 - (—5)) 2 

= V(-5) 2 + ( 12) 2 = Vl69 = 13. 

La distancia d se ilustra en la FIGURA 4.1.9. 


EJEMPLO 5 


Tres puntos forman un triàngulo 


Determine si los puntos / J ,(7, 1), P 2 ( —4, — 1) y P{4, 5) son los vértices de un triàngulo 
rectàngulo. 


Solución Segun la geometria plana, un triàngulo es rectàngulo si y sólo si la suma de los 
cuadrados de las longitudes de dos de sus lados es igual al cuadrado de la longitud del lado 
restante. Ahora bien, de acuerdo con la formula de la distancia (2): 



FIGURA 4.1.9 Distancia entre dos 
puntos del ejemplo 4 


d(P u P 2 ) = V(-4 - 7) 2 + (-1 - l) 2 
= V121 + 4 = Vl25, 
d(P 2 , P 3 ) = V(4 - (-4)) 2 + (5 - (-1)) 2 
= V64 + 36 = VlOO = 10, 
d{P 3 , P^ = V(7 - 4) 2 + (1 - 5) 2 
= V9 + 16 = V25 = 5. 


Ya que 


[d(P 3 ,Pi )] 2 + [d(P 2 ,P 3 )] 2 = 25 + 100 = 125 = [d(P u P 2 )] 2 , 

se llega a la conclusión de que P\,P 2 y P 3 son los vértices de un triàngulo rectàngulo, y 
el àngulo recto està en P 3 (FIGURA 4.1.10). = 



FIGURA 4.1.10 Triàngulo del ejem¬ 
plo 5 


■ Fòrmula del punto medio En la sección 3.2 se explicó que el punto medio en la recta 
numèrica de un segmento de recta entre dos numeros a y b es su promedio (a + b)l2. En el 
plano xy, cada coordenada del punto medio M de un segmento de recta que une dos puntos 
Pi(x|, v 1 ) y P 2 (x 2 , y 2 ), corno se muestra en la FIGURA 4.1.11 es el promedio de las coordenadas 
correspondientes a los extremos de los intervalos [jq, x 2 ] y [yi, ri¬ 
para demostrarlo, se ve en la figura 4.1.11 que los triàngulos P\CM y MDP 2 son con- 
gruentes, porque los àngulos correspondientes son iguales y d{P\,M) = d(M, P 2 )- Por consi- 
guiente, d(P 1 , C) = d(M , Z>), o y — yi = y 2 — y. Al despejar y de la ùltima ecuación se obtiene 


y = 


yi + yi 

2 


. De igual modo, d(C, M) = d(D, P 2 ), y entonces x — x { = x 2 — x\ por consi- 



FIGURA 4.1.11 M es el punto medio 
del segmento de recta que une Pj 
con P 2 


Xy + X 2 

guiente, x = -. Este resultado se résumé corno sigue. 


Teorema 4.1.2 Fòrmula del punto medio 

Las coordenadas del punto medio 
P 2 (x 2 , y 2 ) se determinan por medio c 

del segmento de re 
le 

(*i + x 2 yj + y 2 N \ 

età que une los puntos P\(x t , y,) y 

(3) 

l 2 ’ 2 J 
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FIGURA 4.1.12 Punto medio 

del segmento de recta del ejemplo 6 


EJEMPLO 6 


Punto medio de un segmento de recta 


Calciale las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une A(—2, 5) con 

B{ 4, 1). 

Solución De acuerdo con la fòrmula (3), las coordenadas del punto medio son 
-2 + 4 5 + r 


2 2 

Este punto se indica en color en la FIGURA 4.1.12. 


(1,3). 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-9. 


En los problemas 1 a 4 grafique los puntos. 

1 . (2,3), (4,5), (0,2), (-1,-3) 

2. (1, 4), (-3,0), (-4, 2), (-1, -1) 

3. (-1,-2), (0,0), ( — l,f), (3, 3) 

4. (0,0.8), (-2,0), (1.2, -1.2), (-2,2) 

En los problemas 5 a 16 determine el cuadrante en el que està 
el punto si (a, b ) està en el cuadrante I. 

5. ( —a,b) 

6 . (a, —b) 

7. (—a , —b) 

8 . (b, a) 

9. (— b, a ) 

10 . {—b, —a) 

11 . ( a , a) 

12 . ( b , -b) 

13. ( —a, —a) 

14. (—a, a) 

15. ( b , -a) 

16. {-b, b) 

17. Grafique los puntos de los problemas 5 a 16, si (a, b) es el 
punto que se ve en la FIGURA 4.1.13. 

yi 


18. Indique las coordenadas de los puntos que se ven en la 

FIGURA 4.1.14. 



FIGURA 4.1.14 Puntos A a G para el problema 18 


19. Los puntos (—2, 0), (—2, 6 ) y (3, 0) son los vértices de un 
rectàngulo. Determine el cuarto vèrtice. 

20. Describa el conjunto de los puntos (x, x) en el plano coor- 
denado. También el conjunto de los puntos (x, —x). 

En los problemas 21 a 26, grafique el conjunto de puntos 
(x, \j en el plano xy, cuyas coordenadas satisfagan las condi¬ 


ciones indicadas. 

21. 

xy = 0 

22. 

xy>0 

23. 

\x\ ^ly\y\ s2 

24. 

r< 2 y y > —1 

25. 

\x\ >4 

26. 

\y\ ^ i 


ta, b ) 


-b 


FIGURA 4.1.13 Punto (a, b) para el problema 17 


En los problemas 27 a 32, calcule la distancia entre los 
puntos. 

27. A( 1, 2), B(—3, 4) 

28. A( —1, 3), B(5, 0) 

29. A(2, 4), B( —4, —4) 
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30. A( — 12, —3), B( — 5, -7) 

31. A( —§, l), 5(§, —2) 

32. A( —§, 4), 5( —§, —l) 

En los problemas 33 a 36, determine si los puntos A, 5 y C 
son vértices de un triàngulo rectàngulo. 

33. A( 8 , l), 5( —3, -1),C(10, 5) 

34. A(—2, -l),5(8,2),C(l, -11) 

35. A(2, 8 ), 5(0, -3),C(6, 5) 

36. A(4,0),5(l, 1),C(2, 3) 

37. Determine si los puntos A(0, 0), 5(3, 4) y C(7, 7) son 
vértices de un triàngulo isósceles. 

38. Determine todos los puntos del eje y que estén a 5 unida- 
des del punto (4, 4). 

39. Se tiene el segmento de recta que une A(—1, 2) con 
5(3,4). 

a) Encuentre una ecuación que exprese el hecho que un 
punto P(x, y ) sea equidistante de A y de 5. 

b ) Defina geomètricamente el conjunto de puntos que 
describe la ecuación del inciso a). 

40. Use la formula de la distancia para determinar si los pun¬ 
tos A(— 1, —5), 5(2, 4) y C(4, 10) estàn en una recta. 

41. Determine todos los puntos cuya abscisa sea 6 , tales que 
la distancia de cada punto a ( — 1 , 2 ) es V85. 

42. ^Cuàl de los puntos (1/V2, 1/V2) o(0.25, 0.97) està 
màs cerca del origen? 

En los problemas 43 a 48, determine el punto medio del seg¬ 
mento de recta que une los puntos A y 5. 

43. A(4, l),5(-2,4) 

44. A(f,l),5(l,-3) 

45. A( —1,0),5(— 8 , 5) 

46. A(|, —|), 5(—|, 1) 

47. A(2a, 3 b), 5(4a, — 6 b) 

48. A(x, x ), 5(— x, x + 2) 

En los problemas 49 a 52, determine el punto 5 si M es el 
punto medio del segmento de recta que une los puntos A y 5. 

49. A(—2, 1),M(§,0) 

50. A(4,Ì),M(7,-|) 

51. A(5, 8 ), M{ — \, -1) 

52. A(-10, 2), M(5, 1) 

53. Calcule la distancia del punto medio del segmento de recta 
que une A( — 1, 3) con 5 (3,5), al punto medio del segmento 
de recta que une C(4, 6 ) con D(— 2, —10). 


54. Determine todos los puntos del eje x que estén a 3 unida- 
des del punto medio del segmento de recta que une a (5, 
2) con (—5, — 6 ). 

55. El eje x es la perpendicular que pasa por el punto medio 
(mediatriz) del segmento de recta que pasa por A (2, 5) y 
B(x, y). Calcule x y y. 

56. En el segmento de recta que une los puntos A(0, 0) y 
5(6,0), determine un punto C(x, y) en el primer cuadrante, 
tal que A, 5 y C sean vértices de un triàngulo equilàtero. 

57. Determine los puntos P yq), P^X 2 , yq) y 5 3 (x 3 , y 3 ) en el 
segmento de recta que une A (3, 6 ) con 5(5, 8 ), y que divi- 
dan al segmento de recta en cuatro partes iguales. 


= Aplicaciones diversas 

58. Camino a Chicago Las ciudades de Kansas City y 
Chicago no estàn unidas directamente por una carretera 
interestatal, pero cada una de ellas està conectada con las 
ciudades de St. Louis y Des Moines (FIGURA 4.1.15). Des 
Moines està a unas 40 millas al este, y a 180 millas al 
norte de Kansas City. St. Louis està màs o menos a 230 
millas al este y a 40 millas al sur de Kansas City, y 
Chicago està aproximadamente a 360 millas al este, y a 
200 millas al norte de Kansas City. Suponga que està 
parte del Medio Oeste es un plano, y que las carreteras 
son rectas. ^Qué ruta de Kansas City a Chicago es màs 
corta; ^la que pasa por St. Louis o la que pasa por Des 
Moines? 



= Para la discusión 

59. Los puntos A (1, 0), 5(5, 0), C(4, 6 ) y Z)( 8 , 6 ) son los vér¬ 
tices de un paralelogramo. Indique corno se puede demos¬ 
trar que las diagonales del paralelogramo se bisecan entre 
sì. Ponga sus ideas a trabajar. 

60. Los puntos A (0, 0), B(a, 0) y C(a, b) son los vértices de un 
triàngulo rectàngulo. Describa còrno se puede demostrar 
que el punto medio de la hipotenusa equidista de los vér¬ 
tices. Ponga sus ideas a trabajar. 
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| 4.2 Circulos y gràficas 


■ Introducción En el capftulo 1 estudiamos las ecuaciones corno dos cantidades algebrai- 
cas que implicati una variable. Nuestro objetivo era hallar el conjunto solución de la ecuación. 
Tanto en ésta corno en las secciones próximas estudiaremos ecuaciones con dos variables, 
digamos x y y. Una ecuación de este tipo es sencillamente una proposición matemàtica que 
afirma que las cantidades que implican estas variable son iguales. En los campos de las cien- 
cias ffsicas, ingenierfa y comercio, las ecuaciones en dos (o mas) son un medio de comuni- 
cación. Por ejemplo, si un fisico desea comunicar a otro la distancia que recorre una piedra 
que se deja caer desde una gran altura durante cierto tiempo t, escribirà s = 16r. Un mate¬ 
màtico verà s = 16r y de inmediato lo considerarà corno cierto tipo de ecuación. La clasifi- 
cación de una ecuación conlleva información acerca de propiedades que comparten todas las 
ecuaciones de ese tipo. El resto de este libro se dedica a examinar diversas clases de ecua¬ 
ciones que contienen dos o màs variables, y a estudiar sus propiedades. A continuación 
presentamos una muestra de las ecuaciones que verà el lector: 


x = 1, x 2 + y 2 = 1, 
y = 5x ™ 1, y = x 3, — 3x, 


1 

y = X , 


y = V x , 
y = 2 X , y = lnx, 


ni 


2 

y = x 


x 2 y 1 

1 , — + — = 1 , 
4 9 


\x 2 


y 2 = i 


■ Terminologia Una solución de una ecuación con dos variables x y y es un par ordenado 
de numeros ( a , b ) que produce una proposición cierta cuando x = ayy = bse sustituyen en 
la ecuación. Por ejemplo (—2, 4) es una solución de la ecuación y = x 1 , porque 


y 


= 4 


4 

4 = 


x — — 2 

4 


(- 2) 2 


es una proposición cierta. También se dice que las coordenadas (—2, 4) satisfacen la ecuación. 
El conjunto de todas las soluciones de una ecuación se llama conjunto solución. Se dice que 
dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solución. Por ejemplo, veremos 
(ejemplo 4 de està sección) que la ecuación x 2 + y 2 + lOx — 2y + 17 = 0 es equivalente 
a (x + 5) 2 + (y - 1 f = 3 2 . 

En la lista de las ecuaciones (1) el lector podrà objetar que la primera ecuación, x = 1, 
no contiene dos variables. ; Es asunto de interpretación! Como no hay una dependencia explf- 
cita de y en la ecuación, se puede interpretar que x = 1 es el conjunto 


y, 





'(1.3) 



(LO) 



x=l 


FIGURA 4.2.1 Gràfica de la ecuación 

x = 1 


{(x, _>) | x = 1. donde y es cualquier nùmero reai} 

Las soluciones de x = 1 son los pares ordenados (1, y) donde se tiene la libertad de escoger 
y en forma arbitraria, mientras sea un nùmero reai. Por ejemplo, (1, 0) y (1, 3) son soluciones 
de la ecuación x = 1 . La gràfica de una ecuación es la representación visual, en el plano 
coordenado, del conjunto de puntos cuyas coordenadas (a, b ) satisfacen la ecuación. La grà¬ 
fica de x = 1 es la recta vertical que se muestra en la FIGURA 4.2.1. 

■ Circulos Se puede usar la fòrmula de la distancia que presentamos en la sección anterior 
para definir un conjunto de puntos en el plano coordenado. Uno de esos muy importantes 
conjuntos se define corno sigue. 
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Definición 4.2.1 Cfrculo 

Un cfrculo es el conjunto de todos los puntos P(x, y) en el plano coordenado que estàn a 
determinada distancia fija r, llamada radio, de un punto fijo dado C, llamado centro. 


Si las coordenadas del centro son C(h, lì), entonces, de acuerdo con la definición anterior, 
un punto P(x, y) està en un cfrculo de radio r si y sólo si 

d{P, C) = r o \/(x — h) 2 + (y — k ) 2 = r 

Ya que (x — lì) 1 + (y — k) 2 siempre es no negativo, se obtiene una ecuación equivalente si los 
dos lados se elevan al cuadrado. Llegamos a la conclusión de que un cfrculo de radio r y 
centro C(h, k) tiene la ecuación 


(x - h) 2 + (y- k) 2 = r 2 ( 2 ) 

En la FIGURA 4.2.2 hemos trazado una gràfica tipica de una ecuación con la forma de la ecua¬ 
ción (2). La ecuación (2) se llama forma normal, estàndar o canònica de la ecuación de un 
cfrculo. Se ve que los sfmbolos h y k en (2) representan numeros reales, y corno tales pueden 
ser positivos, cero o negativos. Cuando h = 0 y k = 0, se ve que la forma normal de la ecua¬ 
ción de un cfrculo con centro en el origen es (FIGURA 4.2.3) 

x 2 + y 2 = r 2 (3) 

Cuando r = 1 se dice que (2) o (3) es una ecuación de un cfrculo unitario. Por ejemplo, 
x 2 + y 2 = 1 es una ecuación de un cfrculo unitario con centro en el origen. 


EJEMPLO 1 


Centro y radio 


Determine el centro y el radio del cfrculo cuya ecuación es 


(x - 8) 2 + (y + 2 ) 2 = 49 


(4) 


Solución Para obtener la forma normal de la ecuación (4) se escribe corno sigue: 

(x — 8) 2 + (y — (—2 )) 2 = 7 2 . 

Al comparar està ultima forma (2) se identifican h = 8 , k = — 2 y r = 7. Asf, el cfrculo 
tiene su centro en ( 8 , — 2) y su radio es 7. = 


EJEMPLO 2 


Ecuación de un cfrculo 


Halle la ecuación del cfrculo cuyo centro es C(—5, 4) y cuyo radio es V2. 
Solución Al sustituir h = —5, k = 4 y r = V 2 en la ecuación ( 2 ) se obtiene 


(x - (—5 )) 2 + (y - 4 ) 2 = (V2) 2 o (x + 5 ) 2 + (y - 4 ) 2 = 2 


EJEMPLO 3 


Ecuación de un cfrculo 


Halle la ecuación del cfrculo cuyo centro es C(4, 3) y que pasa por P( 1,4). 
Solución Con h = 4 y A: = 3, y de acuerdo con la ecuación (2), 

(x — 4 ) 2 + (y — 3 ) 2 = r 2 


(5) 



FIGURA 4.2.2 Cfrculo con radio r y 
centro en ( h , lì) 

y 


(0, r) 



(0, —r) 


FIGURA 4.4.3 Cfrculo con radio r y 
centro en (0, 0) 
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FIGURA 4.2.4 Cfrculo del ejemplo 3 


Como el punto P(l, 4) està en el cfrculo, corno se ve en la FIGURA 4.2.4, sus coordenadas 
deben satisfacer la ecuación (5), esto es, 

(1 - 4 ) 2 + (4 - 3 ) 2 = r 2 o 10 = r 2 

Entonces, la ecuación que se pide en forma normal es 

(x - 4 ) 2 + (y - 3 ) 2 =10 = 

■ Completar el cuadrado Si los términos (x — /i ) 2 y (y — k ) 2 se desarrollan y se agrupan 
sus términos semejantes, una ecuación de un cfrculo en forma normal se puede reescribir 
corno 


x 2 + y 2 + ax + by + c = 0 ( 6 ) 

Naturalmente, en està forma no se observan el centro y el radio. Para invertir el proceso, en 
otras palabras, para pasar de ( 6 ) a la forma normal ( 2 ), se debe completar el cuadrado en x 
y en y. Recuérdese de la sección 3.3 que en àlgebra, al sumar (a/2) 2 a una expresión corno 
x 2 + ax se obtiene x 2 + ax + (a/2) 2 , que es el cuadrado perfecto (x 4- a/2) 2 . Al reordenar los 
términos en ( 6 ), 

(x 2 + ax ) + (y 2 + by ) = — c 


y después sumar (a/2) 2 y (b/2) 2 a los dos miembros de la ùltima ecuación. 


Los términos en color, agregados 
dentro de los paréntesis en el 
miembro izquierdo, también se 
agregan al mienbro derecho de la 
igualdad. Està nueva ecuación es 
equivalente a (6). 


► 



+ 


(V + by + 





— c 


y se obtiene la forma normal de la ecuación de un cfrculo: 




l -(a 2 + b 2 - Ac). 


El lector no debe memorizar està ùltima ecuación. Le recomendamos que siga el proceso de 
completar el cuadrado cada vez que se le presente. 


EJEMPLO 4 


Completar el cuadrado 


Determine el centro y el radio del cfrculo cuya ecuación es 


x 2 + y 2 + lOx - 2y + 17 = 0 


(7) 



FIGURA 4.2.5 Cfrculo del ejemplo 4 


Solución Para determinar el centro y el radio, se debe reescribir la ecuación (7) en la 
forma normal (2). Primero, se reordenan los términos, 

(x 2 + lOx ) + (y 2 -2 y ) = -17. 

A continuación se completa el cuadrado en x y y sumando, respectivamente, (10/2 ) 2 dentro 
del primer paréntesis, y (—2/2 ) 2 en el segundo. Se debe hacer con cuidado, porque esos 
nùmeros se deben sumar en ambos miembros de la ecuación: 

[x 2 + lOx + (f) 2 ] + [y 2 -2y+ (f ) 2 ] = -17 + (f) 2 + (f ) 2 
(x 2 + lOx + 25) + (y 2 - 2y + l) = 9 
(x + 5 ) 2 + (y - l ) 2 = 3 2 

De acuerdo con la ùltima ecuación, se ve que el cfrculo està centrado en ( 5, 1) y tiene 
radio 3 (FIGURA 4.2.5). = 
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Es posible que una expresión para la que se debe completar el cuadrado tenga un primer 
coeficiente distinto de 1. Por ejemplo, 

Nota: “^- 1 

3x 2 + 3y 2 - 18x + 6y + 2 = 0 

es una ecuación de un cfrculo. Como en el ejemplo 4, se comienza reordenando la ecua- 
ción: 


(3x 2 — 18x ) + (3y 2 + 6 y ) = —2. 

Sin embargo, ahora se debe dar un paso adicional antes de tratar de completar el cuadrado; 
esto es, se deben dividir ambos miembros de la ecuación entre 3 para que los coeficientes de 
x 2 y y 2 sean 1 : 

(x 2 — 6x ) + {y 2 + 2y ) = -§. 

En este momento ya se pueden sumar los numeros adecuados en cada conjunto de paréntesis 
y también al miembro derecho de la igualdad. El lector debe comprobar que la forma normal 
que resulta es (x — 3) 2 + (y + l) 2 = y. 

■ Semicirculos Si se despeja y de (3), el resultado es y 2 = r 2 — x 2 o y = ±V r 2 — x 2 . 
Està ultima expresión equivale a dos ecuaciones, y = \/r 2 — x 2 y y = —Vr 2 — x 2 . De 
igual manera, si se despeja x de (3), se obtiene x = V r 2 — y 1 y x = —\/r 2 — y 1 . 

Por convención, el simbolo \A representa un a cantida d no negativa; entonces, los valo- 
res de y definidos por una ecuación corno y = \/r 2 — x 2 son no negativos. Las gràficas de 
las cuatro ecuaciones indicadas en color son, a su vez, la mitad superior, mitad inferior, mitad 
derecha y mitad izquierda del cfrculo de la figura 4.2.3. Cada gràfica de la FIGURA 4.2.6 se 
llama semicirculo. 




c) Mitad derecha 
FIGURA 4.2.6 Semicirculos 
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■ Desigualdades Un ultimo punto acerca de los cfrculos: a veces se encuentran problemas 
en los que se debe trazar el conjunto de puntos, en el plano xy, cuyas coordenadas satisfagan 
desigualdades corno x 2 + y 2 < r 2 o x 2 + y 2 & r. La ecuación x 2 + y 2 = r 2 describe el con¬ 
junto de puntos (x, y) cuya distancia al origen (0, 0) es exactamente r. Por consiguiente, la 
desigualdad x 1 + y 2 < r 2 describe el conjunto de puntos (x, y) cuya distancia al origen es 
menor que r. Dicho con otras palabras, los puntos (x, yj cuyas coordenadas satisfacen la 
desigualdad x 2 + y 2 < r 2 estàn en el interior del cfrculo. En forma parecida, los puntos (x, y) 
cuyas coordenadas satisfacen x 2 + y 2 > r 2 estàn ya sea en el cfrculo, o en el exterior de él. 

■ Graficas Es diffcil leer un periòdico, o un texto cientffico o comercial, navegar por 
internet o hasta ver las noticias en TV sin observar representaciones graficas de datos. Hasta 
parece imposible ir mas alla de la primera pàgina de un texto de matemàticas sin ver algun 
tipo de gràfica. Hay tantas y diversas cantidades relacionadas por medio de ecuaciones, y 
tantas preguntas acerca del comportamiento de las cantidades relacionadas por la ecuación 
que se pueden contestar mediante una gràfica que la destreza de graficar ecuaciones con 
rapidez y exactitud, corno la destreza para manejar el àlgebra con rapidez y exactitud, es muy 
importante en la lista de conocimientos esenciales para el éxito en un curso de matemàticas. 
El resto de està sección hablaremos acerca de gràficas en generai, y en forma màs especffica 
acerca de dos aspectos importantes de las gràficas de ecuaciones. 

■ Interseccìones Puede ser util ubicar los puntos en los que la gràfica de una ecuación 
interseca los ejes coordenados cuando se traza a mano una gràfica. Las intersecciones con 
el eje x de la gràfica de una ecuación son los puntos en los que la gràfica corta el eje x. Ya 
que todo punto del eje x tiene la ordenada (coordenada y) 0 , las abscisas (coordenadas x) de 
esos puntos, si las hay, se pueden determinar a partir de la ecuación dada, haciendo y = 0 y 
despejando x. A su vez, las intersecciones con el e jey de la gràfica de una ecuación son los 
puntos en los que su gràfica corta el eje y. Las ordenadas de esos puntos pueden determinarse 
igualando x = 0 en la ecuación y despejando a y (véase la FIGURA 4.2.7). 


intersecciones 




a) Cinco intersecciones 
con los ejes 


b) Dos intersecciones c) La gràfica no tiene intersecciones 

con el eje y con los ejes 


FIGURA 4.2.7 Intersecciones de una gràfica con los ejes coordenados 


EJEMPLO 5 


Intersecciones 


Determine las intersecciones con los ejes coordenados de las gràficas de las ecuaciones 
siguientes: 


a) x 2 — y 2 = 9 b) y = 2x 2 + 5x — 12. 


Solución a ) Para determinar las intersecciones con el eje x se hace y = 0 y se despeja 
x de la ecuación resultante, x 2 = 9: 


x 2 - 9 = 0 o (x + 3)(jc - 3) = 0 


y se obtiene x = — 3 y x = 3. Las intersecciones con el eje x de la gràfica son los puntos 
(—3, 0) y (3, 0). Para calcular las intersecciones con el eje y se hace x = 0 y se resuelve 
— y 2 = 9, o y 2 = —9. Como no hay numeros reales cuyo cuadrado sea negativo, la con- 
clusión es que la gràfica de la ecuación no corta el eje y. 
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b) Si y = 0, se obtiene 2x 2 + 5x — 12 = 0. Es una ecuación cuadràtica, y se puede resol¬ 
ver factorizando o mediante la fòrmula cuadràtica. Con factorización se obtiene 

(x + 4)(2x - 3) = 0 

por lo que x = —4 y x = Las intersecciones con el eje x de la gràfica son los puntos 
( —4, 0) y (|, 0). Ahora, si se hace que x = 0 en la ecuación y = 2X 2 + 5x — 12, de inmediato 
se obtiene y = — 12. La intersección con el eje y de la gràfica es el punto (0, — 12). = 


EJEMPLO 6 


Regreso al ejemplo 4 


Regresemos al cuculo del ejemplo 4 y determinemos las coordenadas al origen a partir de 
la ecuación (7). Al hacer que y = 0 en x 2 + y 2 4- lOx - 2y +17 = 0y usar la fòrmula 
cuadràtica para resolver x 2 + lOx + 17 = 0, se ve que las intersecciones con el eje x de 
este cuculo son ( — 5 — 2 V2 , 0) y ( —5 + 2 V2 , 0). Si se hace que x = 0, con la fòrmula 
cuadràtica se ve que las rafces de la ecuación y 2 — 2v + 17 = 0 son numeros complejos. 
Como se ve en la figura 4.2.5, el cuculo no corta el eje y. = 


■ Simetria Una gràfica también puede tener simetrfa. El lector ya sabrà que la gràfica de 
la ecuación y = x 2 se llama paràbola. En la FIGURA 4.2.8 se muestra que la gràfica de y = x 2 
es simétrica respecto al eje y, porque la parte de la gràfica que està en el segundo cuadrante es 
la imagen especular (de espejo) o la reflexìón respecto al eje y de esa parte de la gràfica en 
el primer cuadrante. En generai, una gràfica es simétrica respecto al eje y si siempre que 
(x, y) es un punto de la gràfica, (—x, y) también es un punto de ella. Note, en la figura 4.2.8, 
que los puntos (1, 1) y (2, 4) estàn en la gràfica. Como ésta tiene simetria respecto del eje y, 
los puntos (—1, 1) y (—2, 4) deben estar también en la gràfica. Se dice que una gràfica es 
simétrica respecto al eje x si siempre que (x, y) es un punto de la gràfica, (x, —y) también 
es un punto de la gràfica. Por ùltimo, una gràfica es simétrica con respecto al origen si 
cuando (x, y) està en la gràfica, (—x, —y) también es un punto de la gràfica. En la FIGURA 4.2.9 
se ilustran estos tres tipos de simetria. 





a) Simetria con 
respecto al eje y 


b) Simetria con 
respecto al eje x 


FIGURA 4.2.9 Simetrfas en una gràfica 


c) Simetria con 
respecto al origen 


Observe que la gràfica del cfrculo en la figura 4.2.3 tiene las tres simetrfas anteriores. 
En la pràctica deseamos saber si una gràfica tiene alguna simetria antes de trazarla. Eso 
se puede saber aplicando las pruebas siguientes a la ecuación que define la gràfica. 


yi 



FIGURA 4.2.8 Gràfica con simetria 
con respecto al eje y 
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Teorema 4.2.1 Pruebas de simetria 

La gràfica de una ecuación es simétrica respecto a: 

i ) el eje y si al sustituir x por — x se obtiene una ecuación equivalente; 

ii) el eje x si al sustituir y por —y se obtiene una ecuación equivalente; 

Hi) el origen si al sustituir a' y y por — x y —y se obtiene una ecuación equivalente. 


La ventaja de usar simetrfas al graficar deberfa ser manifiesta. Por ejemplo, si la gràfica 
de una ecuación es simétrica respecto al eje x, sólo se necesita trazar la gràfica para y > 0 , 
porque los puntos de la gràfica para y < 0 se obtienen con imàgenes especulares con respecto 
al eje x de los puntos en el primero y segundo cuadrantes. 


EJEMPLO 7 


Prueba de simetria 


Reemplazando x por — x en la ecuación y = x 1 y usando (—a ) 2 = x 2 se ve que 
y = (— x ) 2 es equivalente a y = x 2 

Esto demuestra lo que se observa en la figura 4.2.8: que la gràfica de y = x 2 es simétrica 
respecto al eje y. = 


EJEMPLO 8 


Intersecciones y simetria 


Determine las intersecciones con los ejes y la simetria de la gràfica de 


x + y 2 = 10 . 


( 8 ) 



FIGURA 4.2.10 Gràfica de la ecua¬ 
ción para el ejemplo 8 


Solución 

Intersecciones con el eje x: se hace y = 0 en la ecuación ( 8 ) y de inmediato se obtiene 
x = 10. La gràfica de la ecuación tiene una sola intersección con el eje x, (10, 0). Cuando 
x = 0 , se obtiene y 2 = 10 , lo que implica que y = — VTO o y = VlO. Entonces, hay 
dos intersecciones con el eje y, ( 0 , — VlO) y ( 0 , VTO). 

Simetria: si se sustituye x por —x en la ecuación ( 8 ) se obtiene —x + y 2 =10. Este resul- 
tado no equivale a la ecuación ( 8 ). El lector también debe verificar que al sustituir x y y 
por —x y —y en ( 8 ) no se obtiene una ecuación equivalente. Sin embargo, si se sustituye 
y por — y, se encuentra que 

x + (— y ) 2 = 10 es equivalente a x + y 2 = 10 
Entonces, la gràfica de la ecuación es simétrica respecto al eje x. 

Gràfica: en la gràfica de la ecuación que se muestra en la FIGURA 4.2.10, las intersecciones 
se indican y se debe notar la simetria respecto al eje x. = 


Ejercicios 


Las respuestas de los problemas impares seleccionados empiezan en la pàgina RESP-9. 


En los problemas 1 a 6 , determine el centro y el radio de cada 
cfrculo. Trace su gràfica. 

1. x 2 + y 2 = 5 

2 . x 2 + y 2 = 9 

3. x 2 + (y - 3 ) 2 = 49 


4. (x + 2 ) 2 + _y 2 = 36 

5. (x - À ) 2 + (y - l ) 2 = 1 

6 . (x + 3 ) 2 + (y - 5 ) 2 = 25 
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En los problemas 7 a 14, complete el cuadrado en x y y para 
determinar el centro y el radio de cada clrculo. 

7. x 2 + y 2 + 8 y = 0 

8 . x 1 + y 2 - 6x = 0 

9. x 2 + y 2 + 2x - 4y - 4 = 0 

10 . x 2 + y 2 - 18* - 6y - 10 = 0 

11 . x 2 + y 2 - 20x + 16 y + 128 = 0 

12 . x 2 + y 2 + 3x — 16 y + 63 = 0 

13. 2x 2 + 2y 2 + 4x + 16y + 1 = 0 

14. \x 2 + hy 2 + |* + 10y + 5 = 0 

En los problemas 15 a 24, deduzca una ecuación del clrculo 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

15. centro ( 0 , 0 ), radio 1 

16. centro (1, —3), radio 5 

17. centro ( 0 , 2 ), radio V 2 

18. centro (—9,—4), radio | 

19. extremos de un diàmetro en (— 1, 4) y (3, 8 ) 

20 . extremos de un diàmetro en (4, 2) y (—3, 5) 

21 . centro ( 0 , 0 ); la gràfica pasa por (— 1 , — 2 ) 

22 . centro (4, —5); la gràfica pasa por (7, —3) 

23. centro (5, 6 ); la gràfica es tangente al eje x 

24. centro (—4, 3); la gràfica es tangente al eje y 

En los problemas 25 a 28, trace el semiclrculo definido por la 
ecuación indicada. 

25. y = V4 - x 2 

26. x = 1 - Vi - y 2 

27. x = Vi - (y - l) 2 

28. y = —V9 - (x - 3 ) 2 

29. Halle la ecuación de la mitad superior del clrculo x 2 + 
(y — 3 ) 2 = 4. Repita lo anterior con respecto a la mitad 
derecha del clrculo. 

30. Halle la ecuación de la mitad inferior del clrculo (x — 5 ) 2 
+ (v — l ) 2 = 9. Repita lo anterior con respecto a la mitad 
izquierda del clrculo. 

En los problemas 31 a 34, trace el conjunto de puntos en el 
plano xy, cuyas coordenadas satisfagan la desigualdad dada. 

31. x 2 + y 2 > 9 

32. (x - l ) 2 + (y + 5 ) 2 < 25 

33. 1 < x 2 + y 2 < 4 

34. x 2 + y 2 > 2y 


En los problemas 35 y 36, determine las intersecciones con 
los ejes del clrculo dado. 

35. el clrculo con centro (3, — 6 ) y radio 7 

36. el clrculo x 2 + y 2 + 5x — 6 y = 0 


En los problemas 37 a 62, determine las intersecciones con 
los ejes de la gràfica de la ecuación indicada. Establezca si la 
gràfica de la ecuación tiene simetrla respecto al eje x, al eje y 
o al origen. No trace la gràfica. 


37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 

58. 

59. 

60. 
61. 
62. 


y = —3x 
y — 2 x = 0 
—x + 2 y = 1 


2x + 3y = 6 



y = x 2 - 4 
x = 2y 2 - 4 
y = x 2 — 2 x — 2 
y 2 = 16(x + 4) 
y = x(x 2 — 3) 
y = (x — 2 ) 2 (x + 2) 2 

x = - Vy 2 - 16 


y 3 - 4x 2 + 8 = 0 
4y 2 - x 2 = 36 

x 2 y 2 

-h — — 1 

25 9 


X 2 - 10 

x 2 + 10 
x 2 — x — 20 
x + 6 

(x + 2 )(x — 8 ) 



En los problemas 63 a 66 establezca todas las simetrlas que 
tenga la gràfica indicada. 
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63. 


68 . La gràfica es simétrica respecto al eje x. 



FIGURA 4.2.11 Gràfica 
para el problema 63 



FIGURA 4.2.12 Gràfica 
para el problema 64 



FIGURA 4.2.13 Gràfica 
para el problema 65 



FIGURA 4.2.14 Gràfica 
para el problema 66 


En los problemas 67 a 72, use la simetrfa para completar la 
gràfica dada. 

67. La gràfica es simétrica respecto al eje y. 



FIGURA 4.2.15 Gràfica 
para el problema 67 



FIGURA 4.2.16 Gràfica 
para el problema 68 


69. La gràfica es simétrica respecto al origen. 



FIGURA 4.2.17 Gràfica 
para el problema 69 


70. La gràfica es simétrica respecto al eje y. 



FIGURA 4.2.18 Gràfica 
para el problema 70 


71. La gràfica es simétrica respecto a los ejes x y y. 



FIGURA 4.2.19 Gràfica 
para el problema 71 
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72. La gràfica es simétrica respecto al origen. 


74. a) 



FIGURA 4.2.20 Gràfica 
para el problema 72 


E1 radio del cfrculo en la FIGURA 4.2.21 a) es r. ^Cuàl es 
su ecuación en la forma normal? 

El centro del cfrculo de la FIGURA4.2.21 b) es (li, li). ( 'Cuàl 
es su ecuación en la forma normal? 




FIGURA 4.2.21 Gràficas del problema 74 


= Para la discusión 

73. Diga si la afirmación siguiente es verdadera o falsa. Res- 
palde su respuesta. 

Si una gràfica tiene dos de las tres simetrìas defi- 
nidas en la pàgina 178, por necesidad poseerà la 
tercera simetria. 


75. Diga si la siguiente afirmación es verdadera o falsa: 

Toda ecuación de la forma x 2 + y 2 + ax + by + c 
= 0 es un circulo. 


| 4.3 Ecuaciones de rectas 


■ Introducción Dos puntos distintos cualesquiera en el plano xy determinan una linea recta 
unica. Nuestro objetivo en està sección es hallar ecuaciones de rectas. El concepto funda- 
mental para plantear estas ecuaciones es la pendiente de una recta. 

■ Pendiente Si P\(x x , vi) y Pfiit 2 , yf) son dos puntos tales que x x =£ x 2 , entonces el 
nùmero 


*2 - x x 

se denomina pendiente de la recta determinada por estos dos puntos. Se acostumbra decir 
que y 2 — v 1 es el cambio en y o crecimiento de la recta; x 2 — x x es el cambio en x o el 
recorrido de la recta. Por tanto, la pendiente (1) de una recta es [figura 4.3. la)] 


crecimiento . . 

m = -——. Ul 

recorrido 

Dos puntos cualesquiera de una recta determinan la misma pendiente. Para entender por qué 
sucede asf, considere los dos triàngulos rectàngulos semejantes de la figura 4.3.1 h). Puesto 
que sabemos que las razones de los lados correspondientes en triàngulos semejantes son 
iguales, tenemos 


Vz ~ Vi = V4 ~ V 3 
*2 ~ x i x 4~ * 3 ’ 

De ahi que la pendiente de una recta sea independiente de la selección de puntos en la 
recta. 




b ) Triàngulos semejantes 
FIGURA 4.3.1 Pendiente de una recta 
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En la FIGURA 4.3.2 comparamos las gràficas de rectas con pendientes positiva, negativa, 
cero e indefinida. En la figura 4.3.2 a) vemos, de izquierda a derecha, que una recta con pen¬ 
dente positiva (m > 0) se eleva conforme x aumenta. En la figura 4.3.2/?) se muestra que una 
recta con pendiente negativa (m < 0) desciende a medida que x aumenta. Si P i(x 1; y ,) y 
P 2 (x 2 , y’ 2 ) son puntos sobre una recta horizontal, entonces y, = >'2 y por tanto su elevación es 
y 2 ~ y\ = 0. En consecuencia, por (1) tenemos que la pendiente es cero (m = 0) [figura 
4.3.2c)]. Si P\(x\, y ,) y P 2 (x 2 , y 2 ) son puntos sobre una recta vertical, entonces x 1 = x 2 y, por 
ende, el recorrido es x 2 — X\ = 0. En este caso, decimos que la pendiente de la recta es inde¬ 
finida o que la recta no tiene pendiente [figura 4.3.2d)]. 



a) m > 0 


b ) in < 0 


c) m = 0 


d) m indefinida 


FIGURA 4.3.2 Rectas con pendiente a)-c); recta sin pendiente d) 


En generai, puesto que 

?2 ~ Vi = -(?! ~ V2) = Vi ~ ,V2 
*2 “ *1 ~{X 1 -X 2 ) X X ~X 2 

no importa cuàl de los puntos se llame P\(x\, y \) y cuàl se llame P 2 (x 2 , y 2 ) en (1). 


Pii-2, 6) 


- - Recorrido = 5 

\C-'- 1 

V -- *-1 


EJEMPLO 1 


Gràfica y pendiente 


H-1-1 



Crecimiento 
' = -10 
1—h 


Determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos ( — 2, 6) y (3, —4). Trace la 
recta. 

Solución Sea (—2, 6) el punto P\{x\, y 1 ) y (3, 4) el punto P 2 {x 2 , y 2 ). La pendiente de la 
recta que pasa por estos puntos es 

-4-6 


V2 ~ Vi _ _ 

*2 - xt 3 - (-2) 

^° = - 2 . 


^20, -4) 


FIGURA 4.3.3 Recta para el ejem- 
plo 1 


Asi, la pendiente es —2 y la recta que pasa por P ì y P 2 se muestra en la FIGURA 4.3.3. = 

■ Ecuación punto-pendiente Ahora estamos en condiciones de plantear la ecuación de una 
recta L. Para empezar, suponga que L tiene pendiente m y que P\(x\, y ,) està en la recta. Si 
P(x, y) representa cualquier otro punto en L, entonces (1) da 

y-y 1 

m = -. 

x — x. 


Al multiplicar ambos miembros de està igualdad por x — X\ se obtiene una ecuación impor¬ 
tante. 


Teorema 4.3.1 Ecuación punto-pendiente 

La ecuación punto-pendiente de la recta que pasa por P\(x\, y \) con pendiente m es 

y - yi = rn(x - Xj) (3) 
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EJEMPLO 2 


Ecuación punto-pendiente 

Encuentre la ecuación de la recta que pasa por 2), con pendiente 6. 
Solución Sea m = 6, x 1 = — \ y y\ = 2; a partir de (3) obtenemos 

y ~ 2 = 6[x- (-1)]. 

Simplificamos y obtenemos 

y — 2 = 6(x + j) o y = 6x + 5. 


EJEMPLO 3 


Ecuación punto-pendiente 


Halle la ecuación de la recta que pasa por los puntos (4, 3) y (—2, 5). 


Solución Primero calculamos la pendiente de la recta que pasa por los puntos. Segun 

( 1 ), 


m = 



1 

3' 


La ecuación punto-pendiente (3) da entonces ^ 


la ley distributiva 

; I 

1 1 13 _ 

y - 3 = --(x - 4) o y= ——x + = 

■ Ecuación pendiente-intersección Toda recta con pendiente (es decir, cualquier recta 
que no sea vertical) debe cruzar necesariamente el eje y. Si està intersección con el eje y es 
(0, b), con xi = 0, yi = b, la forma punto-pendiente (3) da y — b = mix — 0). Està ùltima 
ecuación se simplifica al resultado presentado a continuación. 


La ley distributiva 

a(b + c) = ab + ac 
es la causa de muchos errores en 
los exàmenes de los estudiantes. 
Un error comun es el siguiente: 

—(2x - 3) = ~2x - 3 
El resultado correcto es: 

-(2x-3) = (—l)(2x — 3) 

= (—1) 2x — (—1)3 
= -2x + 3 


Teorema 4.3.2 Ecuación pendiente-intersección 

La ecuación pendiente-intersección de la recta con pendiente m e intersección con el eje 
y (0, b ) es 

y = mx + b (4) 


Cuando b = 0 en (4), la ecuación y = mx representa una familia de rectas que pasan por 
el origen (0, 0). En la FIGURA 4.3.4 hemos trazado algunos de los miembros de esa familia. 



EJEMPLO 4 


Regreso al ejemplo 3 


También podemos usar la forma pendiente-intersección (4) para obtener una ecuación de 
la recta que pasa por los dos puntos del ejemplo 3. Igual que en ese ejemplo, para empezar 
calculamos la pendiente m = —y. La ecuación de la recta es y = —\x + b. La sustitución 
de las coordenadas de cualquiera de los dos puntos (4, 3) o ( — 2, 5) en la ùltima ecuación 
nos permite determinar b. Si usamos x = 4 y y = 3, entonces 3 = — | • 4 + b y, en con- 
secuencia, b = 3 + f = y. La ecuación de la recta es y = — y x + -y. = 


FIGURA 4.3.4 Las rectas que pasan 
por el origen son y = mx 


■ Rectas horizontales y verticales En la figura 4.3.2c) vimos que una recta horizontal tiene 
pendiente m = 0. La ecuación de una recta horizontal que pasa por un punto (a, b ) puede 
obtenerse a partir de (3), es decir, y — b = 0(x — a) o y = b. 
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y- 

—I- 1 —I- \-»~x 

y = -l "(3,-1) 

x = 3 

FIGURA 4.3.5 Rectas horizontal y 
vertical del ejemplo 5 


Teorema 4.3.3 Ecuación de una recta horizontal 

La ecuación de una recta horizontal con intersección con el eje y en (0, b ) es 

y = b (5) 


Una recta vertical que pasa por {a, b ) tiene pendiente indefinida y todos los puntos que la 
forman tienen la misma coordenada x. La ecuación de una recta vertical es corno se expone 
a continuación. 


Teorema 4.3.4 Ecuación de una recta vertical 

La ecuación de una recta vertical con intersección con el eje x en (a, 0) es 

x = a ( 6 ) 


EJEMPLO 5 


Rectas verticales y horizontales 


Halle las ecuaciones de las rectas vertical y horizontal que pasan por (3, —1). Grafique 
esas rectas. 


Solución Todo punto en la recta vertical que cruza (3, — 1) tiene 3 corno coordenada x. 
La ecuación de està recta es x = 3. Del olismo modo, todo punto en la recta horizontal que 
pasa por (3, — 1) tiene — 1 corno coordenada y. La ecuación de està recta es y = — 1. La 
gràfica de estas dos rectas se presenta en la FIGURA 4.3.5. = 


■ Ecuación lineai Las ecuaciones (3), (4), (5) y ( 6 ) son casos especiales de la ecuación 
lineai generai en dos variables x y y 

ax + by + c = 0 (7) 

donde a y b son constantes reales y las dos no son cero al mismo tiempo. La caracterfstica 
por la que (7) se llama lineai es que las variables xy y aparecen sólo a la primera potencia. 
Observe que 

c 

ti ■■ 0 . h > 0 . da y = —, 
b 


a 0, b — 0, da X —- , <— recta vertical 

a 

a c 

a 9= 0, b 0, da y =- X - ~. <— recta con pendiente diferente de cero 

b b 


EJEMPLO 6 


Pendiente e intersección con el eje y 


Calcule la pendiente y la intersección con el eje y de la recta 3x — ly + 5 = 0. 


Solución Despejamos y de la ecuación: 


3x — ly + 5 = 0 

7y = 3x + 5 
3 5 

y 1 1 

3 

Comparando la ùltima ecuación con (4) vemos que la pendiente de la recta es m = 7 y la 
intersección con y es ( 0 , y). = 


Si las intersecciones con los ejes x y en y son distintas, podemos graficar la recta mediante 
los puntos correspondientes en dichos ejes. 
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EJEMPLO 7 


Gràfica de una ecuación lineai 

Grafique la ecuación lineai 3x — 2y + 8 = 0. 

Solución No hay necesidad de reescribir la ecuación lineai en la forma y = mx + b\ 
simplemente buscamos las intersecciones con los ejes: 

Intersección con el eje y: se establece x = 0 para obtener — 2y + 8 = 0, o y = 4. La 
intersección con el eje y es (0, 4). 

g 

Intersección con el eje x: se establece y = 0 para obtener 3x + 8 = 0, o x = — 3 . La 
intersección con el eje x es (—f, 0 ). 



Como se muestra en la FIGURA 4.3.6, la recta se traza a través de las dos intersecciones 
(0, 4) y (—|, 0). = 

■ Rectas paralelas y perpendiculares Suponga que Lj y L 2 son dos rectas y ambas tienen 
pendiente. Este supuesto implica que ni L ì ni L 2 son rectas verticales. Entonces, por necesidad. 
Li y L 2 son paralelas o se intersecan. Si se intersecan en àngulo recto, se dice que son per¬ 
pendiculares. Para determinar si dos rectas son paralelas o perpendiculares se examinan 
sus pendientes. 


Teorema 4.3.5 Rectas paralelas y perpendiculares 

Si Li y L 2 son rectas con pendientes m, y m 2 , respectivamente, entonces 

i) Li es paratela a L 2 si y sólo si m , = m 2 . 

ii ) Li es perpendicular a L 2 si y sólo si m , m 2 — — 1. 


Hay varias formas de comprobar los dos incisos del teorema 4.3.5. La comprobación del 
inciso i) se obtiene usando triàngulos rectàngulos semejantes, corno en la FIGURA 4.3.7, y el 
hecho de que las razones de los lados correspondientes de dichos triàngulos son iguales. 
Dejamos la demostración del inciso ii) corno ejercicio para el lector (véanse los problemas 
49 y 50 de los ejercicios 4.3). Tenga en cuenta que la condición m t m 2 = — 1 implica que 
m 2 = — limi, es decir, las pendientes son reclprocos negativos. Una recta horizontal y = b y 
una recta vertical x = a son perpendiculares, pero la segunda es una recta sin pendiente. 


EJEMPLO 8 


Rectas paralelas 


Las ecuaciones lineales 3x + y = 2 y 6x + 2y = 15 pueden reescribirse en las formas 
pendiente-intersección 

15 


y = ~3x + 2 y y = — 3x + y, 


respectivamente. Como se destaca en color en la recta anterior, la pendiente de cada recta 
es — 3. Por tanto, las rectas son paralelas. Las gràficas de estas ecuaciones se presentan en 

la FIGURA 4.3.8. = 


EJEMPLO 9 


Rectas perpendiculares 


Obtenga la ecuación de la recta que pasa por (0, —3) y es perpendicular a la gràfica de 
4x — 3y + 6 = 0. 


Solución Expresamos la ecuación lineai dada en forma pendiente-intersección: 


4x — 3y + 6 = 0 implica que 3y = 4x + 6 

Dividimos entre 3 para obtener y = \x + 2. Està recta, cuya gràfica aparece en azul en la 
FIGURA 4.3.9, tiene pendiente f. La pendiente de cualquier recta perpendicular a la primera 
es el reciproco negativo de f, es decir, — f. Como (0, —3) es la intersección con el eje y de 
la recta requerida, a partir de (4) se desprende que su ecuación es y = — yx —3. La gràfica 
de està ùltima ecuación es la recta roja de la figura 4.3.9. = 


FIGURA 4.3.6 Recta del ejemplo 7 

— 

rectas paralelas 




FIGURA 4.3.8 Rectas paralelas del 
ejemplo 8 



FIGURA 4.3.9 Rectas perpendicu¬ 
lares del ejemplo 9 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-10. 


En los problemas 1 a 6 , halle la pendiente de la recta que pasa 
por los puntos dados. Grafique la recta a través de los puntos. 

1. (3, -7), (1,0) 

2. (-4,-1), (1,-1) 

3. (5, 2), (4, -3) 

4. (1,4), ( 6 ,-2) 

5. (-1,2), (3, -2) 

6 . ( 8 , 4 ), ( 2 , |) 

En los problemas 7 y 8 , use la gràfica de la recta para estimar 
la pendiente. 




En los problemas 9 a 16, calcule la pendiente y las intersec- 
ciones con los ejes x y y de la recta. Grafique ésta. 

9. 3x - 4y + 12 = 0 

10 . \x — 3y = 3 

11 . 2x - 3y = 9 

12. — 4x - 2y + 6 = 0 

13. 2x + 5y — 8 = 0 
x 

14 — 

10 

15. y + |x = 1 

16. y = 2 x + 6 


En los problemas 17 a 22, halle 
pasa por ( 1 , 2 ) con la pendiente 

17. 1 

18. i 

19. 0 

20 . -2 
21 . -1 

22 . indefinida 


la ecuación de la recta que 
indicada. 


En los problemas 23 a 36, encuentre una ecuación de la recta 


que 

satisfaga 

las condiciones dadas. 


23. 

Pasa por 

(2, 3) y ( 6 , -5). 


24. 

Pasa por 

(5, — 6 ) y (4, 0). 


25. 

Pasa por 

( 8 ,1) y (—3,1). 


26. 

Pasa por 

( 2 , 2 ) y (- 2 , - 2 ). 


27. 

Pasa por 

(- 2 , 0 )y(- 2 , 6 ). 


28. 

Pasa por 

( 0 , 0 ) y (a, b). 


29. 

Pasa por 

(—2, 4) y es paralela a 3x 4 - y - 

-5 = 0. 

30. 

Pasa por 

(1, — 3) y es paralela a 2x — 5 y 

+ 4 = 0. 

31. 

Pasa por 

(5, — 7) y es paralela al eje y. 


32. 

Pasa por 

el origen y es paralela a la recta 

que pasa por ( 1 


0 )y(- 2 , 6 ). 

33. Pasa por (2, 3) y es perpendicular a x — 4y 4- 1 = 0. 


34. Pasa por (0, — 2) y es perpendicular a 3x + 4y + 5 = 0. 

35. Pasa por (—5, —4) y es perpendicular a la recta que pasa 
por ( 1, 1) y (3, 11). 

36. Pasa por el origen y es perpendicular a todas las rectas con 
pendiente 2 . 

En los problemas 37 a 40, determine cuàl de las rectas dadas 


paralelas y cuàles son perpendiculares. 

a) 

3x — 5y + 9 = 

0 

b) 

L/l 

* 

II 

1 

U) 

V 


c) 

— 3x + 5y = 2 


d) 

3x + 5y + 4 = 

0 

e) 

—5x — 3y + 8 

= 0 

/) 

5x — 3y — 2 = 

0 

a) 

2x + 4y + 3 = 

0 

b) 

2x — y = 2 


c) 

x + 9 = 0 


d ) 

x = 4 
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e) y - 6 = 0 

f ) — x — 2y + 6 = 0 

39. a) 3x — y — 1 = 0 

b) x — 3y + 9 = 0 

c) 3x + y = 0 

d) x + 3y = 1 

e) 6x — 3y + 10 = 0 
/) x + 2y = -8 

40. a) y + 5 = 0 

b) x = l 

c) 4x + 6y = 3 

d) 1 2x - 9y + 7 = 0 

e) 2x — 3y — 2 = 0 
/) 3x + 4y - 11 = 0 

41. Halle una ecuación de la recta L que se ilustra en la FI G U RA 
4.3.12, si una ecuación de la curva azul es y = x 2 + 1. 



FIGURA 4.3.12 Gràficas paia el 
problema 41 


42. La tangente de un cfrculo se define corno la linea recta 
que toca el cfrculo en un solo punto P. Halle la ecuación 
de la tangente L que se muestra en la FIGURA 4.3.13. 



FIGURA 4.3.13 Cuculo y tangente 
para el problema 42 

= Para la discusión 

43. ( 'Cómo hallarfa una ecuación de la recta que es la bisectriz 
perpendicular del segmento de recta que pasa por (j, 10 ) 

y d. 4)? 


44. Usando sólo los conceptos de està sección, ^ còrno demos¬ 
trana o refutarfa que un triàngulo con vértices (2, 3), (— 1, 
— 3) y (4, 2) es rectàngulo? 

45. Usando sólo los conceptos de està sección, ^ còrno demos- 
trarfa o refutarfa que el cuadrilàtero con vértices (0, 4), 
(—1, 3), (—2, 8 ) y (—3, 7) es un paralelogramo? 

46. Si C es una constante reai arbitraria, se dice que una ecua¬ 
ción corno 2 jc — 3 y = C define una familia de rectas. 
Seleccione cuatro valores de C y trace las rectas corres- 
pondientes en los mismos ejes de coordenadas. ^Qué es 
verdadero sobre las rectas que forman parte de està fami¬ 
lia? 

47. Halle las ecuaciones de las rectas que pasan por (0, 4) que 
son tangentes al cfrculo x 2 + y 2 = 4. 

48. En la recta ax + by + c = 0, £qué se puede decir sobre a, 
b y c si 

a) la recta pasa por el origen? 

b) la pendiente de la recta es 0 ? 

c ) la pendiente de la recta es indefinida? 

En los problemas 49 y 50, para demostrar el inciso il) del teo¬ 
rema 4.3.5 hay que probar dos cosas: la parte correspondiente 
a sólo si (problema 49) y después, la parte correspondiente a 
si (problema 50) del teorema. 

49. En la FIGURA 4.3.14, sin pérdida de generalidad, hemos 
supuesto que dos rectas perpendiculares, y = m t x, mi > 
0, y y = m 2 x, m 2 < 0, se intersecan en el origen. Use la 
información de la figura para demostrar la parte sólo si: 

Si Li y L 2 son rectas perpendiculares con pendientes 
ni] y m 2 , entonces m/m 2 = — 1. 

50. Invierta el argumento del problema 49 para demostrar la 
parte si: 

Si L / y L 2 son rectas con pendientes m / y m 2 , de 
modo que m l m 2 = — 1, entonces L/ y L 2 son perpen¬ 
diculares. 



FIGURA 4.3.14 Rectas que pasan por 
el origen para los problemas 49 y 50 
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| 4.4 Variación 


■ Introducción En muchas disciplinas, una descripción matemàtica por medio de una 
ecuación, es decir, un modelo matemàtico de un problema reai puede elaborarse con el 
concepto de proporcionalidad. Por ej empio, en un modelo de una población creciente (por 
citar un caso, bacterias), se supone que la tasa de crecimiento en el tiempo t es directamente 
proporcional a la población en ese tiempo. Si R representa la tasa de crecimiento y P la 
población, la oración anterior se traduce en 

R*P ( 1 ) 

donde el simbolo « se lee “es proporcional a”. La proposición matemàtica en (1) es un ejem- 
plo de una variación. En està sección examinamos cuatro tipos de variación: directa, 
inversa, conjunta y combinada, cada uno de los cuales produce una ecuación en dos o màs 
variables. 

■ Variación directa Comenzamos con la definición formai de variación directa. 


Definición 4.4.1 Variación directa 

Una cantidad y varia directamente, o es directamente proporcional a una cantidad x si 
existe un nùmero k diferente de cero tal que 

y = kx (2) 


En (2) decimos que el nùmero k es la constante de proporcionalidad. Al comparar de 
(2) con la figura 4.3.4 sabemos que la gràfica de cualquier ecuación de la forma dada en (2) 
es una recta que pasa por el origen y tiene pendiente k. En la FIGURA 4.4.1 se ilustra la gràfica 
de (2) cuando k > 0 y x > 0. 

Por supuesto, con frecuencia en (2) se usan otros sfmbolos diferentes de x y v. En el 
estudio de resortes en fisica se supone que la fuerza F requerida para mantener un resorte 
estirado x unidades màs allà de su longitud naturai, o sin estirar, es directamente proporcional 
al alargamiento de x, es decir (figura 4.4.2), 

F = kx (3) 

El resultado de (3) se conoce corno la ley de Hooke en honor del irascible fisico inglés Robert 
Hooke (1635-1703). 



Longitud 

naturai 

-WH 

i 



i 

La fuerza es 

Resorte 

estirado 

1 1 

1 1 

1 1 

1 1 



0 x 


Alargamiento 


FIGURA 4.4.1 Gràfica de y = kx, FIGURA 4.4.2 Resorte estirado 

con k> 0 y x £ 0 
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EJEMPLO 1 


Ley de Hooke 

Un resorte cuya longitud naturai es \ de pie se estira 1 pulgada al aplicar una fuerza de 30 
libras. ^Cuànta fuerza se necesita para estirar el resorte a una longitud de 1 pie? 

Solución El alargamiento de 1 pulgada equivale a En consecuencia, por (2) tenemos 
que 

30 = k(j2Ì o k = 360 lb/ft 

Por tanto, F = 360x. Cuando el resorte se estira a una longitud de 1 pie, su alargamiento es de 
1 3 

1 — 4 = 4 de pie. La fuerza necesaria para estirar el resorte a una longitud de 1 pie es 

F = 360 • | = 270 libras = 

Una cantidad también puede ser proporcional a una potencia de otra cantidad. En gene¬ 
rai, decimos que y varia directamente con la potencia n-ésima de x, o que es directamente 
proporcional a xf\ si existe una constante k tal que 

y = kx", con n > 0 (4) 

La potencia n en (4) no tiene que ser un entero. 


EJEMPLO 2 


Variación directa 


a) La circunferencia C de un circulo es directamente proporcional a su radio r. Si k es la 
constante de proporcionalidad, entonces por (2) podemos escribir C = kr. 


b) El àrea A de un circulo es directamente proporcional al cuadrado de su radio r. Si k es 
la constante de proporcionalidad, entonces por (4) A = kr 2 . 

c ) El volumen V de una esfera es directamente proporcional al cubo de su radio r. Si k es 

la constante de proporcionalidad, entonces por (4) V = kr. = 


En geometria aprendimos que en el inciso a) del ejemplo 2, k = 2i r; en el inciso b), 
k = tt, y en el inciso c), k = 477 / 3 . 


EJEMPLO 3 


Variación directa 


Suponga que y es directamente proporcional ai 3 . Si y = 4 cuando x = 2, <^qué valor tiene 
y cuando x = 4? 


Solución Por (3), escribimos y = kx 3 . Por sustitución de y = 4 y x = 2 en està ecuación, 
obtenemos la constante de proporcionalidad k, puesto que 4 = A' • 8 implica que k = \. Por 
tanto, y = \x 3 . Por ultimo, cuando x = 4, tenemos que y = j • 4 3 , o y = 32. = 


■ Variación inversa Decimos que una cantidad y varia inversamente con x si es propor¬ 
cional al reciproco de x. A continuación se presenta la definición formai de este concepto. 


Definición 4.4.2 Variación inversa 


Una cantidad y varia inversamente, o es inversamente proporcional a una cantidad x si 
existe un nùmero k diferente de cero tal que 



(4) 


Tenga en cuenta en (4) que si la magnitud de una de las cantidades, por ejemplo x, 
aumenta, entonces en igual medida se reduce la magnitud de la cantidad y. Por otra parte, si 
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FIGURA 4.4.3 Gràfica de y = k/x, 
con k > 0, x £ 0 


el valor de x es pequeno en magnitud, el valor de y sera grande en magnitud. Esto se observa 
claramente en la gràfica que se presenta en la FIGURA 4.4.3 para x > 0. 

Otra forma de (4) es xy = k. En el estudio de los gases, la ley de Boyle establece que el 
producto de la presión P de un gas ideal y el volumen V ocupado por dicho gas satisface PV 
= k. En otras palabras, P es inversamente proporcional a V. Si el volumen V de un recipiente 
que contiene un gas ideal se reduce, necesariamente la presión que ejerce dicho gas sobre las 
paredes interiores del recipiente aumenta. 

En generai, decimos que y varia inversamente, o es inversamente proporcional a la 
n-ésima potencia de x si existe una constante k tal que 

k 

y = — = kx ", con n > 0 
x 


■ Variación conjunta y combinada Una variable puede ser directamente proporcional a 
los productos de las potencias de diversas variables. Si la variable z està dada por 

z = kx m y n , con m > 0 y n > 0 (5) 


decimos que z varia conjuntamente con la m-é sima potencia de x y la n-ésima potencia de 
y, o que z es conjuntamente proporcional a x"‘ y y". Desde luego, el concepto de variación 
conjunta expresado en (5) puede extenderse a productos de potencias de màs de dos variables. 
Ademàs, una cantidad puede ser directamente proporcional a varias variables e inversamente 
proporcional a otras variables. Este tipo de variación se llama variación combinada. 



a) Cilindro 
circular recto 


EJEMPLO 4 


Variación conjunta 



b) Cono circular 
recto 


Considere el cilindro circular recto y el cono circular recto que se muestran en la FIGURA 
4.4.4. El volumen V de cada uno es conjuntamente proporcional al cuadrado de su radio r 
y su altura h. Es decir, 

^cilindro ^ \ * ^ Y V cono kjT II 

Las constantes de proporcionalidad son k\ = tt y k 2 = tt/3. Asf, los volumenes son: 

77 

^cilindro ^^ ^ Y V cono ^ f h. — 


FIGURA 4.4.4 Cono y cilindro del 
ej empio 4 



FIGURA 4.4.5 Barco del ejemplo 5 


EJEMPLO 5 


Variación conjunta 


La resistencia hidrodinàmica D a un barco que se desplaza por el agua es conjuntamente 
proporcional a la densidad p del agua, el àrea A de la parte mojada del casco de la nave y 
el cuadrado de la velocidad de ésta v. Esto es, 


D = kpAv 2 


( 6 ) 


donde k es la constante de proporcionalidad (FIGURA 4.4.5). 


La misma relación (6) puede usarse a veces para determinar la fuerza de friccioli que 
actua sobre un objeto que se desplaza por el aire. 


EJEMPLO 6 


Variación combinada 


La ley de la Gravitación Universal de Newton es un buen ejemplo de variación combi¬ 
nada: 


La fuerza que ejerce una masa puntual en el universo sobre otra con masa puntual 
es directamente proporcional al producto de las dos masas, e inversamente propor¬ 
cional al cuadrado de la distancia que las separa. 
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Si, corno se muestra en la FIGURA 4.4.6, representamos las masas con m t y m 2 , la distancia 
entre las masas con r, el cuadrado de la distancia con r 2 , la magnitud comun de los vec- 
tores de fuerza F! y F 2 con F, y k la constante de proporcionalidad, la interpretación 
simbòlica del pàrrafo anterior es 




F = 


n " l 2 


FIGURA 4.4.6 Fuerza gravitacional 
del ej empio 6 


La constante de proporcionalidad k del ej empio 6 suele denotarse con el simbolo G y se 
conoce corno constante de la gravitacional universal. 


Ejercicios 


Las respuestas de problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-10. 


1. Suponga que y varia directamente con el cuadrado de x. 
Si y = 3 cuando x = 1, <,qué valor tiene y cuando x = 2 ? 

2. Suponga que y es directamente proporcional a la rafz cua- 
drada de x. Si y = 4 cuando x = 16, ^qué valor tiene y 
cuando x = 25? 

3. Suponga que w es inversamente proporcional a la rafz 
cùbica de t. Si w = 2 cuando t = 27, ^qué valor tiene w 
cuando / = 8? 

4. Suponga que s varia inversamente con el cuadrado de r. 
Si se triplica el valor de r, ( : cual sera el efecto en si 

5 . a) Suponga que una fuerza de 10 libras estira un resorte 

3 pulgadas mas alla de su longitud naturai. Encuentre 
la fòrmula de la fuerza F que se requiere para estirar 
el resorte x pies mas alla de su longitud naturai. 
b) Determine cuànto se estirarà el resorte si se le aplica 
una fuerza de 50 libras. 

6 . Un resorte cuya longitud naturai de 1 pie se estira j de pie 
mediante una fuerza de 100 libras. ^Cuànta fuerza se nece- 
sita para estirar el resorte hasta una longitud de 2.5 pies? 

= Aplicaciones diversas 

7. Piedra en calda La distancia s que una piedra recorre 
cuando se le deja caer desde un edificio muy alto es pro¬ 
porcional al cuadrado del tiempo t en vuelo. Si la piedra 
cae 64 pies en 2 segundos, encuentra una fòrmula que 
relacione sy t. ^Hasta dónde cae la piedra en 5 s? ^Cuànto 
cae la piedra entre 2 y 3 segundos? 

8. Otra piedra en calda La velocidad v de una piedra que 
cae desde un edificio muy alto varia directamente con el 
tiempo t en vuelo. Halle una fòrmula que relacione v y t si 
la velocidad de la piedra al cabo de 1 segundo es de 32 


ft/s. Si la piedra se deja caer desde lo alto de un edificio 
que mide 144 pies de altura, ( ' cual es su velocidad cuando 
llega al suelo? [Pista: use el problema 7], 

9. Movimiento del péndulo El periodo T de un péndulo 
plano varia directamente con la rafz cuadrada de su longi¬ 
tud L. ^Cuànto debe cambiar la longitud L para aumentar 
al doble el periodo del péndulo? 

10. Peso El peso w de una persona varia directamente con 
el cubo de la estatura / de la persona. A los 13 anos, la 
persona que mide 60 pulgadas de altura pesa 120 libras. 
(■C’u al sera el peso de la persona a los 16 anos cuando mida 
72 pulgadas de estatura? 

11. Àrea superficial de un animai El àrea superficial S (en 
metros cuadrados) de un animai es directamente propor¬ 
cional a la potencia dos tercios de su peso w medido en 
kilogramos. En el caso de los seres humanos, se considera 
que la constante de proporcionalidad es k = 0.11. Calcule 
el àrea superficial de una persona cuyo peso es de 81 kg. 

12. Tercera ley de Kepler Segun la tercera ley del movi¬ 
miento planetario de Kepler, el cuadrado del periodo P de 
un pianeta (es decir, el tiempo que el pianeta tarda en dar 
una vuelta alrededor del Sol) es proporcional al cubo de 
su distancia media 5 del Sol. El periodo de la Tierra es de 
365 dfas y su distancia media del Sol es de 92 900 000 mi. 
Determine el periodo de Marte si se sabe que su distancia 
media del Sol es de 142 000 000 mi. 

13. Fuerza magnètica Suponga que las corrientes eléctricas 
7) e / 2 fluyen por cables paralelos largos, corno se muestra 
en la figura 4.4.7. La fuerza F L por unidad de longitud que 
se ejerce sobre un cable debido al campo magnètico 
que rodea al otro cable es conjuntamente proporcional a 
las corrientes li e / 2 , e inversamente proporcional a la dis¬ 
tancia r entre los cables. Exprese està variación combinada 
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corno una fòrmula. Si la distancia r se reduce a la mitad, 
^cuàl es el efecto en la fuerza F L 1 

h h 





FIGURA 4.4.7 Cables paralelos 
para el problema 13 


14. Energia La energia cinètica K de un cuerpo en movi- 
miento varia conjuntamente con el producto de su masa m 
y el cuadrado de su velocidad v. Si la constante de propor- 
cionalidad es calcule la energia cinètica de un neutrón 
de masa 1.7 X 1CL 27 kg que se mueve a velocidad cons¬ 
tante de 3.5 X IO 4 m/s. 

15. Gases Segun la ley generai de gases, la presión P de una 
cantidad de gas es directamente proporcional a la tempe¬ 
ratura absoluta T del gas e inversamente proporcional a su 
volumen V. Exprese està variación combinada con una 
fòrmula. Un globo grande contiene 500 ft 3 de un gas en el 
nivel del suelo, donde la presión es de 14.7 lb/in 2 y la 
temperatura es de 293 K (o 20 °C). ( ',Qué volumen ocupa 
este gas a una altitud de 10 mi, donde la presión es de 1.5 
lb/in 2 y la temperatura absoluta es de 218 K (o —55 °C)? 

16. Tensión y deformación En el estudio de cuerpos elàsti- 
cos, la tensión es directamente proporcional a la deforma¬ 
ción. En el caso de un alambre de longitud L y un àrea 
transversai A que se estira una cantidad e por una fuerza 
aplicada F, la tensión se define corno FI A y la deformación 
està dada por etL. Halle una fòrmula que exprese e en 
términos de las otras variables. 

17. Velocidad del sonido La velocidad del sonido en el aire 
varia con la temperatura de acuerdo con la ecuación v = 
33 145 Vr/273, donde v es la velocidad del sonido en 
centimetros por segundo y 7’ es la temperatura del aire 
en unidades kelvin (273 K = 0 °C). ^En qué dia el sonido 
de el estallido de fuegos artificiales viaja màs ràpido: el 
4 de julio (T = 310 K) o el 1 de enero (T = 270 K)? 
( Cuànto màs ràpido? 



Fuegos artificiales 
del problema 17 


18. Esperanza de vida animai Estudios empiricos indican 
que la esperanza de vida de un mamifero en cautiverio se 
relaciona con el tamano del cuerpo por la fòrmula L = 
(11.8)M°' 20 , donde L es la esperanza de vida en anos y M 
es la masa del cuerpo en kilogramos. 

a) r,Qué pronostica està función respecto a la esperanza 
de vida de un elefante de 4 000 kg en un zoològico? 

b) r,Qué pronostica està función respecto a la esperanza 
de vida de un hombre de 80 kg recluido en una càr- 
cel? 

19. Temperatura La temperatura de una varilla de vidrio 
refractario se eleva de una temperatura q a una temperatura 
final t 2 . La expansión tèrmica e de la varilla es conjunta¬ 
mente proporcional a su longitud L y al aumento de tem¬ 
peratura. Cuando una varilla de 10 cm de longitud se 
calienta de 20 °C a 420 °C, su expansión tèrmica es de 
0.012 cm. /Guài es la expansión tèrmica de la misma vari- 
ila cuando se calienta de 20 °C a 550 °C? 

20. Tono de una campana Segun un criterio generai, el tono 
P de una campana es inversamente proporcional a la rafz 
cubica de su peso w. Una campana que pesa 800 libras 
tiene un tono de 512 eidos por segundo. ^Cuànto tendrfa 
que pesar una campana similar para producir un tono de 
256 eidos por segundo (do centrai)? 



El tono de una campana 
depende de su peso 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sistema de coordenadas cartesianas 
(rectangulares) 

Ejes de coordenadas: 
eje x 
eje y 

Coordenadas de un punto 

Cuadrantes 

Punto: 

coordenadas 
Fòrmula de la distancia 
Fòrmula del punto medio 
Cfrculo: 

forma estàndar 
completar el cuadrado 


Semicfrculo 

Intersecciones de una gràfica: 
con el eje x 
con el eje y 

Simetrfa de una gràfica: 
con el eje x 
con eje y 
con el origen 

Pendiente de una recta: 
positiva 
negativa 
indefinida 

Ecuaciones de rectas: 

forma punto-pendiente 


forma pendiente-intersección 
Recta vertical 
Recta horizontal 
Rectas paralelas 
Rectas perpendiculares 
Variación: 
directa 
inversa 
conjunta 
combinada 

constante de proporcionalidad 


ilJif Jmi MF jprr.ir.inR de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-10. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 22, responda verdadero o falso. 

1. El punto (5, 0) està en el cuadrante I._ 

2. El punto (—3, 7) està en el cuadrante III._ 

3. Los puntos (0, 3), (2, 2) y ( 6 , 0) son colineales._ 

4. Dos rectas con pendientes positivas no pueden ser perpen¬ 
diculares. _ 

5. La ecuación de una recta vertical que pasa por (2, —5) es 

x = 2. _ 

6 . Si A, B y C son puntos en el plano cartesiano, siempre es 

verdad que d(A, B) + ili B, O > d(A, C). _ 

7. Las rectas 2x + 3y = 5 y — 2x + 3y = 1 son perpendicu¬ 
lares. _ 

8 . El cfrculo (x + 1 ) 2 + (y - l ) 2 = 1 es tangente tanto al eje 

x corno al eje y. _ 

9. La gràfica de la ecuación y = x + x 2 es simétrica respecto 

al origen._ 

10. El centro del cfrculo x 2 + 4x + y 2 + lOv = 0 es (—2, —5). 


11 . El cfrculo x 1 + 4.v + y 2 + 1 Ov = 0 pasa por el origen. 


12 . Si una recta tiene pendiente indefinida, entonces tiene que 

ser vertical._ 

13. El cfrculo (x — 3 ) 2 + (y + 5 ) 2 no tiene intersecciones. 

1 3 

14. Si (— 2 , ?) se encuentra en una recta con pendiente 1, enton- 

ces (5, —5) también se halla en la recta._ 

15. Las rectas y = 2x — 5 y y = 2x son paralelas._ 

16. Si v es inversamente proporcional a x, y se reduce conforme 

x aumenta._ 

17. La recta que pasa por los puntos (— 1, 2) y (4, 2) es hori¬ 
zontal. _ 

18. Las gràficas de rectas de la forma y = mx, con m > 0, no 

pueden contener un punto con coordenada x negativa y 
coordenada y positiva._ 

19. Si la gràfica de una ecuación contiene el punto (2, 3) y es 

simétrica respecto al eje x, la gràfica también contiene el 
punto (2, —3)._ 

20. La gràfica de la ecuación | x \ = \ y | es simétrica respecto al 

eje x, el eje y y el origen._ 

21. No hay ningun punto en el cfrculo x 2 + y 2 — lOx + 22 = 

0 que tenga 2 corno coordenada x. _ 

22. El radio r del cfrculo con centro en el origen que contiene 

el punto (1, —2) es 5._ 
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= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

1. Las rectas 2x — 5y = 1 y kx + 3 y + 3 = 0 son paralelas 

si k = _. 

2 . La ecuación de una recta que pasa por (1, 2) y es perpen- 

dicular a y = 3x - 5 es_. 

3 . La pendiente y las intersecciones con los ejes x y y de la 

recta —4x + 3y — 48 = 0 son_. 

4. La distancia entre los puntos (5, 1) y (—1, 9) es 


5. La pendiente de la recta 4y = 6 x + 3 es m = 


6 . Las rectas 2x — 5v = I v kx + 3y + 3 = 0 son perpen- 

diculares si k =_. 

7. Dos puntos del circulo x 2 + y 2 = 25 con la misma coor- 

denada y — 3 son_. 

8 . La gràfica de y = — 6 es una_. 

9. E1 centro y el radio del circulo (x — 2) 2 + (y + 7 ) 2 = 8 

son_. 

10. El punto (1,5) està en una gràfica. Dé las coordenadas de 
otro punto en la gràfica si ésta es 

a) simétrica respecto al eje x. _ 

b ) simétrica respecto al eje y. _ 

c) simétrica respecto al origen._ 

11. Si (—2, 6 ) es el punto medio de un segmento de recta que 

va de P\{x\, 3) a P 2 ( 8 , y 2 ), entonces x x = _y y 2 = 


12. El punto medio del segmento de recta que va de P\(2, —5) 

a P 2 ( 8 , _ 9) es_. 

13. Los cuadrantes del plano xy donde el cociente xty es nega¬ 
tivo son_. 

14. Una recta con intersección con el eje x en (—4, 0) e 
intersección con el eje y en (0, 32) tiene pendiente 


15. La ecuación de una recta perpendicular a y = 3 que con¬ 
tiene el punto (—2, 7) es_. 

16. Si el punto (a, a + V3) està en la gràfica de y = 2x, enton¬ 
ces a = _. 

17. La gràfica de y = —VICO — x 2 es una_. 

18. La ecuación_es un ejemplo de un circulo 

cuyo centro y las dos intersecciones con el eje x se halla 
en el eje x negativo. 

19. La distancia del punto medio del segmento de recta que 
une los puntos (4, — 6 ) y ( — 2, 0) con el origen es 


20 . Si p varia inversamente con el cubo de q y p = 9 cuando 
q = — 1, entonces p =_cuando q = 3. 

= C. Ejercicios de repaso 

1 . Determine si los puntos A(l, 1), B( 3, 3) y C(5, 1) son 
vértices de un triàngulo rectàngulo. 

2. Halle la ecuación de un circulo con los puntos (3, 4) y (5, 
6 ) corno los extremos del diàmetro. 

3. Halle la ecuación de la recta que pasa por el origen y es 
perpendicular a la recta que pasa por ( 1 , 1 ) y ( 2 , — 2 ). 

4. Halle la ecuación de la recta que pasa por (2, 4) y es para¬ 
tela a la recta que pasa (—1, — 1) y (4, —3). 

5. Considere el segmento de recta que une (— 1, 6 ) y (1, 10) 
y el segmento de recta que une (7, 3) y (—3, —2). Halle la 
ecuación de la recta que contiene los puntos medios de 
estos dos segmentos de recta. 

6 . Halle la ecuación de la recta que pasa por (3, — 8 ) y es 
paratela a la recta 2 x — y = —7. 

7. Halle dos puntos, distintos de las intersecciones con los 
ejes, en la recta 2x + 5y = 12. 

8. La coordenada y de un punto es 2. Halle la coordenada x 
del punto si la distancia del punto a ( 1 , 3) es V26. 

9. Halle la ecuación del circulo con centro en el origen si la 
longitud de su diàmetro es 8 . 

10. Halle la ecuación del circulo cuyo centro es (1, 1) y pasa 
por el punto (5, 2). 

11. Halle las ecuaciones de los circulos que pasan por los 
puntos (1, 3) y (—1, — 3) y tienen radio 10. 

12. El punto (—3, b) està en la gràfica de y + 2x + 10 = 0. 
Halle b. 

13. Tres vértices de un rectàngulo estàn en (3, 5), (—3, 7) y 
(— 6 , —2). Determine el cuarto vèrtice. 

14. Halle el punto de intersección de las diagonales del rec¬ 
tàngulo del problema 13. 

En los problemas 15 y 16, obtenga el valor de x. 

15. P x (x, 2 ), P 2 (l, 1), d(P h P 2 ) = VTO 

16. P\(x, 0), P 2 (- 4, 3x), d(P u P 2 ) = 4 

17. Halle la ecuación que relaciona x y y si se sabe que la 
distancia (x, y) a ( 0 , 1 ) es la misma que la de (x, y) a 
(x, - 1 ). 

18. Demuestre que el punto (—1, 5) està en la bisectriz per¬ 
pendicular del segmento de recta que va de P x { 1, 1) a 

p 2 0, 7). 

19. M es el punto medio del segmento de recta que va de P x ( 2, 
3) a P 2 ( 6 , —9). Halle el punto medio del segmento de recta 
que va de P x a M y el punto medio del segmento de 
recta que va de M a P 2 . 
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20. En la FIGURA 4.R.1 se muestran los puntos medios de los 
lados de un triàngulo. Determine los vértices del triàn- 
gulo. 

(-*3’ ,V3) 



(-H-.Vl) 


22 . ( ' Cuàl de las ecuaciones siguientes describe mejor el clrculo 
ilustrado en la FIGURA 4.R.3? Los slmbolos a, b, c, d y e son 
constantes diferentes de cero. 

a) ax 2 + by 2 + ex + dy + e = 0 

b ) ax 2 + ay 2 + ex + dy + e = 0 

c) ax 2 + ay 2 + ex + dy = 0 

d) ax 2 + ay 2 + c = 0 

e ) ax 2 + ay 2 + ex + e = 0 


FIGURA 4.R.1 Triàngulo para el 
problema 20 

21. Una recta tangente a un clrculo en el punto P del clrculo 
es la que pasa por P y es perpendicular a la recta que pasa 
por P y el centro del clrculo. Halle la ecuación de la recta 
tangente L que se indica en la FIGURA 4.R.2. 


(x - 3 ) 2 + {y- 4 ) 2 = 4 



FIGURA 4.R.2 Gràfica para el 
problema 21 


FIGURA 4.R.3 Gràfica paia el 
problema 22 

En los problemas 23 a 30, relacione la ecuación dada con la 
gràfica que corresponda de la FIGURA 4.R.4. 

23. x + y - 1 = 0 

24. x + y = 0 

25. x - 1 = 0 

26. 3/ - 1 = 0 

27. lOx + v - 10 = 0 

28. -lOx + y + 10 = 0 

29. x + lOv - 10 = 0 

30. -x + 10y - 10 = 0 



a) y ‘ 
2 - 

b) y- 

2- 

c) y- 

- 

d) y> 

2 - 





1 “ A- 

2 

\ 2 

2 

2 



FIGURA 4.R.4 Gràficas para los problemas 23 a 30 
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FUNCIONES Y GRAFICAS 


En este capi'tu lo 


5.1 Funciones y grafieas 

5.2 Simetrfa y transformaciones 

5.3 Funciones lineai y cuadràtica 

5.4 Funciones definidas por partes 

5.5 Combinación de funciones 

5.6 Funciones inversas 

5.7 Traducción de palabras a funciones 

5.8 Recta de mmimos cuadrados 
Ejercicios de repaso 



La 

correspondencia 
que hay entre los 
alumnos de una 
clase y las bancas 


Un poco de historia Si se planteara la pregunta “^cuàl es el concepto mate¬ 
màtico mas importante?” a un grupo de matemàticos, maestros de matemàti- 
cas y cientfficos, no hay duda de que el término función aparecerfa cerca o 
incluso en el primer lugar de la lista de respuestas. En los capftulos 5 y 6 nos 
centraremos sobre todo en la definición y la interpretación gràfica de las fun¬ 
ciones. 

Es probable que el matemàtico alemàn y “coinventor” del càlculo Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716) hay a introducido la palabra función a finales 
del siglo xvn; este vocablo proviene del latin functo, que significa actuar o 
ejecutar. En los siglos xvn y xvm, los matemàticos tenfan una idea muy vaga 
de función. Para muchos de ellos, una relación funcional entre dos variables 
estaba dada por alguna curva suave o una ecuación con dos variables. Aunque 
las fórmulas y ecuaciones desempenan un papel importante en el estudio de las 
funciones, en la sección 5.1 veremos que la interpretación “moderna” de fun¬ 
ción (que data de mediados del siglo xix) es la de un tipo especial de corres¬ 
pondencia entre los elementos de dos conjuntos. 


que ocupan es un 
ejemplo de 
función 








| 5.1 Funcionesy gràficas 


■ Introducción Al usar los objetos y las personas que nos rodean, es fàcil establecer una 
regia de correspondencia que asocie, esto es, que haga coincidir los elementos de un conjunto 
con los de otro conjunto. Por ejemplo, cada numero de seguro social se relaciona con una 
persona; cada automóvil registrado en California con un nùmero de placas, cada libro tiene 
cuando menos un autor, cada estado tiene un gobernador, etc. Hay una correspondencia 
naturai entre un conjunto de 20 alumnos y un conjunto de, digamos, 25 pupitres en un salón 
de clase, cuando cada uno haya seleccionado y se siente en uno de los que estàn disponibles. 
En matemàticas nos interesa un tipo especial de correspondencia, una correspondencia uni¬ 
voca entre valores, que se llama función. 


Definición 5.1.1 Función 

Una función de un conjunto A a un conjunto Y es una regia de correspondencia que asigna 
a cada elemento x de X exactamente un elemento y de Y. 



E1 conjunto Y no es necesariamente 
el rango 



FIGURA 5.1.1 Dominio y rango de 
una función/ 


En la correspondencia entre alumnos y pupitres, suponga que el conjunto de 20 alumnos 
es el conjunto X, y el conjunto de 25 pupitres es el conjunto Y. Està correspondencia es una 
función del conjunto X al conjunto Y, siempre que no haya alumno que se siente en dos 
pupitres al mismo tiempo. 

■ Terminologia Se acostumbra representar una función por una letra, por ejemplo/, g o h. 
Entonces, se puede representar una función/de un conjunto X a un conjunto Y mediante la 
notación /:A —> Y. El conjunto X se llama dominio de/. El conjunto de elementos correspon- 
dientes y del conjunto Y se llama rango de la función. En el caso de nuestra función alumno/ 
pupitre, el conjunto de alumnos es el dominio y el conjunto de 20 pupitres que realmente estén 
ocupados por alumnos es el rango. Observe que el rango de/no necesita ser el conjunto entero 
Y. El elemento ùnico y en el rango que corresponde a un elemento seleccionado x en el domi¬ 
nio X se llama valor de la función en x, o la imagen de x, y se escribe/(x). Este ùltimo simbolo 
se lee “efe de equis o “efe en equis”, y se escribe y = f(x) (FIGURA 5.1.1). En muchos libros, a 
x se le llama entrada de la función y a /(x) salida de la función. Como el valor de y depende 
de la elección de x, a y se le llama variable dependiente; a x se le llama variable indepen- 
diente. A menos que se indique otra cosa, aqui supondremos en addante que los conjuntos X 
y Y estàn formados por nùmeros reales. 


Véase (3) de la sección 2.6. 


EJEMPLO 1 


La función elevar al cuadrado 


La regia para elevar al cuadrado un nùmero reai es la ecuación y = x 2 o f(x) = x 2 . Los 
valores de/en x = —5 y x = V7 se obtienen sustituyendo x, cada vez, por los nùmeros 
—5 y V7: 


/(-5) = (-5 ) 2 = 25 y /(V7) = (V7) 2 = 7. 


A veces, para destacarla escribiremos una función usando paréntesis en lugar del simbolo 
x. Por ejemplo, podemos escribir la función de elevar al cuadrado,/(x) = x 2 en la forma 

/( ) = ( ) 2 - <D 

Esto ilustra el hecho que x es un comodili que puede ser sustituido por cualquier nùmero del 
dominio de la función y = /(x). Asi, si se desea evaluar (1) en, por ejemplo, 3 + h, donde h 
representa un nùmero reai, se pone 3 + h entre los paréntesis y se hacen las operaciones 
algebraicas adecuadas. 

► /( 3 + h) = (3 + hf = 9 + 6h + h 2 . 
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Si una función/se define mediante una fòrmula o una ecuación, en el caso tipico el 
dominio de y = /(x) no se indica en forma expresa. Se vera que normalmente se puede dedu- 
cir el dominio de y = /(x), ya sea por la estructura de la ecuación, o por el contexto del 
problema. 


EJEMPLO 2 


Dominio y rango 


En el ejemplo 1, corno todo numero reai x se puede elevar al cuadrado, y el resultado x 2 
es otro numero reai,/(x) = x 2 es una función de R a R, esto es ,f:R —> R. En otras palabras, 
el dominio de/es el conjunto R de los nùmeros reales. Usando la notación de intervalos, el 
dominio también se expresa corno (—°°, °°). El rango de/es el conjunto de los numeros 
reales no negativos, o [ 0 , °°); esto se debe a que x 2 > () para todo nùmero reai x. = 


■ Dominio de una función Como se vio antes, en generai no se especifica el dominio de 
una función y = /(x) que se define por una fòrmula. A menos que se indique o esté implicito 
lo contrario, se sobreentiende que: 

El dominio de una función f es el mayor subconjunto del conjunto de numeros reales 

para los quef(x) es un nùmero reai. 

A este conjunto se le llama a veces dominio implicito de la función. Por ejemplo, no se puede 
calcular/(0) de la función reciproca/(x) = 1/x, ya que 1/0 no es un nùmero reai. En este caso 
se dice que / està indefinida en x = 0. Como todo nùmero reai distinto de cero tiene un 
reciproco, el dominio de/(x) = 1/x es el conjunto de los nùmeros reales excepto 0. Con el 
mismo razonamiento se ve que la función g(x) = l/(x 2 — 4) no està definida en x = — 2 o en 
x = 2, por lo que su dominio es el conjunto de los nùmeros reales, excepto — 2 y 2. La función 
raiz cuadrada h(x) = \/x no està definida en x = — 1 , porque V —1 no es un nùmero reai. 
Para que h{x) = Vx esté definido en el sistema de los nùmeros reales, se requiere que el 
radicando, que en este caso simplemente es x, sea no negativo. En la desigualdad x 5 0 se 
ve que el dominio de la función h es el intervalo [ 0 , °°). 


EJEMPLO 3 


Dominio y rango 


Determine el dominio y el rango de /(x) 


4 + Vx — 3. 


Solución El radicando x — 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x - 3 £ 0 se 
obtiene x > 3, por lo que el dominio de/es [3, °°). Ahora, corno el simbolo "V representa ^ 
la raiz cuadrada principal de un nùmero, Vx — 3 £ 0 para x > 3 y, en consecuencia, 

4 + Vx — 3 & 4. El valor minimo de/(x) està en x = 3, y es /(3) = 4 + V0 = 4. 
Ademàs, debido a que x — 3 y Vx — 3 crecen cuando x toma valores cada vez mayores, 
llegamos a la conclusión de que y > 4. En consecuencia, el rango de/es [4, °°). = 


EJEMPLO 4 


Dominio de f 


Determine el dominio de /(x) = \/x 2 + 2x — 15. 


Solución Como en el ejemplo 3, la expresión bajo el signo radicai, el radicando, debe ser 
no negativa, esto es, el dominio de/es el conjunto de los nùmeros reales x para los cuales 
x 2 + 2x — 15 s 0 o (r - 3) (x + 5) s 0. Ya resolvimos està desigualdad, mediante una 
tabla de signos, en el ejemplo 1 de la sección 3.7. El conjunto solución de la desigualdad 
(—co, —5] U [3, °°) también es el dominio de/ = 
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EJEMPLO 5 


Dominios de dos funciones 


Determine el dominio de a) g(x) = - y b) h(x) = —~ -. 

Vr + 2x - 15 x - 3x - 4 

Solución Una función representada por una expresión fraccionaria no està definida en 
los valores de x para los cuales su denominador es igual a 0. 

a) La expresión bajo el radicai es la misma que la del ejemplo 4. Como x 2 + 2x — 15 
està en el denominador, entonces x 2 + 2x — 15 # 0. Esto excluye ax = - 5yx = 3. 
Por anadidura, corno x 2 + 2x — 15 aparece dentro de un radicai se debe cumplir que 
x 2 + 2x — 15 > 0 para todos los demàs valores de x. Entonces, el dominio de la 
función g es la unión de dos intervalos abiertos (—°°, —5) U (3, °°). 

b) Como el denominador de h(x) se puede factorizar, 

x 2 — 3x — 4 = (x + l)(x — 4) 

se ve que (x + 1) (x — 4) = 0 para x = — 1 y x = 4. En contraste con la función del 
inciso a), éstos son los ùnicos numeros para los que fi no està definida. Por consi- 
guiente, el dominio de la función h es el conjunto de los numeros reales, excepto a 
x = — 1 yx = 4. = 

Con la notación de intervalos, el dominio de h en el inciso h) del ejemplo 5 se puede 
escribir corno sigue: 


(-oo,-l) U (-1, 4) U (4, oo). 


Como alternativa para està complicada unión de intervalos disjuntos, también se puede expre- 
sar este dominio en notación de conjuntos corno {x | x un nùmero reai x # — 1 y x A 4}. 



■ Gràficas Con frecuencia se usa una función para describir fenómenos en ciencias, inge- 
nierfa y comercio. Para interpretar y utilizar datos se aconseja mostrarlos en forma de una 
gràfica. La gràfica de una función/es la gràfica del conjunto de pares ordenados (x,/(x)), 
donde x està en el dominio de/. En el plano xy, un par ordenado (x,/(x)) es un punto, y enton¬ 
ces la gràfica de una ecuación es un conjunto de puntos. Si una función està definida por una 
ecuación y = f(pc), entonces la gràfica de /es la gràfica de la ecuación. Para obtener puntos 
de la gràfica de una ecuación y = /(x) se escogen numeros adecuados x b x 2 , X 3 . . . en su 
dominio, se calculan/(x 1 ),/(x 2 ),/(x 3 ). . . , se grafican los puntos correspondientes (xi,/(xi)), 
(x 2 , /(x 2 )), (x 3 ,/(x 3 )) . . . y a continuación se unen esos puntos con una curva (FIGURA 5.1.2). 
Téngase en cuenta que: 


• un valor de x es una distancia dirigida desde el eje y 

• un valor de función/(x) es una distancia dirigida desde el eje x. 


■ Comportamiento en los extremos Cabe aclarar algo acerca de las figuras de este libro. 
Con pocas excepciones, en generai es imposible mostrar la gràfica completa de una función, 
y entonces se muestran sólo las caracterfsticas màs importantes de ella. En la FIGURA 5.1.3a), 
nótese que la gràfica baja en sus lados izquierdo y derecho. A menos que se indique lo con¬ 
trario, podremos suponer que no hay sorpresas màs allà de las que hemos mostrado, y que la 
gràfica sólo continua en la forma indicada. La gràfica de la figura 5.1 3d) indica el llamado 
comportamiento en los extremos, o comportamiento global de la función: para un punto 
(x, y) en la gràfica, los valores de la coordenada y se vuelven infinitos en magnitud en la 
dirección descendente o negativa a medida que la coordenada x se vuelve infinita en magni¬ 
tud tanto en la dirección negativa corno en la dirección positiva en la recta numèrica. Es 
conveniente describir este comportamiento en los extremos mediante los sfmbolos 


—00 cuando x —» — 00 


—00 cuando x - 


( 2 ) 


El simbolo —» en (2) se lee “tiende a”. Asl, por ejemplo, y —» — °° cuando x —» 00 se lee asf: 
“y tiende al infinito por la izquierda cuando x se acerca al infinito”. 
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a) Función b) No es una función 

FIGURA 5.1.3 Praeba de la recta vellicai 



c) No es una función 


(Diremos mas acerca de este concepto de comportamiento global en el capftulo 6 .) Si 
una gràfica termina en su extremo derecho o izquierdo, lo indicaremos con un punto cuando 
se necesite mayor claridad (FIGURA 5.1.4). Usaremos un punto lleno para representar que el 
extremo se incluye en la gràfica, y un punto abierto para indicar que el extremo no se incluye 
en la gràfica. 

■ Prueba de la recta vertical De acuerdo con la definición de función, sabemos que a cada 
x en el dominio de/corresponde sólo un valor/(x) del rango. Eso quiere decir que una recta 
vertical que corte la gràfica de una función y = f(x) (equivale a escoger una x) sólo lo puede 
hacer una vez. Al revés, si cada recta vertical que corta una gràfica de una ecuación lo hace 
cuando mucho en un punto, entonces la gràfica es de una función. A està ultima proposición 
se le llama prueba de la recta vertical de una función [figura 5.1.3a)]. Por otra parte, si 
alguna recta vertical interseca una gràfica de una ecuación màs de una vez, la gràfica no es 
la de una función [figura 5.1.3£>) y 5.1.3c)]. Cuando una recta vertical interseca una gràfica 
en varios puntos, el mismo numero x corresponde a diferentes valores de y, lo que contradice 
la definición de función. 

Si tiene usted una gràfica precisa de una función y = /(x), con frecuencia es posible ver 
el dominio y el rango de/. En la figura 5.1.4 se supone que la curva de color es la gràfica 
completa de una función/. El dominio de/es, entonces, el intervalo [a, b\ en el eje x, y el 
rango es el intervalo [c, d ] en el eje y. 



FIGURA 5.1.4 Interpretación gràfica 
del dominio y rango 


EJEMPLO 6 


Regreso al ejemplo 3 


En la gràfica de /(x) = 4 + Vx~ 
/son, respectivamente, [3, °°) y [4, : 


- 3, de la FIGURA 5.1.5, se ve que el dominio y el rango de 
-). Esto concuerda con los resultados del ejemplo 3. = 


Como se vio en la figura 5.1 3b\ un cfrculo no es la gràfica de una función. En realidad, 
una ecuación corno x 2 + y 2 = 9 define (al menos) dos funciones de x. Si està ecuación se 

resuelve para y en función de x, se obtiene y = ±\/9 — x 2 . Debi do a la co nvención del valor 
unico del signo y/~, ambas ecuaciones, y = \/9 — x 2 y y = — \/9 — x 2 , definen funciones. 
Como se vio en la sección 4.2, la primera ecuación define un seinici'rculo superior, y la 
segunda define a un semicirculo inferior. De las gràficas que se muestran en la FIGURA 5.1.6, 


rt 

El rango de -- 
/es [4, oo) - 

l :: 



b 


H-1-1-1-1—► X 

El dominio 

de/es [3, <*>) 


FIGURA 5.1.5 Gràfica de la función/ 
del ejemplo 6 



a) Semicirculo superior b) Semicirculo inferior 

FIGURA 5.1.6 Estos semicfrculos son gràficas de funciones 
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En el capitalo 6 se abunda en este 
tema. 


el domi nio de y = \/9 — x 2 es[ — 3, 3] y el rango es [0, 3]; el dominio y el rango de 
y = —V9 — x 2 son[ —3, 3] y [ — 3, 0], respectivamente. 


■ Intersecciones con los ejes A fin de graficar una función definida por una ecuación 
y = /(x), se suele aconsejar que primero se determine si la gràfica de/interseca los ejes. 
Recuérdese que todos los puntos del eje y tienen la forma (0, >j. Asf, si 0 està en el dominio 
de una función / la intersección con el eje y es el punto cuya ordenada es /( 0 ); en otras 
palabras, es (0, /(0)) [FIGURA 5.1.7a)]. De igual modo, todos los puntos en el eje x tienen la 
forma (x, 0). Eso quiere decir que para determinar las intersecciones con el eje x de la gràfica 
de y = f(pc) se determinan los valores de x que hacen que y = 0. Esto es, se debe despejar x 
de la ecuación/(x) = 0. Un nùmero c para el cual 

f(c) = 0 

se llama cero de la función/, o raiz (o solución) de la ecuación/(x) = 0. Los ceros reales de 
una función/son las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de la gràfica de/. En 
la figura 5. i.lb) hemos ilustrado una función que tiene tres ceros, x h x 2 y x 3 , porque/(jq) = 0, 
f(x 2 ) = 0 y/(x 3 ) = 0. Las tres correspondientes intersecciones con el eje x (jq, 0), (x 2 , 0), (x 3 ,0). 
Naturalmente, la gràfica de una función puede no tener intersecciones con los ejes, lo cual se 
ve en la figura 5.1.5. 



a) Una intersección b ) Tres intersecciones 

con el eje y con el eje x 

FIGURA 5.1.7 Intersecciones de la gràfica de una función/ 


c) Una intersección con el eje y 
y dos con el eje x 


Una gràfica no necesariamente tiene que cortar un eje coordenado en una intersección. 
La gràfica podrfa ser simplemente tangente al eje, es decir, podrfa tocarlo. En la figura 5.1 .le), 
la gràfica de y = /(x) es tangente al ejexen (x h 0 ). También, la gràfica de una función/puede 
tener cuando mucho una intersección con el eje y ya que, si 0 està en el dominio de/, sólo 
puede corresponderle un valor de y, que seria y = /( 0 ). 


EJEMPLO 7 


Intersecciones con los ejes 


Determine las intersecciones con los ejes coordenados de la función indicada. 

, . , , . x 2 — 2x — 3 

a ) /(x) = x 2 + 2x — 2 b ) /(x) = - 


Solución a) Como 0 està en el dominio de/,/(0) = —2 es la coordenada y de la inter¬ 
sección con el eje y de la gràfica de/ La intersección con el eje y es el punto (0, -2). 
Para obtener las intersecciones con el eje x se debe determinar si/tiene ceros reales, 
esto es, soluciones reales de la ecuación/(x) = 0. En virtud de que el miembro iz- 
quierdo de la ecuación x 2 + 2 x — 2 = 0 no tiene factores obvios, se aplica la fòrmu¬ 
la generai de segundo grado para obtener x = \{2 ± Vl 2 ). Debido a que 
VT 2 = V4 ■ 3 = 2V3, los ceros de/son los numeros 1 — V3 y 1 + V3. Las 
intersecciones con el ejex son los puntos ( 1 — V3,0)y(l + V3,0). 
b ) Como 0 no està en el dominio de/(/(0) = —3/0 no està definida), la gràfica de/no 
tiene intersección con el eje y. Allora, como/es una expresión fraccionaria, la unica 
forma en que/(x) = 0 es hacer que el numerador sea igual a cero. Si se factoriza el 
miembro izquierdo de x 2 — 2x — 3 = 0, se obtiene (x + 1) (x — 3) = 0. Por consi- 
guiente, los numeros — 1 y 3 son los ceros de/. Las intersecciones con el eje x son 
los puntos (— 1, 0) y (3, 0). = 
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■ Determinación aproximada de los ceros Aun cuando sea obvio que la gràfica de una 
función y = f(x) tenga intersecciones con el eje x, no siempre es posible resolver la ecuación 
f(x) = 0. De hecho, es imposible resolver exactamente algunas ecuaciones; a veces lo mejor 

que se puede hacer es aproximar los ceros de la función. Una forma de hacerlo es trazar una ^ En la sección 6.5 veremos otra 
gràfica muy exacta de/. forma de aproximar los ceros de 

una función 


EJEMPLO 8 


Intersecciones con los ejes 


Con ayuda de un graficador, la gràfica de la función/(x) = x 3 — x + 4 se ve en la FIGURA 
5.1.8. De/(0) = 4, se observa que el punto de intersección con el eje y es (0, 4). Como se 
ve en la figura, parece que hay una sola intersección con el eje x, cuya abscisa puede ser 
— 1.7 o —1.8. Sin embargo, no hay forma de determinar con exactitud las rafces de la 
ecuación x 3 — x + 4 = 0. Sin embargo, se puede calcular aproximadamente, o aproximar 
la rafz reai de està ecuación con ayuda de la función find root de una calculadora grafica- 
dora o un programa de àlgebra para computadora. De este modo se ve que x ~ —1.796, 
por lo que la abscisa al origen aproximada es (—1.796, 0). Para comprobar, obsérvese que 
el valor de la función 



FIGURA 5.1.8 Abscisa al origen 
aproximada del ejemplo 8 


/( —1.796) = (-1.796) 3 - (-1.796) + 4 « 0.0028 


es cercano a cero. 


Notas del aula 

Al trazar la gràfica de una función nunca debe graficar muchos puntos a mano. Es algo 
que hacen bien las calculadoras graficadoras o las computadoras. Por otra parte, nunca 
debe dependerse de una calculadora para obtener una gràfica. Créalo o no, hay profesores 
que no permiten usar calculadoras graficadoras en los exàmenes. En generai, no hay obje- 
ción al empieo de calculadoras o computadoras corno auxiliares para comprobar los 
problemas de tarea, pero en la clase, los profesores quieren ver el fruto de la mente de sus 
alumnos, es decir, su capacidad para analizar. Por elio, le recomendamos desarrollar su 
destreza para trazar gràficas, hasta el punto de poder bosquejar ràpidamente, a mano, una 
función, al tener una familiaridad bàsica con los tipos de funciones, y graficando un minimo 
de puntos bien escogidos. Las transformaciones que se estudian en la próxima sección 
también ayudan a trazar una gràfica. 



Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-11. 


En los problemas 1 a 6 , calcule los valores indicados de la 
función. 

1 . Si/(x) = x 2 - l;/(—5),/( —V3),/(3) y/( 6 ) 

2 . Si/(x) = — 2x 2 + x;/(—5),/( — 1),/(2) y/(7) 

3. Si/(x) = vTTT;/(-l),/(0),/(3) y/(5) 

4. Si /(x) = V27T4;/(-|),/®,/(§) y/(4) 

5. Si/(x) =^-;/( — l),/(0),/(l) y/(V2) 

6 . Si/(x) = V2),/(-l),/(0) y/0 

x — 2 


En los problemas 7 y 8 determine 

/(x), f(2a), f(a 2 ), f(—5x),f(2a + l) y/(x + h) 
de la función dada/, y simplifique todo lo posible. 

7. /( ) = —2( ) 2 + 3( ) 

8 . /( ) = ( ) 3 - 2 ( ) 2 + 20 

9. ^Para qué valores de x es /(x) = 6 x 2 — 1 iguala23? 

10 . ^Para qué valores de x es /(x) = Vx — 4 igual a 4? 
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En los problemas Ila 20, determine el dominio de la fun- 
ción /. 


28. 


11 . /(*) 

12 . /(x) 

13. f(x) 

14. f{x) 

15. /(x) 

16. f{x) 

17. f(x) 

18. f(x) 


V4x - 2 

V15 - 5x 

10 

Vi - x 

2x 

V3x - 1 
2x ~ 5 
x(x - 3) 
x 

X 2 — 1 

1 

x 2 — lOx + 25 
x + 1 

x 2 — 4x — 12 


19. /(x) 

20 . /(x) 


x 2 — X + 1 
x 2 9 
x 2 — 2x — 1 


En los problemas 21 a 26, use el mètodo de la tabla de signos 
para determinar el dominio de la función/. 

21 . /(x) = V25 - x 2 

22. /(x) = \/x(4 — x) 

23. /(x) = a/x 2 — 5x 

24. /(x) = Vx 2 - 3x - 10 

25. /(x) = 


3 — x 


x + 2 


26. /(x) = 


En los problemas 27 a 30, determine si la gràfica que muestra 
la figura es la de una función. 




FIGURA 5.1.10 Gràfica 
del problema 28 



FIGURA 5.1.11 Gràfica 
del problema 29 



FIGURA 5.1.12 Gràfica 
del problema 30 


En los problemas 31 a 34 use la gràfica de la función/que 
se ve en la figura para determinar su dominio y su rango. 



FIGURA 5.1.13 Gràfica del pro¬ 
blema 31 
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FIGURA 5.1.9 Gràfica del 
problema 27 
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FIGURA 5.1.14 Gràfica del 
problema 32 



































FIGURA 5.1.15 Gràfica del 
problema 33 



FIGURA 5.1.16 Gràfica del 
problema 34 


En los problemas 51 y 52, encuentre dos funciones y = f\(x) 
yy = f 2 (x) definidas por la ecuación indicada. Determine el 
dominio de las funciones/! y/ 2 . 

51. x = y 2 - 5 

52. x 2 - 4y 2 =16 

En los problemas 53 y 54, use la gràfica de la función/que 
se ve en la figura para estimar los valores de/(—3),/(— 2 ), 
/(— l),/(l),/(2) y/(3). Aproxime la intersección con el eje y. 



FIGURA 5.1.17 Gràfica del problema 53 


En los problemas 35 a 42, determine los ceros de la función 
dada/. 

35. /(x) = 5x + 6 

36. /(x) = —2x + 9 

37. /(x) = x 2 — 5x + 6 

38. /(x) = x 2 — 2x — 1 

39. /(x) = x(3x — l)(x + 9) 

40. /(x) = x 3 — x 2 — 2x 

41. /(x) = x 4 - 1 

42. /(x) = 2 - V4 - x 2 

En los problemas 43 a 50, calcule las intersecciones con los 
ejes coordenados, si las hay, de la gràfica de la función indi¬ 
cada/. No trace la gràfica. 

43. /(x) = \x — 4 

44. /(x) = x 2 — 6 x + 5 

45. /(x) = 4(x - 2 ) 2 - 1 

46. /(x) = (2x — 3)(x 2 + 8 x + 16) 


48. /(x) 

49. /(x) 

50. /(x) 


x(x + l)(x — 6 ) 
x + 8 

|V4 - x 2 
ÌVx 2 - 2x - 3 



FIGURA 5.1.18 Gràfica del problema 54 


En los problemas 55 y 56, use la gràfica de la función/que 
muestra la figura para estimar los valores de/(—2),/(—1.5), 
/(0.5),/(l),/(2) y/(3.2). Aproxime las intersecciones con el 



FIGURA 5.1.19 Gràfica del problema 55 
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56. 



FIGURA 5.1.20 Gràfica del problema 56 


57. Funciónfactorial En el estudio de las matemàticas, algu- 
nas de las funciones con las que se encontrarà tienen corno 
dominio el conjunto de los enteros positivos ri. La función 
factorial f(n) = n\ se define corno el producto de los pri- 
meros n enteros positivos, esto es, 

f(n) = n! = 1 • 2 ■ 3 • • • (n — 1 ) ■ n. 

a) Calcule/(2),/(3),/(5) y/(7). 

b) Demuestre que/(« +1) =/(«) • (« +1). 

c) Simplifique/(n + 2)/f(n). 


58. Una función desuma Otra función de un entero positivo 
n expresa la suma de los primeros n enteros positivos ele- 
vados al cuadrado: 

S(n) = g n(n + l)(2 n + l) = l 2 + 2 2 + ■ ■ ■ + n 1 . 

a) Calcule el valor de la suma l 2 + 2 2 + • • • + 99 2 + 
100 2 . 

b) Calcule n tal que 300 < S(n) < 400. [Pista: use una 
calculadora]. 

= Para la discusión 

59. Deduzca la ecuación de una función y = f(x) cuyo dominio 
sea a) [3, °°), b) (3, °°). 

60. Deduzca la ecuación de una función y = /(x) cuyo rango 
sea a) [3, °°), b) (3, °°). 

61. gCuàl es el ùnico punto que puede ser tanto una intersec- 
ción con el eje x corno una con el eje y en la grafica de la 
función y = f(x)'ì 

x — 1 

62. Considere la función f{x ) = —z -. Después de factori- 

x — 1 

zar el denominador y cancelar el factor comun, escribimos 
1 

/(x) =-. Explique: ; està x = 1 dentro del dominio 

x + 1 

de f(x) = ^ ? 

x + 1 


| 5.2 Simetria y transformaciones 


■ Introducción En està sección describiremos dos ayudas para trazar gràficas de función 
en forma rapida y exacta. Si usted determina antes que la gràfica de una función tiene alguna 
simetria, entonces puede disminuir el trabajo a la mitad. Ademàs, el trazo de una gràfica de 
una función aparentemente complicada se acelera si se reconoce que en realidad la gràfica 
que se pide es una transformación de la gràfica de una función màs sencilla. Està ùltima ayuda 
de graficado se basa en los conocimientos anteriores del lector acerca de las gràficas de 
algunas funciones bàsicas. 

■ Funciones potencia Una función que tenga la forma 

/« = 

donde n representa un nùmero reai, se llama función potencia. El dominio de una función 
potencia depende de la potencia ri. Por ejemplo, ya se ha visto, en la sección 5.1, que para 
n = 2 , n = \ y n = — 1 , respectivamente, que: 

• el dominio de/(x) = x 2 es el conjunto R de los nùmeros reales, o sea (— °o, °o), 

• el dominio de f(x) = x 1/2 = Vx es [0, °°), 

, . , 1 

• el dominio de f\x) = x — — es el conjunto R de los nùmeros reales, excepto 
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Las funciones sencillas de potencia, o las versiones modificadas de esas funciones se pre¬ 
sentali con tanta frecuencia en los problemas que no es necesario gastar tiempo valioso 
graficàndolas. Sugerimos que se aprenda (memorice) el breve catàlogo de gràficas de fun¬ 
ciones de potencia de la FIGURA 5.2.1 . Probablemente ya sepa que la gràfica del inciso a) de 
la figura es una recta, y que la gràfica del inciso b ) se llama paràbola. 


■ Simetrfa En la sección 4.2 describimos la simetrfa de una gràfica respecto al eje y, al eje 
x y al origen. De esos tres tipos de simetrfas, la gràfica de una función puede ser simétrica 
respecto al eje y o al origen, pero la gràfica de una función distinta de cero no puede ser ^ 
simétrica respecto al eje x (véase el problema 43 en los ejercicios 5.2). Si la gràfica de una 
función es simétrica respecto al eje y entonces, corno sabemos, los puntos (x, y) y (— x, y) 
estàn incluidos en la gràfica de/ Del mismo modo, si la gràfica de una función es simétrica 
respecto al origen, los puntos (x, y) y (— x, —y) aparecen en la gràfica. Para las funciones, las 
dos siguientes pruebas de simetrfa son equivalentes a las pruebas i) y ii), respectivamente, de 
la pàgina 180. 


£ Puede usted explicar por qué la 
gràfica de una función no puede 
ser simétrica respecto al eje jt? 


5.2 Simetrfa ytransformaciones 
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FIGURA 5.2.2 Función par; la gràfica 
tiene simetrfa con respecto al eje y 


Definición 5.2.1 Funciones pares e impares 

Suponga que por cada x en el dominio de una función/ — x también està incluida en su 
dominio. Se dice que 

i) Una función/es par si/(— x) = fix). 

ii) Una función/es impar si f(~x) = ~f(x). 


En la FIGURA 5.2.2 observe que si/es una función par y 


/ M f{~x) 

I ; 

(x, y ) es un punto en su gràfica, entonces necesariamente (— x, y ) (1) 



FIGURA 5.2.3 Función impar; la grà¬ 
fica tiene simetrfa respecto al origen 


también està en su gràfica. De igual modo, en la FIGURA 5.2.3 se ve que si/es una función 
impar y 

/« /(-*) = -/w 

l i 

(x, y) es un punto en su gràfica, entonces necesariamente ( — x, —y) (2) 

està en su gràfica. Hemos demostrado el teorema siguiente. 



FIGURA 5.2.4 La función no es par 
ni impar: no hay simetrfa respecto al 
eje y ni al origen 


Teorema 5.2.1 Simetria 

i) Una función/es par si y sólo si su gràfica es simétrica respecto al eje y. 

ii) Una función/es impar si y sólo si su gràfica es simétrica respecto al origen. 


El examen de las figuras 5.2.2 y 5.2.3 muestra que las gràficas son simétricas respecto 
al eje y y al origen, respectivamente. La función cuya gràfica se presenta en la FIGURA 5.2.4 
no es par ni impar y, por tanto, su gràfica no tiene simetria respecto al eje y o al origen. 

En vista de la definición 5.2.1 y el teorema 5.2.1, podemos determinar la simetria de la 
gràfica de una función en forma algebraica. 


EJEMPLO 1 


Funciones impares y pares 


a) /(x) = x 3 es una función impar, porque de acuerdo con la definición 5.2.1 ii) 


/(-x) = (-x) 3 =(-l) 3 x 3 =-x 3 = -/(x). 

Al inspeccionar la figura 5.2.le) se ve que la gràfica de f(x) = x 3 es simétrica con 
respecto al origen. Por ejemplo, ya que/(l) = 1, entonces (1, 1) es un punto de la 
gràfica de y = x 3 . Como/es una función impar,/(— 1) = —/( 1) implica que (—1, — 1) 
està en la gràfica. 

b) /(x) = x 2 / 3 es una función par, porque de acuerdo con la definición 5.2.li) y las 
leyes de los exponentes, 

la rafz cùbica de — 1 es — 1 

i 

/(-x) = (-x) 2/3 = (-1) 2/3 X 2/3 = (^I) 2 x 2/3 = (-l) 2 x 2/3 = x 2/3 = /(x). 
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En la figura 5.2.1/), se ve que la gràfica de/es simétrica respecto al eje y. Por ejem- 
plo, corno /(8) = 8 2/3 = 4, (8, 4) es un punto de la gràfica de y = x 2/3 . Como/es 
una función par,/(—8) = /(8) implica que (—8, 4) està en la misma gràfica. 


c) /(x) = x 3 + 1 no es par ni impar. En 


/(-■*) = (-*) 3 + 1 = - x 3 + 1 


se ve que/(—x) A f(x) y /(-x) A -/(x). Por tanto, la gràfica de/no es simé¬ 
trica respecto al eje y ni simétrica respecto al origen. = 

Las gràficas de la figura 5.2.1, donde el inciso g) es la unica excepción, tienen simetrfa, 
ya sea respecto al eje y o al origen. Las funciones de las figuras 5.2.1 h), d),f) e i) son pares, 
mientras que las de las figuras 5.2.la), c), è) y h) son impares. 

Con frecuencia se puede trazar la gràfica de una función aplicando cierta transformación 
a la gràfica de una función màs simple (corno las de la figura 5.2.1). A continuación exami- 
naremos dos clases de transformaciones gràficas: las rigidas y las no rfgidas. 

■ Transformaciones rigidas Una transformación rigida de una gràfica es aquella que 
sólo cambia la posición de la gràfica en el plano xy, pero no su forma. Por ejemplo, el circulo 
(x — 2) 2 + (y — 3) 2 = 1 con centro en (2, 3) y radio r = 1 tiene exactamente la misma forma 
que el circulo x 2 + y 2 = 1, con centro en el origen. Se puede imaginar que la gràfica de 
(x — 2) 2 4- (y — 3) 2 = 1 es la de x 2 + y 2 = 1, pero desplazada dos unidades horizontal- 
mente a la derecha, y después desplazada tres unidades verticalmente hacia arriba. En el caso 
de la gràfica de una función y = /(x), examinaremos cuatro clases de desplazamientos o 
traslaciones. 


Teorema 5.2.2 Desplazamientos verticales y horizontales 

Supongamos que y = /(x) es una función y que c es una constante positiva. Entonces, la 
gràfica de 

Z) y = f(pc) + c es la gràfica de/desplazada c unidades verticalmente hacia arriba, 

ii) y = f(x) — c es la gràfica de/desplazada c unidades verticalmente hacia abajo, 

iii) y = f(x + c ) es la gràfica de/desplazada c unidades horizontalmente hacia 
la izquierda, 


y=m 


iv) y = f(x — c) es la gràfica de/desplazada c unidades horizontalmente hacia la 
derecha. 



x 


Examinemos la gràfica de una función y = /(x), que se ve en la FIGURA 5.2.5. Los despla- FIGURA 5.2.5 Gràfica de y = f(x) 
zamientos de la gràfica que se describen en /) a iv) del teorema anterior son las gràficas, en 
rojo, de los incisos a) a d) de la FIGURA 5.2.6. Si un punto de la gràfica de v = /(x) es (x, y), y 
la gràfica de/està desplazada, digamos que c > 0 unidades hacia arriba; entonces (x, y + c) 
es un punto de la nueva gràfica. En generai, las coordenadas x no cambian debido a un des- 
plazamiento vertical [figuras 5.2.6a) y 5.2.6/;)]. De igual modo, en un desplazamiento hori- 
zontal, las coordenadas y de los puntos en la gràfica desplazada son iguales que en la gràfica 
originai [figuras 5.2.6c) y 5.2.6ri)]. 



Desplazamientos horizontales y verticales 


Las gràficas de y = x 2 + 1, y = x 2 — 1, y = (x + l) 2 y v = (x — l) 2 se obtienen a partir de 
la gràfica (en azul) de/(x) = x 2 en la FIGURA 5.2.7a) desplazando està gràfica, respectiva- 
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y 



a) Punto de partida 


E1 orden en que se hacen los des- 
plazamientos es irrelevante. Podrfa 
hacer primero el desplazamiento 
hacia arriba, y después a la dere- 
cha. 



a) Desplazamiento vertical hacia arriba 


b ) Desplazamiento vertical hacia abajo 




c) Desplazamiento horizontal hacia la izquierda d) Desplazamiento horizontal hacia la derecha 

FIGURA 5.2.6 Desplazamientos verticales y horizontales de la gràfica de y =/( x), por una cantidad 

c > 0 




b) Desplazamiento 
hacia arriba 


c) Desplazamiento 
hacia abajo 


d) Desplazamiento 
hacia la izquierda 


e) Desplazamiento 
hacia la derecha 


FIGURA 5.2.7 Gràficas desplazadas del ejemplo 2 


mente, 1 unidad hacia arriba (figura 5.2.' Ib), 1 unidad hacia abajo (figura 5.2.7c), 1 unidad 
hacia la izquierda (figura 5.2.1d) y 1 unidad hacia la derecha (figura 5.2.1 e). = 


■ Combinación de desplazamientos En generai, la gràfica de una función 

y = f(x±Ci) ±c 2 (3) 

donde C\ y c 2 son constantes positivas, combina un desplazamiento horizontal (hacia la 
^ izquierda o la derecha) con un desplazamiento vertical (hacia arriba o hacia abajo). Por ejem¬ 
plo, la gràfica de y = /( x — Ci) + c 2 es la gràfica de y = f(x) desplazada cj unidades hacia la 
derecha, y después c 2 unidades hacia arriba. 


EJEMPLO 3 


Desplazamiento vertical y horizontal de una gràfica 


Grafique y = (x + l) 2 — 1. 


Solución De acuerdo con lo anterior, se ve que (3) es de la forma y = f(x + c 1 ) — c 2 , con 
Ci = 1 y c 2 = 1. Asf, la gràfica de y = (x + l) 2 — 1 es la gràfica de f(x) = x 2 desplazada 
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1 unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo. Està 
gràfica se muestra en la FIGURA 5.2.8. = 

En la gràfica de la figura 5.2.8 se observa de inmediato que el rango de la función 
y = (x + l) 2 — 1 = x 2 + 2x es el intervalo [—1, °°) del eje y. También note que la gràfica 
tiene las intersecciones con el eje x en (0, 0) y (—2, 0); el lector debe comprobarlo resolviendo 
x 2 + 2x = 0. Ademàs, si volvemos a examinar la figura 5.1.5 de la sección 5.1, veremos que 
la gràfica de y = 4 + Vx * 3 es la gràfica de la función raiz cuadrada, f(x) = Vx (figura 
5.2.lg) desplazada 3 unidades hacia la derecha y después 4 unidades hacia arriba. 

Otra forma de transformar rigidamente la gràfica de una función es con una reflexión 
respecto a un eje coordenado. 


Teorema 5.2.3 Reflexiones 

Supongamos que y = /(x) es una función. Entonces, la gràfica de 

i) y = — f{x) es la gràfica de/reflejada en el eje x, 

ii) y = /(— x) es la gràfica de/reflejada en el ejey. 


En el inciso a) de la FIGURA 5.2.9 se ha repetido la gràfica de una función y = f(x) que se 
presentò en la figura 5.2.5. Las reflexiones de està gràfica, descritas en i) y ii) del teorema 
anterior, se ilustran en las figuras 5.2.9b) y 5.2.9c). Si (x, y) representa un punto de la gràfica 
de y = /(x), entonces el punto (x, —y) està en la gràfica de y = —/(x) y (—x, y) lo està en la de 
y =/(—x). Cada una de esas reflexiones es una imagen especular de la gràfica de y =/(x) en 
el eje coordenado respectivo. 



a) Punto de partida b) Reflexión en el eje x c ) Reflexión en el eje v 

FIGURA 5.2.9 Reflexiones en los ejes coordenados 


EJEMPLO 4 


Reflexiones 


Grafique a) y = — Vx b) y 


V—x. 


Solución El punto de partida es la gràfica de/(x) = Vx | FIGURA 5.2.10a)]. 

a) La gràfica de y = — Vx es la reflexión de la gràfica de /(x) = Vx en el eje x. 
Obsérvese que, en la figura 5.2.lOh), ya que (1, 1) està en la gràfica de/, el punto 
(1, — 1) està en la gràfica de y = — Vx. 

b ) La gràfica de y = V—x es la reflexión de la gràfica de /(x) = Vx en el eje y. 
Obsérvese que, en la figura 5.2. lOc), corno (1,1) estàen la gràfica de/el punto (— 1,1) 
està en la gràfica de y = V—x. La función y = V—x se ve algo extrana, pero 
téngase en cuenta que su dominio està determinado por el requisito —x > 0, o lo que 
es lo mismo, x < 0, por lo que la gràfica reflejada està definida en el intervalo 
(- 00 , 0 ]. 


y = (x + 1)2-1 



FIGURA 5.2.8 Gràfica desplazada 
del ej empio 3 


L \ 


Reflexión o imagen especular res¬ 
pecto al eje vertical 
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FIGURA 5.2.11 Reflexión de una 
función impar en el eje y 



FIGURA 5.2.12 Estiramiento vertical 
de la gràfica de/(x) = x 



FIGURA 5.2.13 Estiramiento vertical 
(azul) y compresión vertical (rojo) de 
la gràfica de/(x) = x 2 




a) Punto de partida V) Reflexión en el eje x 

FIGURA 5.2.10 Gràficas del ejemplo 4 



Si una función/es par, entonces/(— x) = f(x) demuestra que una reflexión en el eje y 
seria exactamente la misma gràfica. Si una función es impar, entonces, con/(—x) = —/(x), 
se ve que una reflexión de la gràfica de/en el eje y es idèntica a la gràfica de/reflejada en 
el ejex. En la FIGURA 5.2.11 la curva en azul es la gràfica de la función impar/(x) = x 3 ; la curva 
roja es la gràfica de y = f(—x) = (—x) 3 = —x 3 . Nótese que si la curva en azul se refleja en el 
eje v o en el eje x, se obtiene la curva roja. 

■ Transformaciones no rigidas Si una función/se multiplica por una constante c > 0, 
cambia la forma de la gràfica, pero se conserva, aproximcidamente, su forma originai. La 
gràfica de y = cf(x) es la de y = /(x) deformada de manera vertical; la gràfica de/se estira (o 
se alarga, o se elonga) verticalmente, o se comprime (o se aplana) de manera vertical, lo cual 
depende del valor de c. El estiramiento o la compresión de una gràfica son ejemplos de 
transformaciones no rigidas. 


Teorema 5.2.4 Estiramientos y compresiones verticales 

Supongamos que y = /(x) es una función y que c es una constante positiva. Entonces, la 
gràfica de y = c/(x) es la gràfica de/ 

i ) estirada verticalmente por un factor de c unidades, si c > 1, 

ii) comprimida verticalmente por un factor de c unidades, si 0 < c < 1. 


Si (x, y) representa un punto en la gràfica de/, entonces el punto (x, cy) està en la gràfica 
de cf Las gràficas de y = x y de y = 3x se comparan en la FIGURA 5.2.12; la ordenada de un 
punto en la gràfica de y = 3x es 3 veces mayor que la ordenada del punto con la misma abs- 
cisa, en la gràfica de y = x. La comparación de las gràficas de y = lOx 2 (gràfica en azul) y 
y = jgX 2 (gràfica en rojo) de la FIGURA 5.2.13 es algo màs dràstica; la gràfica de y = |' (l x 2 tiene 
un aplastamiento vertical considerable, en especial cerca del origen. Nótese que en està des- 
cripción, c es positiva. Para trazar la gràfica de y = — lOx 2 imagmela corno y = — (10x 2 ), lo 
cual quiere decir que primero se estira verticalmente la gràfica de y = x 2 por un factor de 10 
y después se refleja esa gràfica en el eje x. 

En el ejemplo siguiente se ilustran el deslizamiento, la reflexión y el estiramiento de una 
gràfica. 


EJEMPLO 5 


Combinación de transformaciones 


Grafique y = 2 — 2Vx — 3. 


Solución El lector debe reconocer que la función dada es producto de cuatro transfor¬ 
maciones de la función bàsica /(x) = Vx: 
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desplazamiento vellicai hacia amba 

I 


desplazamiento horizontal hacia la derecha 


y = 2- 2Vx - 3 

t t 

reflexión en el eje y estiramiento vertical 


Comenzaremos con la gràfica de /(x) = Vx de la FIGURA 5.2.14a). A continuación, se 
estira verticalmente esa gràfica, por un factor de 2, para obtener y = 2 Vx en la figura 
5.2.146), que se refleja en el eje x, para obtener y = —2 Vx, de la figura 5.2.14c). Està 
tercera gràfica se desplaza 3 unidades hacia la derecha, para obtener y = -2 Vx — 3 en 
la figura 5.2.14 d). Por ùltimo, la cuarta gràfica se desplaza 2 unidades hacia arriba, para 
obtener y = 2 — 2 Vx — 3, de la figura 5.2.14e). Nótese que el punto (0, 0) de la gràfica 
de /(x) = Vx queda fijo en el estiramiento vertical y en la reflexión en el eje x, pero bajo 
el primer desplazamiento (horizontal), el punto (0, 0) se mueve a (3, 0) y en el segundo 
desplazamiento (vertical), el punto (3, 0) se mueve a (3, 2). 




b) Estiramiento 
vertical 


c) Reflexión en el eje x d) Desplazamiento 
hacia la derecha 


e) Desplazamiento 
hacia arriba 


FIGURA 5.2.14 La gràfica de y = 2 — 2Vx — 3 del ejemplo 5 se muestra en el inciso e) 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-11. 


En los problemas 1 a 10, use (1) y (2) para determinar si la 
función y = /(x) es par, impar o ni par ni impar. No haga la 
gràfica. 

1. /(x) = 4 - x 2 

2 . /(x) = x 2 + 2x 

3. /(x) = x 3 - x + 4 

4. /(x) = x 5 + x 3 + x 

5. /(x) = 3x - 

x 


7. /(x) = 1 — Vi — x 2 

8 . /(x) = Vx 3 + x 
9- /« = IVI 

10. /(x) = x|x| 


En los problemas 11 a 14, indique si la función y = /(x), cuya 
gràfica se presenta, es par, impar o ni par ni impar. 



FIGURA 5.2.15 Gràfica para el 
problema 11 
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FIGURA 5.2.16 Gràfica para el 
problema 12 



FIGURA 5.2.17 Gràfica paia el 
problema 13 



FIGURA 5.2.18 Gràfica para 
el problema 14 


En los problemas 15 a 18, complete la gràfica de la función 
dada y = f(x) a) si/es una función par, y b) si/es una fun¬ 
ción impar. 



FIGURA 5.2.19 Gràfica paia el problema 15 



FIGURA 5.2.20 Gràfica para el problema 16 



FIGURA 5.2.21 Gràfica para el 
problema 17 



FIGURA 5.2.22 Gràfica para 
el problema 18 


En los problemas 19 y 20, suponga que/(—2) = 4 y que 
fi 3) = 7. Determine/(2)y/(-3). 

19. Si/es una función par. 

20. Si/es una función impar. 

En los problemas 21 y 22, suponga que g(— 1) = —5 y que 
g( 4) = 8. Determine g(l) y g(— 4). 

21. Si g es una función impar. 

22. Si g es una función par. 

En los problemas 23 a 32, los puntos (—2, 1) y (3, —4) estàn 
en la gràfica de la función y = f(x). Determine los puntos 
correspondientes en la gràfica que obtuvo con las transforma- 
ciones dadas. 

23. La gràfica de/desplazada 2 unidades hacia arriba. 

24. La gràfica de/desplazada 5 unidades hacia abajo. 

25. La gràfica de/desplazada 6 unidades hacia la izquierda. 

26. La gràfica de/desplazada 1 unidad hacia la derecha. 

27. La gràfica de/desplazada 1 unidad hacia arriba y 4 uni¬ 
dades hacia la izquierda. 

28. La gràfica de/desplazada 3 unidades hacia abajo y 5 uni¬ 
dades hacia la derecha. 

29. La gràfica de/reflejada en el eje y. 

30. La gràfica de/reflejada en el eje x. 

31. La gràfica de/estirada verticalmente por un factor de 15 
unidades. 

32. La gràfica de/comprimida verticalmente por un factor de 
.1 de unidad, y después reflejada en el eje x. 
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En los problemas 33 a 36, use la gràfica de la función y = /(x) 
que se indica en la figura, para graficar las funciones siguien- 
tes: 

a) y = f(x) + 2 b) y = f(x) - 2 

c) y = f(x + 2) d) y = f(x - 5) 

e) y = -/(*) f) y = f(-x) 



FIGURA 5.2.23 Gràfica para el 
problema 33 



FIGURA 5.2.24 Gràfica para el 
problema 34 



FIGURA 5.2.25 Gràfica para el 
problema 35 



FIGURA 5.2.26 Gràfica para el 
problema 36 


En los problemas 37 y 38, use la gràfica de la función 
y = /( x) que muestra la figura, para graficar las funciones 
siguientes. 


a) y = f{x) + 1 

c) y = f(x + ir) 

e) y = -f(x) 

g) y = 3 f(x) 


b ) y = f(x) - 1 
d) y = f(x - ir/2) 
f) y = f(~x ) 

li) y = -\f{x) 


^ 1 

co 


-A - n / 

n n 

\ 2 

2 

^-^-ì 


FIGURA 5.2.27 

Gràfica para el 

problema 37 


od 

co 


i 


-71 f- n 

A K 

/ 2 

2 \ 

-1- 


FIGURA 5.2.28 

Gràfica para el 

problema 38 



En los problemas 39 a 42, halle la ecuación de la gràfica final 

después de aplicar las transformaciones indicadas a la gràfica 
de y =/(*). 

39. La gràfica de/(x) = x 3 desplazada 5 unidades hacia arriba 
y 1 unidad hacia la derecha. 

40. La gràfica de/(x) = x 2/ \ estirada verticalmente 3 unidades, 
y a continuación desplazada 2 unidades hacia la derecha. 

41. La gràfica de f(x) = x 4 , reflejada en el eje x y desplazada 
7 unidades hacia la izquierda. 

42. La gràfica de/(x) = 1/x, reflejada en el eje y y desplazada 
5 unidades hacia la izquierda y 10 unidades hacia abajo. 

= Para la discusión 

43. Explique por qué la gràfica de una función y = f(x ) no 
puede ser simétrica respecto al eje x. 

44. (' Qué puntos, si los hay, en la gràfica de y = /(x) perma- 
necen fijos, esto es, igual en la gràfica resultante después de 
un estiramiento o una compresión vertical? ( : ,Y después 
de una reflexión en el eje x? ^Después de una reflexión en 
el eje y? 

45. Indique la relación que hay entre las gràficas de y = /(x) 
yy = f(\x\). 

46. Indique qué relación hay entre las gràficas de y = /(x) y 
y = /(ex), donde c > 0 es una constante. Considere dos 
casos: 0<c< lyc> 1. 

47. Revise las gràficas de y = x y y = 1/x, de la figura 5.2.1. 
A continuación indique còrno obtener la gràfica de la reci¬ 
proca v = l//(x) a partir de la gràfica de y = /(x). Trace la 
gràfica de y = 1 /f(x) a partir de la función cuya gràfica se 
ve en la figura 5.2.26. 

48. En términos de transformaciones de gràficas, describa la 
relación entre la gràfica de la función y = /(ex), donde c 
es una constante, y la gràfica de y = /(x). Considere dos 
casos: c>ly0<c<l. Ilustre sus respuestas con varios 
ejemplos. 
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| 5.3 Funciones lineai y cuadràtica 


■ Introducción Cuando n es un entero no negativo, la función potencia /'Or) = x" es sólo 

^ un caso especial de una clase de funciones llamadas funciones polinomiales. Una función 

estudian a fondo en el capitalo 6. , • • , , ■ . ,• 

polinomial tiene la forma 

/( x) = a„x" + a n -ix" 1 + ■■■ 02X 1 + ci\X + a 0 ( 1 ) 

donde n es un entero no negativo. Las tres funciones consideradas en està sección,/(x) = a 0 , 
f(x) = a\X + «o y f(x) =ci2X 2 + a\X + «o son funciones polinomiales. En las definiciones que 
siguen cambiamos los coeficientes de estas funciones por sfmbolos mas convenientes. 


Definición 5.3.1 Función constante 

Una función constante y = f(x) es una que tiene la forma 


f(x) = a 

(2) 

donde a es una constante. 



Definición 5.3.2 Función lineai 

Una función lineai y = f(x) es aquella que tiene la forma 


f(x) = ax + b 

(3) 

donde a =£ 0 y b son constantes. 



En la forma y = a sabemos, por lo aprendido en la sección 4.3, que la gràfica de una 
función constante es simplemente una recta horizontal. Del mismo modo, cuando se escribe 
corno y = ax + b, reconocemos una función lineai corno la forma pendiente-intersección de 
una recta, donde el simbolo a desempena el papel de la pendiente m. Por tanto, la gràfica 
de toda función lineai es una recta no horizontal con pendiente. El dominio de una función 
constante y de una función lineai es el conjunto de los numeros reales (—°°, °°). 

La función de segundo grado y = x 2 que desempenó un papel importante en la sección 
5.2 es miembro de una familia de funciones llamadas funciones cuadràticas. 



FIGURA 5.3.1 Gràfica de la paràbola 
màs sencilla 


Definición 5.3.3 Función cuadràtica 

Una función cuadràtica y = f(x) es una función que tiene la forma 

f(x) = ax 2 + bx + c (4) 

donde a =£ 0, b y c son constantes. 


■ Gràficas La gràfica de toda función cuadràtica, a la que se le llama paràbola, tiene la 
misma forma bàsica que la función de elevar al cuadrado, y = x 2 , que se muestra en la FIGURA 
5.3.1. En los ejemplos presentados a continuación veremos que las gràficas de las funciones 
cuadràticas/(x) = ax 1 + bx + c sólo son transformaciones de la gràfica de y = x 2 : 

• La gràfica de f(x) = ax 2 , con a > 0, es la gràfica de y = x 2 , estirada verticalmente 
cuando a > 1 y comprimida verticalmente cuando 0 < a < 1. 
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• La gràfica de/(x) = ax 2 , a < 0, es la gràfica de y = ax 1 , a > 0, reflejada en el eje x. 

• La gràfica de f(x) = ax 2 + bx + c, con b 0, es la gràfica de y = ax 2 desplazada 
horizontal o verticalmente. 


De acuerdo con los dos primeros puntos de està lista, se llega a la conclusión de que la gràfica 
de una función cuadràtica se abre hacia arriba, corno en la figura 5.3.1, si a > Oy se abre 
hacia abajo si a < 0. 


EJEMPLO 1 


Estiramiento, compresión y reflexión 


a) Las gràficas de y = 4x 2 y y = t \,x 2 son, respectivamente, un estiramiento vertical 
y una compresión vertical de la gràfica de y = x 2 . Las gràficas de esas funciones se 
muestran en la FIGURA 5.3.2 a); la gràfica de y = Ax 2 se ve en rojo, la de y = -^x 2 es 
verde, y la de y = x 2 està en azul. 

b) Las gràficas de y = —Ax 2 , y = —jc 2 y >’ = — x 2 se obtienen a partir de las gràficas 
de las funciones del inciso a), reflejàndolas en el eje x [figura 5.3.2/?)]. 



a) La gràfica en rojo es un estiramiento 
vertical de la gràfica en azul; 
la gràfica en verde es una compresión 
vertical de la gràfica en azul 



FIGURA 5.3.2 Gràficas de las funciones cuadràticas del ejemplo 1 


■ Vèrtice y eje Si la gràfica de una función cuadràtica se abre hacia arriba, a > 0 (o hacia 
abajo, a < 0), el punto màs bajo (màs alto) (h, k ) de la paràbola se llama vèrtice. Todas las 
paràbolas son simétricas respecto a una recta vertical que pasa por el vèrtice ( h, k). La recta 
x = h se llama eje de simetria, o simplemente eje de la paràbola (FIGURA 5.3.3). 



a) y = ax 2 + bx + c, a > 0 b) y = ax 2 + bx + c, a < 0 

FIGURA 5.3.3 Vèrtice y eje de una paràbola 

■ Forma normal El vèrtice de una paràbola puede determinarse ordenando la ecuación 
f(x) = ax 2 + bx + c en su forma normal 

f(x) = a(x — h) 2 + k ■ (5) 
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Véanse las secciones 3.3 y 4.2. 


^ La forma (5) se obtiene a partir de la ecuación (4), completando el cuadrado en x. Para com¬ 
pletar el cuadrado en la ecuación (4) se comienza factorizando el nùmero a de todos los 
términos que contienen a la variable x: 


f(x) 


ax 2 + bx + c 



+ c. 


Dentro de los paréntesis se suma y se resta el cuadrado de la mitad del coeficiente de x: 


f(x) = a(x 2 + 


cuadrado de - 


b b 2 

—x H - ~ 

a 4 a 1 


, , b b 1 

a) x H- x + — -r 

a 4a“ 


b V 4ac - 

aU + YJ + ^a 


4 a 2 
b 2 
’ 4a 
■ b 2 


+ c 

+ c 


los términos en color suman 0 


nótese que a ■ 


Jy 
1 à : 


~4 a 


( 6 ) 


La ùltima expresión es la ecuación (5), en la cual se iguala h = —b/2a y k = (4ac — b 2 )/4a. 
Si a > 0, entonces por necesidad a(x — li) 2 > 0. Por consiguiente, f(x) en la ecuación (5) es 
minima cuando (x — h ) 2 = 0; esto es, cuando x = h. Con un argumento similar se demuestra 
que si a < 0 en (5),/(x) es un valor màximo para x = h. Por consiguiente, (/?, lì) es el vèrtice 
de la paràbola. La ecuación del eje x de la paràbola es x = h o x = —b/2a. 

Recomendamos mucho que no memorice el resultado del ùltimo renglón de las ecuacio- 
nes (6), sino que practique cada vez completar el cuadrado. Sin embargo, si el profesor 
permite la memorización para ahorrar tiempo, el vèrtice se puede determinar calculando las 
coordenadas del punto 


_b<_ 
2 a ’ 



(7) 


■ Intersecciones con los ejes La gràfica de la ecuación (4) tiene siempre una intersección 
con el ejey puesto que 0 està en el dominio de/. De/(0) = c se advierte que la intersección de 
una función cuadràtica con el eje y es (0, c). Para determinar si la gràfica tiene intersecciones 
con el eje x se debe resolver la ecuación f(x) = 0. Eso se puede hacer por factorización o 
usando la fòrmula cuadràtica. Recuerde que una ecuación cuadràtica ax 2 + bx + c = 0, con 
a =£ 0, tiene las soluciones 


Xi 


-b - Vb 2 - 4ac 
2 a 


x 2 = 


—b + Vb 2 - 4ac 

2 a 


Distinguiremos tres casos, de acuerdo con el signo algebraico del discriminante b 2 — 4ac. 

• Si b 2 — 4ac > 0 hay dos soluciones reales distintas, x l y x 2 . La paràbola corta el eje x 
en (x b 0) y (x 2 , 0). 

• Si b 2 — 4ac = 0 hay una sola solución reai x 1 . El vèrtice de la paràbola està en el eje 
x, en (x 1; 0). La paràbola es tangente al eje x, es decir, lo toca en ese punto. 

• Si b~ — 4ac < 0 no hay soluciones reales. La paràbola no cruza al eje x. 


Como verà en el ejemplo que sigue, se puede obtener un bosquejo razonable de una 
paràbola graficando las intersecciones con los ejes coordenados y el vèrtice. 
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EJEMPLO 2 


Gràfica usando las intersecciones con los ejes y el vèrtice 

Grafique/(x) = x 2 — 2x — 3. 


Solución Como a = 1 > 0, se ve que la paràbola se abre hacia amba. De/(0) = —3, se 
obtiene la intersección con el eje y en (0, -3). Para ver si hay intersecciones con el eje x se 
resuelve x 2 — 2x — 3 = 0. Factorizando: 

(x + l)(x — 3) = 0, 

y se ve que las soluciones son x— — 1 y x = 3. Las intersecciones con el eje x estàn en 
(— 1, 0) y en (3, 0). Para ubicar el vèrtice se completa el cuadrado: 

/(x) = (x 2 — 2x+l) — 1— 3 = (x 2 — 2x 4- 1) — 4. 

De este modo llegamos a la forma normal, que es/(x) = (x — 1 ) 2 — 4. Si h = 1 y k = — 4, 
la conclusión es que el vèrtice està en (1, —4). Con està información trazamos una paràbola 
que pase por estos cuatro puntos, corno se ve en la FIGURA 5.3.4. 

Una ùltima observación. Al ubicar el vèrtice, en forma automàtica se determina el 
rango de una función cuadràtica. En este ejemplo, y = —4 es el nùmero menor del rango 
de/, por lo que el rango de/es el intervalo [—4, °°) en el eje v. = 



pio 2 


EJEMPLO 3 


El vèrtice està en la intersección con el eje x 


Grafique/(x) = — 4x 2 4- 12x — 9. 


Solución La gràfica de està función cuadràtica es una paràbola que se abre hacia abajo, 
porque a = —4 < 0. Para completar el cuadrado se comienza sacando a -4 corno factor 
comtìn de los dos términos en x: 


f(x) = -4x 2 + 12x — 9 
= —4(x 2 - 3x) - 9 

= —4( x 2 — 3x 4- — — — 


= -4 x 


9 


3x 4- ^ ] - 9 4- 9 
9 


—4( x 2 - 3x + - ). 


^9 = (-4) - (-1) 
de la linea anterior 


Entonces, la forma normal es /(x) = — 4(x — f) 2 . Con h = \ y k = 0, se ve que el vèr¬ 
tice està en (§, 0). La intersección con el eje y està en (0,/(0)) = (0, — 9). Al resolver —4X 2 
4- 12x — 9 = — 4(x “ |) 2 = 0 se ve que sólo hay un corte con el eje x, en (§, 0), lo cual 
era de esperarse, porque el vèrtice (| ; 0) està en el eje x. Como se ve en la FIGURA 5.3.5, se 
puede obtener un esquema aproximado sólo con estos dos puntos. La paràbola es tangente 
al eje x en (|, 0). = 



y = - 4x 2 + 12x - 9 


FIGURA 5.3.5 Paràbola del ejem¬ 
plo 3 


EJEMPLO 4 


Uso de la ecuación (7) para encontrar el vèrtice 


Grafique/(x) = x 2 4- 2x + 4. 


Solución La gràfica es una paràbola que se abre hacia arriba, porque a = 1 > 0. Para 
fines de ilustración, usaremos està vez la ecuación (7) para determinar el vèrtice. Con 
b = 2, -b/2a = -2/2 = -l,y 

/(~1) = (-D 2 + 2( —1) +4 = 3 
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y = x 2 + 2x + 4 



(-1, 3) 


FIGURA 5.3.6 Paràbola del ejem- 
plo 4 


el vèrtice està en (— 1,/(— 1)) = (— 1, 3). La intersección con el eje y està en (0,/(0)) = (0,4), 
pero la fòrmula cuadràtica indica que la ecuación/(x) = 0. o x 1 + 2x + 4 = 0 no tiene 
soluciones reales. En vista de lo anterior, la gràfica no tiene intersección con el eje x. Como 
el vèrtice està arriba del eje x y la paràbola se abre hacia amba, la gràfica debe estar toda 
arriba del eje x [FIGURA 5.3.6], = 

■ Gràficas por transformaciones La forma normal, ecuación (5), describe con claridad 
còrno se traza la gràfica de cualquier función cuadràtica a partir de la gràfica de y = x 2 , 
comenzando con una transformación no rigida, seguida por dos transformaciones rfgidas: 

• y = ax 2 es la gràfica de y = x 2 estirada o comprimida verticalmente. 

• y = ci(x — hf es la gràfica de y = ax 2 desplazada | h | unidades horizontalmente. 

• y = a{x — h) 2 + k es la gràfica de y = a(x — h ) 2 desplazada | k | unidades vertical¬ 
mente. 

En la FIGURA 5.3.7 se ilustran los desplazamientos horizontal y vertical en el caso donde 
a > 0, h > 0 y k > 0. 



FIGURA 5.3.7 La gràfica en rojo se obtiene desplazando la gràfica 
en azul h unidades hacia la derecha, y k unidades hacia arriba 


EJEMPLO 5 


Gràficas con desplazamiento horizontal 


Compare las gràficas de a) y = (x — 2) 2 y b) y = (x + 3) 2 . 


Solución La gràfica en linea interrumpida azul, en la FIGURA 5.3.8, es la gràfica de y = x 2 . 
Al comparar las funciones a) y b ) con la ecuación (6), se ve en cada caso que a = 1 y 
k = 0. Eso quiere decir que ninguna de ellas tiene estiramiento o compresión verticales, 
y que ninguna està desplazada verticalmente. 

a) Igualando h = 2, la gràfica de y = (x — 2) 2 es la gràfica de y = x 2 desplazada hori¬ 
zontalmente 2 unidades hacia la derecha. El vèrtice (0, 0) de y = x 2 se convierte en 
el vèrtice (2, 0) de y = (x — 2) 2 . Véase la gràfica en rojo de la figura 5.3.8. 

b) Si hacemos que h = — 3, la gràfica de y = {x + 3) 2 es la gràfica de y = x 2 desplazada 

| — 3 | = 3 unidades horizontalmente hacia la izquierda. El vèrtice (0, 0) de y = x 2 
se convierte en el vèrtice (—3, 0) de y = (x 4- 3) 2 . Vea la gràfica en verde de la 
figura 5.3.8. = 


EJEMPLO 6 


Gràfica desplazada 


Grafique y = 2(x — l) 2 — 6. 


Solución Ésta es la gràfica de y = x 2 estirada hacia arriba verticalmente, seguida por 
un desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha, y después por un desplaza¬ 
miento vertical de 6 unidades hacia abajo. En la FIGURA 5.3.9, el lector debe notar la forma 
en que el vèrtice (0, 0) de la gràfica de y = x 2 se mueve al punto (1, -6) en la gràfica de 
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FIGURA 5.3.8 Gràficas desplazadas del ejemplo 5 


y = 2(x — l) 2 — 6 corno resultado de estas transformaciones. También debe comprender la 
forma en que el punto (1, 1) de la figura 5.3.9a) termina siendo el punto (2, —4) de la fi¬ 
gura 5.3.9 d). 



a) Paràbola bàsica b) Estiramiento vertical 

FIGURA 5.3.9 Gràficas del ejemplo 6 




■ Solución grafica de desigualdades Las gràficas pueden ayudar a resolver ciertas des- 
igualdades cuando una tabla de signos no es util porque la función cuadràtica no se factoriza en 
forma comoda. Por ejemplo, la función cuadràtica del ejemplo 6 equivale ay = 2x 2 — 4x — 4. 
Si se nos pidiera resolver la desigualdad 2X 2 — 4x — 4 > 0, en la figura 5.3.9 d) verfamos que 
y > 0 hacia la izquierda de la intersección con el eje x en el eje de las x negativas, y a la dere- 
cha de la intersección con el eje x en el eje de las x positivas. Las abscisas de estas intersec- 
ciones,obtenidasresolviendo2jr — 4x — 4 = Oconlafórmulacuadràtica,son 1 — V3 y 1 + V3. 
Entonces, la solución de 2 x 2 — 4x — 4 > 0es(-°°, 1 - V3] U [1 + V3 , °°). 

■ Funciones crecientes y decrecientes Hemos visto en las figuras 4.3.2a) y 4.3.2 b) que 
si a > 0 (que, corno acabamos de ver, hace las veces de m), los valores de una función lineai 
f(x) = ax + b crecen cuando x aumenta, en tanto que para a < 0, los valores de/fv) dismi - 
nuyen cuando x aumenta. Los conceptos creciente y decreciente se pueden extender a cualquier 
función. La posibilidad de determinar intervalos en los que una función / crece o decrece 
desempena un papel importante en aplicaciones de càlculo. 


Definición 5.3.4 Funciones crecientes y decrecientes 

Suponga que y = f(x) es una función definida en un intervalo y que X\ y x 2 son dos nume- 
ros cualesquiera en el intervalo tales que x\ < x 2 . Entonces, la función/es 

i) creciente en el intervalo, si/fr,) < f(x 2 ) (8) 

ii) decreciente en el intervalo sì /(a'|) > f(x 2 ) (9) 


En la FIGURA 5.3.10a) la función/es creciente en el intervalo [a, b], en tanto que/es 
decreciente en el intervalo [a, b] en la figura 5.3.10Zz). Una función lineai flx) = ax + b 




FIGURA 5.3.10 La función/es cre¬ 
ciente en [a, b] en a); y decreciente 
en [a, b] en b) 
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FIGURA 5.3.11 Piedra lanzada hacia 
arriba desde una altura inicial i 0 


es credente en el intervalo (—“, °°) en el caso de a > 0, y decreciente en el intervalo (—oo ) oo) 
cuando a < 0. Del mismo modo, si a > 0, entonces la función cuadràtica/en (5) es decre¬ 
ciente en el intervalo (—°°, h] y creciente en el intervalo [h, °°). Si a < 0, tenemos precisamente 
lo contrario, es decir, /es creciente en (—°°, h\ y decreciente en [h, co). Si examinamos de 
nuevo la figura 5.3.6, veremos que/(x) = x 1 + 2x + 4 es decreciente en el intervalo (—°°, 
— 1] y creciente en [—1, °°). En generai, si h es la coordenada x del vèrtice de una función 
cuadràtica / entonces/cambia ya sea de creciente a decreciente o de decreciente a creciente 
en x = h. Por elio, el vèrtice (h, k) de la gràfica de una función cuadràtica se llama también 
punto de inflexión de la gràfica de/ 

■ Objeto en calda libre En términos generales, una ecuación o una función que se construye 
con base en ciertos supuestos sobre alguna situación o fenòmeno del mundo reai con la 
intención de describir dicho fenòmeno se denomina modelo matemàtico. Supongamos que 
un objeto, corno una pelota, se lanza ya sea directamente hacia arriba (hacia abajo) o simple- 
mente se deja caer desde una altura inicial ,v 0 . Entonces, si la dirección positiva se toma hacia 
arriba, la altura s(t) del objeto sobre el suelo se determina con la función cuadràtica 

s(t) = \gt 2 + v 0 f + s 0 , HO) 

donde g es la aceleración debida a la gravedad (—32 pies/s 2 o —9.8 m/s 2 ); v 0 es la velocidad 
inicial que se imparte al objeto, y t es el tiempo, expresado en segundos (FIGURA 5.3.11). Si se 
deja caer el objeto, entonces v 0 = 0. Para deducir la ecuación (10) se supone que el movimiento 
se efectua cerca de la superficie terrestre, y entonces no se tiene en cuenta los efectos de 
retardo debidos a la resistencia del aire. También, la velocidad del objeto cuando està en el 
aire se determina con la función lineai 


v(t) = gt + v 0 . 

(Véanse los problemas 59 a 62, en los ejercicios 5.3.) 


( 11 ) 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-12. 


En los problemas 1 y 2, halle una función lineai (3) que satis- 
faga las dos condiciones dadas. 

1. /(— 1) = 5,/(l) = 6 

2. /(-1)= 1 +./(2),/(3) = 4/(1) 

En los problemas 3 a 6, halle el punto de intersección de 
las gràficas de las funciones lineales dadas. Dibuje las dos 
rectas. 

3. /(x) = — 2x + 1 , g(x) = 4x + 6 

4. /(x) = 2x + 5, g(x) = \x + 5 

5- f(x ) = 4x + 7, g(x) = 5* + f 

6. f(x) = 2x — 10, g(x) = — 3x 

En los problemas 7 a 12, para la función dada, calcule el 
f(x + h) - f{x) 

cociente-:-, donde h es una constante. 

h 

7. f(x) = — 9x + 12 


8 . f(x) = lx - 5 

9. f(x) = —x 2 + x 

10. f{x) = 5x 2 — lx 

11. f(x) = x 2 — 4x + 2 

12 . f(x) = — 2x 2 + 5x — 3 

En los problemas 13 a 18, trace la gràfica de la función/indi- 


cada. 



13. 

f(x) 

= 2x 2 


14. 

f(x ) 

= -2x 2 


15. 

f{x) 

= 2x 2 — 

2 

16. 

f(x) 

+ 

<N 

(N 

II 

5 

17. 

f(x) 

= — 2x z 

+ 1 

18. 

f(x) 

= — 2x 2 

- 3 
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En los problemas 19 a 30, en el caso de la función cuadrà- 
tica /: 

a) Determine todas las intersecciones con los ejes de la 
gràfica de/. 

b ) Exprese la función/en la forma normal. 

c) Determine el vèrtice y el eje de simetrfa. 

d) Trace la gràfica de/. 

19. f(x) = x(x + 5) 

20 . /(x) = —x 2 + 4x 

21- f(x) = (3 “ x)(x + 1) 

22 - f(x ) = (x ~ 2)(x ~ 6) 

23. f(x) = x 2 — 3x + 2 

24. f(x) = —x 2 + 6x — 5 

25. f(x) = 4x 2 — 4x + 3 

26. f(x) = —x 2 + 6x — 10 

27. f{x) = -jx 2 + x + 1 

28. /(x) = x 2 — 2x — 7 

29. /(x) = x 2 — lOx + 25 

30. f{x) = —x 2 + 6x — 9 

En los problemas 31 y 32, calcule el valor màximo o el valor 
minimo de la función/ Indique cuàl es el rango de la fun¬ 
ción/. 

31. f(x) = 3x 2 — 8x + 1 

32. f(x) = —2x 2 — 6x + 3 

En los problemas 33 a 36, determine el intervalo màs grande 
en el que la función/sea creciente, y el intervalo màs 
grande en el que la función/sea decreciente. 

33. f(x) = - 25 

34. f(x) = ~{x + IO) 2 

35. /(x) = —2x 2 — 12x 

36. f(x) = x 2 + 8x — 1 


41. f(x) = (-x - 6) 2 - 4 

42. /(x) = -(1 - x) 2 + 1 

En los problemas 43 a 48, la gràfica que se ve es y = x 2 , des- 
plazada y/o reflejada en el plano xy. Escriba la ecuación de la 
gràfica. 



FIGURA 5.3.12 Gràfica 
para el problema 43 



FIGURA 5.3.13 Gràfica para 
el problema 44 



FIGURA 5.3.14 Gràfica 
para el problema 45 


En los problemas 37 a 42, describa, en palabras, còrno se 
puede obtener la gràfica de la función indicada a partir de la 
gràfica de y = x 2 , mediante transformaciones rfgidas o no 
rfgidas. 

37. /(x) = (x - IO) 2 

38. /(x) = (x + 6) 2 

39. /(x) = -f(x + 4) 2 + 9 

40. /(x) = 10(x - 2) 2 - 1 



FIGURA 5.3.15 Gràfica 
para el problema 46 
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FIGURA 5.3.16 Gràfica 
para el problema 47 



FIGURA 5.3.18 Distancia para 
el problema 57 



FIGURA 5.3.17 Gràfica 
para el problema 48 


En los problemas 49 y 50, deduzca la función cuadràtica 
f(x) = ax 2 + bx + c que satisfaga las condiciones dadas. 

49. /tiene los valores/(0) = 5,/(l) = 10 y/(— 1) = 4 

50. Su gràfica pasa por (2, — 1) y los ceros de/son 1 y 3 


= Aplicaciones diversas 

58. Tiro con arco Como se ve en la FIGURA 5.3.19, una flecha 
disparada con un àngulo de 45° con respecto a la horizon- 
tal, describe un arco parabolico definido por la ecuación 
y = ax 2 + x + c. Use el hecho de que la flecha se lanza a 
una altura vertical de 6 pies, y recorre una distancia hori- 
zontal de 200 pies, para calcular los coeficientes a y c. 
<Cuàl es la altura màxima que alcanza la flecha? 



En los problemas 51 y 52, deduzca las funciones cuadràti- 
cas en su forma normal f(x) = a(x — h) 2 + k, que satisfaga 
las condiciones indicadas. 

51. El vèrtice de la gràfica de/està en (1, 2), y la gràfica pasa 
por (2, 6). 

52. El valor màximo de/es 10; el eje de simetrfa es x = —1 
y la intersección con el eje y es (0, 8). 

En los problemas 53 a 56, trace la región del plano xy que 
està acotada entre las gràficas de las funciones indicadas. 
Determine los puntos de intersección de las gràficas. 

53. y = —x + 4, y = x 2 + 2x 

54. y = 2x - 2, y = 1 — x 2 

55. y = x 2 + 2x + 2, y = —x 2 — 2x + 2 

56. y = x 2 — 6x + 1, y = —x 2 + 2x + 1 

57. a ) Exprese, en función de x, el cuadrado de la distancia cl 
del punto (x, y) en la gràfica de v = 2x, al punto (5, 0) 
indicado en la FIGURA 5.3.18. 

b) Use la función del inciso a) para calcular el punto (x, y) 
que es el màs cercano a (5, 0). 


59. Otro tiro con arco Se dispara una flecha verticalmente 
hacia arriba, con una velocidad de 64 pies/s, desde un punto 
que està a 6 pies arriba del suelo (FIGURA 5.3.20). 



FIGURA 5.3.20 Flecha del 
problema 59 
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a) Calcule la altura s(t) y la velocidad v(f) de la flecha 
cuando el tiempo es t > 0. 

b) / Guài es la altura màxima que alcanza la flecha? ( 'Cuàl 
es la velocidad de la flecha en el momento en que 
alcanza su altura màxima? 

c) ),En qué momento (tiempo) la flecha regresa al nivel de 
los 6 pies? ( ' Cuàl es su velocidad en ese momento? 

60. Cuànaito La altura sobre el piso a la que llega un cohete 
de juguete lanzado hacia arriba desde la azotea de un edi¬ 
ficio, se determina mediante s(t) = — 16r + 96? + 256. 

a) ^Cuàl es la altura del edificio? 

b ) ^Cuàl es la altura màxima que alcanza el cohete? 

c) Calcule el tiempo para que el cohete llegue al suelo. 

61. Velocidad del impacto Se deja caer una pelota desde el 
techo de un edificio, que està a 122.5 metros sobre el nivel 
del suelo. 

a) ( ',Cuàl es la altura y la velocidad de la pelota cuando 
t = ls? 

b) ^En qué tiempo llega la pelota al suelo? 

c) ^Cuàl es la velocidad de la pelota al chocar con el 
suelo? 

62. Un cuento verdadero salvo que... Hace pocos anos, un 
periòdico informò que un escapista planeaba saltar de 
un puente en el rio Mississippi, cargado con 70 lb de cade- 
nas y esposas. En el articulo se afirmaba que la altura del 
puente era de 48 pies, y que la velocidad de impacto 
del escapista, al llegar al agua, seria de 85 millas por hora. 
Suponiendo que sólo se dejara caer desde el puente, enton- 
ces su altura (en pies) y su velocidad (en pies/segundo), a 
los t segundos después de saltar del puente, se definen con 
las funciones s(t) = — 16r + 48, y v(?) = —32f, respecti- 
vamente. Determine si la velocidad de impacto estimada 
por el periòdico era la correda. 

63. Termómetros La relación funcional entre grados Celsius 
T c y grados Fahrenheit T F es lineai. 

a) Exprese T F corno función de T c si (0 °C, 32 °F) y (60 
°C, 140 °F) estàn en la gràfica de T F . 

b ) Muestre que el punto de ebullición de 100 °C equiva¬ 
le en la escala Fahrenheit a 212 °F (FIGURA 5.3.21). 


Fahrenheit (F) Celsius (C) Kelvin (K) 



fi inn (5 



agua : 



El 

se :: 


- agua--- o ; 

congela-273 ; 






1 


FIGURA 5.3.21 Termómetros para 
los problemas 63 y 64 


64. Mas de termómetros La relación funcional entre grados 
Celsius T c y temperaturas medidas en unidades kelvin T k 
es lineai. 

a) Exprese T K corno función de T c si (0 °C, 273 K) y (27 
°C, 300 K) estàn en la gràfica de T K . 

b) Exprese el punto de ebullición de 100 °C en unidades 
kelvin (figura 5.3.21). 

c ) El cero absoluto se define corno 0 K. ^Cuànto es 0 K 
en grados Celsius? 

d) Exprese T k corno función lineai de T F . 

e) ^Cuànto es 0 K en grados Fahrenheit? 

65. Interés simple Cuando se trata de interés simple, la can- 
tidad A acumulada a través del tiempo es la función lineai 
A = P + Prt, donde P es el capitai, t se mide en anos y r 
es la tasa de interés anual (expresada corno decimai). 
Calcule A después de 20 anos si el capitai es P = $1 000 
y la tasa de interés anual es de 3.4%. /.Qué sucede cuàndo 
A = $2 200? 

66. Depreciación lineai La depreciación en linea recta, o 
lineai es cuando un objeto pierde todo su valor inicial de 
A dólares a lo largo de un periodo de n anos por una can- 
tidad A/n cada ano. Si un objeto que cuesta $20 000 cuando 
es nuevo se deprecia linealmente a lo largo de 25 anos, 
determine una función lineai que dé su valor V después de 
x anos, donde 0 s r < 25. ^Cuàl es el valor del objeto al 
cabo de 10 anos? 

67. Difusión de una enfermedad Un modelo de la difusión 
de un virus catarral supone que dentro de una población 
de P personas, la rapidez con la que se difunde una enfer¬ 
medad es proporcional tanto a la cantidad D de personas 
que ya son portadores de ella, corno a la cantidad P — D 
de personas que todavia no estàn infectadas. Matemàtica- 
mente, el modelo se define con la función cuadràtica 

R(D) = kD{P - D) 

donde R(D) es la rapidez de difusión del virus del catarro 
(en casos por dia) y k > 0 es una constante de proporcio- 
nalidad. 


$ 


Difusión de un virus 

a) Demuestre que si la población P es constante, entonces 
la enfermedad se extiende con màs rapidez cuando 
exactamente la mitad de la población es portadora del 
catarro. 
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b) Suponga que en un pueblo de 10 000 personas hay 125 
enfermas el domingo, y que el lunes se presentan 37 
casos nuevos. Estime el valor de la constante k. 

c) Use el resultado del inciso b ) para estimar los casos 
nuevos que se presentaràn el martes. [Pista: la cantidad 
de personas portadoras de catarro, el lunes, es 162 = 
125 + 37], 

d) Estime la cantidad de casos nuevos el miércoles, jue- 
ves, viernes y sàbado. 

= Para la discusión 

68 . Considere la función lineai f(x) = §x — 4. Si x cambia 
1 unidad, ^cuàntas unidades cambiarà yl i Y si x cambia 2 
unidades o n (ri es un entero positivo) unidades? 

69. Considere el intervalo [X|, x 2 ] y la función lineai/(x) = ax 
+ b, con a + 0. Demuestre que 


= f(Xj) + /(x 2 ) 

e interprete este resultado geomètricamente para a > 0. 

70. En los problemas 60 y 62 ^cuàl es el dominio de la función 
s(t)l [Pista: no es (—°°, °°)]. 

71. En la Luna, la aceleración debida a la gravedad es la sexta 
parte de la que hay en la Tierra. Si se lanza verticalmente 
hacia arriba una pelota desde la superficie lunar, ( \alGan¬ 
zarla una altura màxima seis veces mayor que la que 
alcanza en la Tierra, cuando tiene la misma velocidad ini- 
cial? Argumente su respuesta. 

72. Suponga que la función cuadràtica f(x) = ax 2 + bx + c 
tiene dos ceros reales distintos. (Còrno demostrarfa usted 
que la abscisa del vèrtice es el punto medio del segmento 
de recta que une a las intersecciones con el eje x? Ponga 
en pràctica sus ideas. 


| 5.4 Funciones definidas por partes 


■ Introducción Una función/puede contener dos o mas expresiones o fórmulas, cada una 
de ellas definida para diferentes partes del dominio de/. Una función definida de està manera 
se llama función definida por partes. Por ejempio, 

x 2 , x < 0 
x + 1, x > 0 


no son dos funciones, sino una sola en la que la regia de correspondencia està en dos partes. 
En este caso, una parte se usa para los numeros reales negativos (x < 0) y la otra para los nume- 
ros no negativos (x > 0); el dominio de/es la unión de las partes (—°°, 0) U [0, °°) = (—°°, °°). 
Por ejemplo, corno —4 < 0, la regia indica que se eleve al cuadrado el numero: 

/(-4) = (—4) 2 = 16; 

pero, por otra parte, corno 6 s 0, se suma 1 al nùmero: 

/( 6) =6+1=7. 


■ Función de importe postai La tarifa postai en Estados Unidos para cartas, tarjetas o 
paquetes es un caso reai de una función definida por partes. Cuando se escribió este libro, el 
porte por mandar una carta en sobre tamano normal, por correo de primera clase, depende de 
su peso en onzas: 



' $0.44, 

0 < peso < 1 onza 



$0.61, 

1 < peso < 2 onzas 


Importe = < 

$0.78, 

2 < peso < 3 onzas, 

(1) 


$2.92, 

12 < peso < 13 onzas. 



v 
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La regia, en las ecuaciones (1), es una función P formada por 14 partes (las cartas con mas 
de 13 onzas se envfan por correo prioritario). Un valor P(w) es una de catorce constantes; la 
constante cambia de acuerdo con el peso w (en onzas) de la carta.* Por ejemplo, 


P(0.5) = $0.44, P( 1.7) = $0.61, P(2.2) = $0.78, P(2.9) = $0.78, 
yP(l2.l) = $2.92. 

El dominio de la función P es la unión de las partes: 

(0, 1] U (1, 2] U (2, 3] U • ■ ■ U (12, 13] = (0, 13]. 


EJEMPLO 1 


Gràfica de una función definida por partes 


Grafique la función definida por partes 


f(x) = ' 


- 1 , 

0 , 

x + 1, 


x < 0, 
x = 0, 
x > 0. 


( 2 ) 


Solución Aunque el dominio de/consiste en todos los numeros reales (—°°, °o), cada 
parte de la función se define en una parte diferente de su dominio. Trazaremos 


• la recta horizontal y = — 1 para x < 0, 

• el punto (0, 0) para x = 0, y 

• la recta y = x + 1 para x > 0. 

La gràfica se muestra en la FIGURA 5.4.1. 


El punto lleno en el origen de la figura 5.4.1 indica que la función (2) està definida 
en x = 0 sólo por /(0) = 0; los puntos vacfos indican que las fórmulas correspondientes a 
x<0yax>0no definen/en x = 0. Como estamos construyendo funciones, vamos a con¬ 
siderar la definición: 



- 1 , 
x + 1, 


x ^ 0, 
x > 0. 


(3) 


La gràfica de g que se ve en la FIGURA 5.4.2 se parece mucho a la gràfica de la función (2), 
pero (2) y (3) no son la misma función porque/(0) = 0, pero g( 0) = — 1. 

■ Función màximo entero A continuación describiremos una función definida en interva- 
los, que se parece a la función (1), de “importe postai”, porque ambas son ejemplos de fun¬ 
ciones escalón : cada función es constante en un intervalo, y a continuación salta a otro valor 
constante en el siguiente intervalo vecino. Està nueva función, que tiene muchas notaciones, 
se representa aquf con f{x) = [jc] y se define mediante la regia 


[jc] = n. donde n es un entero que satisface n < x < n + 1. (4) 

La función/se llama función màximo entero (o función entero mayor) porque (4), traducida 
en palabras, quiere decir que: 

/(jc) es el entero mayor n que es menor o igual a x. 


* En (1) no se muestra el hecho de que el franqueo de una carta cuyo peso se situa en el intervalo (3, 4] queda de- 
terminado por si el peso se situa en (3, 3.5] o (3.5, 4], Este es el ùnico intervalo que se divide de este modo. 


y 



y = - 1, x < 0 

FIGURA 5.4.1 Gràfica de la función 
definida en partes del ejemplo 1 



FIGURA 5.4.2 Gràfica de la función 
g definida en (3) 
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Por ej empio, 


/(6) = 6 porque 6 s r = 6, 
/(0.4) = 0 porque 0 < x = 0.4, 
f(i t) =3 porque 3 < x = tt. 


/( —1.5) = —2 porque —2 < x = —1.5, 

/(7.6) = 7 porque 7 < x = 7.6, 

/( —\/2) = —2 porque —2 < x = — \Pl, 


y asi sucesivamente. E1 dominio de/es el conjunto de los numeros reales, y consiste en la 
unión de una cantidad infinita de intervalos disjuntos; en otras palabras, f(x) = [x] es una 
función definida por partes, expresada por 


y. 

4- 

' y = M _ _ _ 

3- 


2- 

« 

1 - 


-2 -1 

1 2 3 4 5 

- 



FIGURA 5.4.3 Función màximo 
entero 


y 

4 

3 

2 

1 


y = lx - 21 


+ 


-1 


H-+-0- 

1 2 3 


4-!-1—>-X 

4 5 


FIGURA 5.4.4 Gràfica desplazada del 
ej empio 2 


- 2 , 
- 1 , 

/(x) = [x] = 0, 

1, 
2 , 


-2 < x < — 1 
-1 < x < 0 
0 < x < 1 
1 < x < 2 


(5) 


El rango de/es el conjunto de los enteros. En la FIGURA 5.4.3 se muestra una parte de la gràfica 
de/en el intervalo cerrado [—2, 5]. 

En computación, la función màximo entero/(x) = [x] se llama función piso, y se repre¬ 
senta con/(x) = LxJ. (Véanse los problemas 47, 48 y 53, en los ejercicios 5.4.) 


EJEMPLO 2 


Gràfica desplazada 


Grafiquey = [x - 2]. 


Solución La función es y = /(x — 2), donde /(x) = [x]. Entonces, la gràfica de la 
figura 5.3.3 se desplaza a la derecha 2 unidades horizontalmente. Nótese, en la figura 
5.4.3, que si n es un entero, entonces f(n) = [n] = n. Pero en la FIGURA 5.4.4, parax = n, 
y = n — 2. = 


■ Funciones continuas La gràfica de una función continua no tiene agujeros, espacios 
vacios finitos ni interrupciones infinitas. Si bien la definición formai de continuidad de una 
función es un tema importante de discusión en càlculo, en este curso basta imaginarla en 
términos informales. Con frecuencia, una función continua se caracteriza al decir que su 
gràfica puede trazarse “sin levantar el làpiz del papel”. Los incisos a) a c) de la FIGURA 5.4.5 
ilustran funciones que no son continuas, es decir, son discontinuas, en x = 2. La función 


f(x) = 


x — 2 


= x + 2, con x ¥= 2, 


de la figura 5.4.5a) tiene un agujero en la gràfica (no està el punto (2,/(2)); la función 
. . | jc — 21 

f(x) = -de la figura 5.4.57») tiene un hueco o salto finito en su gràfica, en x = 2; la 

x — 2 

. , 1 

función f\x) = -— en la figura 5.4.5c) tiene una interrupción infinita en su gràfica, 

en x = 2. La función/(x) = x 3 — 3x + 2 es continua; su gràfica se ve en la figura 5.4.5/); no 
tiene agujeros, huecos ni interrupciones infinitas. 

El lector debe tener en cuenta que las funciones constantes, lineales y cuadràticas son 
continuas. Las funciones definidas por partes pueden ser continuas o discontinuas. Las fun¬ 
ciones en (2), (3) y (4) son discontinuas. 
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a) Hueco en la gràfica b) Hueco finito en la gràfica c) Salto infinito en la gràfica d) Sin agujeros, huecos ni saltos 

FIGURA 5.4.5 Funciones discontinuas a) a c); función continua d) 


■ Función valor absoluto A la función y = \ x | se le llama función valor absoluto. Para 
obtener su gràfica se trazan sus dos partes, que consisten en semirrectas perpendiculares 

[FIGURA 5.4.6a)] : 


y = 



si x < 0 
si x > 0. 


( 6 ) 


Como y>0 para toda x, otra forma de graficar (6) es fan sólo trazar la recta y = xy reflejar 
en el eje x la parte de la recta que està debajo de él [figura 5.4.6/?)]. E1 dominio de (6) es el 
conjunto de los numeros reales (—°°, °°), y corno se ve en la figura 5.4.6a), la función valor 
absoluto es una función par, decreciente en el intervalo (—°°, 0) y creciente en el intervalo 
(0, °°); ademàs, es continua. 

En algunas aplicaciones interesa la gràfica de valor absoluto de una función arbitraria 
y = /( x). En otras palabras, de y = \ f(x) \. Como |/(x) | es no negativa para todos los numeros 
x en el dominio de/, la gràfica de y = \f{x) | no se prolonga abajo del eje x. Ademàs, la definición 
de valor absoluto de f(x) es 


l/U)l 


f “/(*), si/(x)<0 

l/(-*). si/(x)>0. 


(7) 


demuestra que se debe negar/(x) cuando/(x) sea negativa. No hay necesidad de preocuparse 
por resolver las desigualdades en (7); para obtener la gràfica de y = \f(x) \ se puede proceder 
igual que hicimos en la figura 5.4.6/?): con cuidado trazar la gràfica de y =f(x) y a continua- 
ción reflejar en el eje x todas las partes de la gràfica que estén abajo de ese eje. 




parte de y = x 
en el eje x 


FIGURA 5.4.6 Función valor absoluto, ecuación (6) 
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EJEMPLO 3 



FIGURA 5.4.7 Gràfica de la función 
del ej empio 3 


Valor absoluto de una función 


Grafique y = \ — 3x + 2 \. 


Solución Primero trazaremos la gràfica de la función lineai/(x) = —3x + 2. Nótese que, 

corno la pendiente es negativa,/es decreciente, y su gràfica interseca el ejex en (f, 0). Se 

2 

traza con linea de puntos la gràfica para x > 3’ porque esa parte està abajo del eje x. Por 
ultimo, reflejamos hacia arriba la parte sobre el eje x para obtener la gràfica en forma de 
v con linea azul continua, de la FIGURA 5.4.7. Como/(x) = x es una función lineai simple, 
no debe sorprender que la gràfica del valor absoluto de toda función lineai/(x) = cix + b, 
a 0, dé corno resultado una gràfica parecida a la de la función valor absoluto de la figura 
5.4.6a). = 


EJEMPLO 4 


Valor absoluto de una función 


Grafique y = | —x 2 + 2x + 31. 


Solución Lo mismo que en el ejemplo 3, comenzaremos trazando la gràfica de la función 
/(x) = —x 2 + 2x + 3, calculando las intersecciones con los ejes: (—1, 0), (3, 0), (0, 3), y 
como/es una función cuadràtica, su vèrtice, que està en (1, 4). Observe que, en la FIGURA 
5.4.8a), y < 0 para x < — 1 y para x > 3. Esas partes de la gràfica de/se reflejan en el eje x, 
para obtener la gràfica de y = | — x 2 + 2x + 3 | que vemos en la figura 5.4.8 b). 



FIGURA 5.4.8 Gràficas de las funciones del ejemplo 4 


5 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-13. 


En los problemas 1 a 4 determine los valores indicados de la 
función/definida por partes: 


1- f(x ) 


x 2 - 4 
x — 2 ’ 
4, (-7) 


x ¥= 2 
x = 2 


/(0),/(2),/(-7) 


- 1 


2 . f(x ) = 


r 


/(-!)./(!),/( 3) 


x + ± 1 

X = — 1 
X = 1 
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3. 



x 1 + 2x, 


x > 1 

X < 1 


/(l),/(0),/(-2),/(V2) 


) 0, x < 0 

x, 0 < x < 1 ; 

x + 1, x > 1 


/( —a/(5)>/(4),/(6.2) 


5. Si la función/definida por partes es 



x es nùmero racional 
x es nùmero irracional, 


halle cada uno de los valores siguientes. 

«) fé) 


En los problemas 9 a 34, trace la gràfica de la función defi- 
nida por partes que se indique. Halle todas las intersecciones 
con los ejes de la gràfica. Indique todos los nùmeros para los 
cuales la función es discontinua. 



f -X, 

X 

< 

1 


y = ' 

[-1. 

X 

> 

1 


I 

fx - 

1 , 

X 

< 0 


H 

[x + 

1 , 

X 

■ 0 



[-3, 

X 

< 

-3 


y = \ 

X, 

- 

3 : 

sx<3 


i 3, 

X 

> 

3 


! 

r -x 2 

- 1 


x < 

0 

y = \ 

0, 



x — 

0 


k x 2 + 

1, 


X > 

0 


b) /(-1) 

0 /(V2) 

d) /(1.12) 

e) /(5.72) 

f) fi”) 

6 . ^Cuàl es la intersección con el eje y de la gràfica de la 
función/del problema 5? 


7. Determine los valores de x para los cuales la función defi- 
nida por partes 

x 3 + 1, x < 0 
x 2 — 2, x & 0, 


es igual al numero indicado. 

a) 7 

b) 0 

c) -1 

d) -2 

e) 1 

f) -7 


8 . Determine los valores de x para los cuales la función defi- 
nida por partes 

! x + 1, x < 0 

2, x = 0 

x 2 , x > 0, 


13. y = [x + 2] 

14. y = 2 + [x] 

15. y = -[x] 

16. y = {~xj 

17. y = |x + 3| 

18. y = — |x — 4| 

19. y = 2- | x | 

20 . y =-1 - |x| 

21. y = -2 + |x + 1| 

22. y= 1 -||x-2| 

23. y =-\5~ 3x| 

24. y= |2x — 5| 

25. y = | x 2 — 1 I 

26. y = |4 - x 2 | 

27. y = |x 2 — 2xj 

28. y = | —x 2 — 4x + 5| 

29. y = ||x| - 2| 

30. y = \\/x — 2\ 

31. y = |x 3 - 1| 

32. y = |[x]| 


es igual al nùmero indicado. 


a) 

1 


fj- 

x < 0 

b) 

0 

II 

CÒ 

CO 

U - il. 

(N 

VI 

H 

VI 

o 

c ) 

4 


U 

x > 2 

d) 

1 

2 

1 

f-x, 

x < 0 

e) 

2 

34. y = l 

1 1 — |x — 

11, 0 < x < 2 

f) 

-4 

\ 

[x — 2, 

x > 2 
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35. Sin trazar la gràfica, indique el rango de la función 
f(x) = (-i)K 

36. Compare las gràficas de y = 2[x] y y = [2x]. 

En los problemas 37 a 40, halle la fòrmula definida por partes 
de la función/cuya gràfica se muestra. Suponga que el domi¬ 
nio de/es (—°°, °°). 



FIGURA 5.4.9 Gràfica para el problema 37 



FIGURA 5.4.10 Gràfica para el problema 38 



FIGURA 5.4.11 Gràfica para el problema 39 



FIGURA 5.4.12 Gràfica paia el problema 40 


En los problemas 41 y 42, trace la gràfica de y = \ /(x) |. 

41. /es la función cuya gràfica està en la FIGURA 5.4.9. 

42. /es la función cuya gràfica se ve en la FIGURA 5.4.10. 


En los problemas 43 y 44, use la definición de valor absoluto 
y exprese la función indicada/como función definida por 
partes. 


43. f(x) = 


44. f( x ) 



3_ 

3| 


En los problemas 45 y 46, halle los valores de la constante k 
tal que la función/definida por partes indicada sea continua 
en x = 2. Esto es, que la gràfica de/no tenga agujeros, hue- 
cos ni saltos eni = 2. 


45. /(x) = 


f^+1, 

1 kx , 


46. f(x) = 


kx + 2, 

1 , 


. x 2 + 


x < 2 
x > 2 
x <2 
x > 2 


47. La función minimo entero g(x) = [~xl se define corno el 
minimo entero n que es mayor o igual ax. Llene los espacios 
en bianco. 


g(x) = [x] = < 


— 3 < x ^ — 2 

— 2 < x s —1 
-1<xs0 

0 < x < 1 
Kxs2 
2<r<3 


48. Grafique la función minimo entero g(x) = Txl, definida en 
el problema 47. 
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= Para la discusión 


En los problemas 49 a 52, describa con palabras en qué difie- 
ren las gràficas de las funciones dadas. | Pista: factorice y 
simplifique]. 


49. /(x) 


h(x) 



50. f(x) 


x 2 — Ix + 6 
x — 1 


51. f(x) 

h(x) 


52. f(x) 

h(x) 


r 



gU) 



X =£ 1 
X = 1 


x ¥= 1 
x = 1 


x 3 — 8 
x — 2 ’ 

V - 8 

< x — 2 ’ 

12 , 


x =£ 2 
x = 2 

x =h 2 
x = 2 



gU) 



X =£ 1 
X = 1 


/i(x) 


x 2 — 7x + 6 
x — 1 
5, 


x =£ 1 

X = 1 


53. Usando la noción de reflexión de una gràfica en un eje, 
exprese la función minimo entero g(x) = Txl definida en el 
problema 47 en términos de la función màximo o mayor 
entero /(x) = LxJ (vea la pàgina 229). 

54. Describa còrno graficar la función y = \ x | + | x — 31. Ponga 
en pràctica sus ideas. 


| 5.5 Combinación de funciones 


■ Introducción Se pueden combinar dos funciones,/y g, de varias maneras para crear 
nuevas funciones. En està sección examinaremos dos de esas maneras de combinar: mediante 
operaciones aritméticas y por medio de la operación de composición de funciones. 

■ Combinaciones aritméticas Dos funciones se pueden combinar mediante las cuatro 
conocidas operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicación y división. 


Definición 5.5.1 Combinaciones aritméticas 

Si/y g son dos funciones, entonces la suma / + g, la diferencia/ — g, el producto/g y 
el coerènte //g se definen corno sigue: 


(/ + g)U) = f(x) + g(x), 

(D 

(/ - g)(x) = f(x) - g(x), 

(2) 

(fg)(x) = /(x)g(x), 

(3) 

(f\ \ f(x) . , s 

HxJ = , . , siempre que =f 0. 

\Sj g(x) 

(4) 


EJEMPLO 1 


Suma, diferencia, producto y cociente de funciones 


Se tienen las funciones/(x) = x 2 + 4x y g(x) = x 2 — 9. De acuerdo con las ecuaciones (1) a 
(4) de la definición anterior se pueden producir cuatro nuevas funciones: 
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(f + g)(x) = f(x) + g(x) = (x 2 + 4x) + (x 2 — 9) = 2x 2 + 4x — 9, 
(/ - g)U) = f(x) ~ g(x) = (x 2 + 4x) - (x 2 - 9) = 4x + 9, 

(fg)(x) = f(x)g(x) = (x 2 + 4x)(x 2 — 9) = x 4 + 4x 3 — 9x 2 — 36x, 


f\( , _ f(x) = x 2 + 4x 
gj w ~ g(x) ~ x 2 - 9 ■ 


■ Dominio de una combinación aritmètica Al combinar aritmèticamente dos funciones es 
necesario que/y g estén definidas en un mismo nùmero x. Por consiguiente, el dominio de 
las funciones/+ g,f— g yfg es el conjunto de los numeros reales que son comunes a ambos 
dominios; esto es, el dominio es la intersección del dominio de/y el dominio de g. En el caso 
del cociente //y, el dominio también es la intersección de los dos dominios, pero también se 
deben excluir todos los valores de x que hagan que el denominador g(x) sea cero. En el ejem- 
plo 1, el dominio de/y el dominio de g es el conjunto de los numeros reales (—°°, °°), por lo 
que el dominio de/ + g,f — g yfg también es (—°°, °°). Sin embargo, puesto que g(— 3) = 0 
y g( 3) = 0, el dominio del cociente de (f/g) (x) es (—°°, °°), excepto x = — 3 y x = 3; en otras 
palabras, es (—°°, —3) U (—3, 3) U (3, °°). En resumen, si el dominio de/es el conjunto X! y 
el dominio de g es el conjunto X 2 , entonces: 

• el dominio de / + g,f — g yfg es la intersección f~l X 2 , y 

• el dominio de f/g es el conjunto {x | x e X l D X 2 , g(x) # 0}. 


EJEMPLO 2 


Dominio de f+ g 


Al resolver la desigualdad 1 — x £ 0 se ve que el dominio de /(x) = Vi — x es el 
intervalo (—°o, 1]. De igual modo, el dominio de la función g(x) = Vx + 2 es el intervalo 
[—2, °o). Por lo anterior, el dominio de la suma 


(/ + g)U) = f(x) + g(x) = Vi - x + Vx + 2 


es la intersección (—°°, 1] fi [—2, °o). El lector debe comprobar este resultado revisando 
estos intervalos en la recta numèrica y mostrar que està intersección o conjunto de nume- 
ros comunes a ambos dominios es el intervalo cerrado [—2, 1], = 


■ Composición de funciones Otro mètodo para combinar las funciones/y g se llama 
composición de funciones. Para ilustrar el concepto supongamos que para una x dada en el 
dominio de g, el valor de la función #(x) es un nùmero en el dominio de la función /. Eso 
quiere decir que se puede evaluar /en g(x); en otras palabras, se puede evaluar/(g(x)). 
Supongamos que/(x) = x 2 y que g(x) = x + 2. Entonces, cuando x = 1, g( I ) = 3, y corno 3 
està en el dominio de/, podemos escribir que/(#(l)) =/(3) = 3~ = 9. En realidad sucede que 
en el caso de estas dos funciones en particular podemos evaluar/en cualquier valor de la 
función #(x), esto es, 

f(g(x)) = f(x + 2) = (x + 2) 2 . 

La función que resulta, llamada composición de/y g, se define a continuación. 


Definición 5.5.2 Composición de funciones 

Si/y g son dos funciones, la composición de/y g, representada por f°g, es la función 
definida por 

(/ 0 g)M = f(g(x)). (5) 

La composición de g yf representada por g °f es la función definida por 

(g ° /)(■*)= g(f(x)). (6) 
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Cuando se calcula una composición corno (f° g) (x) = f(g(x)), no olvide sustituir g(x) cada 
vez que aparezca x en/(x). (Véase el inciso a) del ejemplo siguiente). 


EJEMPLO 3 


Dos composiciones 


Si/(x) = x 2 + 3x — 1 y g(x) = 2X 2 + 1, halle a){f°g) (x) y b) (g °f) (x). 


Solución 

a) Para hacer hincapié, sustituiremos x por el conjunto de paréntesis ( ) y escribiremos 
/en la forma 

/( ) = ( ) 2 + 3( ) - 1. 


Entonces, para evaluar (f ° g) (x) se llena cada conjunto de paréntesis con g(x). 
Encuentre 


(/°g)U) =f(g(x )) =/(2x 2 + 1) 

= (2x 2 + l) 2 + 3(2x 2 + 1) - 1 

= 4x 4 + 4x 2 + 1 + 3 • 2x 2 + 3 • 1 - 1 
= 4x 4 + 10x 2 + 3. 

b ) En este caso, g se escribe en la forma 

g()=2( ) 2 +l. 


< Use (a + b ) 2 — a 2 + lab + b 2 
y la ley distributiva 


Entonces 

(g 0 f){x) = g(/(x)) = g(x 2 + 3x - 1) 

— 2(x“ 4~ 3x — l) 2 4" 1 -<— Use (a + b + c) 2 = ((a + b) + c) 2 

= 2(x 4 + ÓX 3 + 7x 2 — ÓX + 1) + 1 = (a + bf + 2(a + b)c + c 2 etc. 

= 2 • x 4 + 2 • 6x 3 + 2 • 7x 2 - 2 • 6x + 2 • 1 + 1 
= 2x 4 + 12x 3 + 14x 2 — 12x + 3. = 


Los incisos a) y b) del ejemplo 3 ilustran que la composición de funciones no es conmu- 
tativa. Esto es, que en generai 


/ ° g* g" /■ 


En el ejemplo próximo se muestra que una función se puede componer consigo 
misma. 


EJEMPLO 4 


Composición de fcon f 


Si/(x) = 5x — 1, la composición/°/es 

(/°/)U) =/(/«) =/( 5x- 1) =5(5x- 1) - 1 = 25x — 6. 


EJEMPLO 5 


Expresar una función corno composición 


Exprese F(x) = A/óx 3 + 8 corno la composición de dos funciones,/y g. 

Solución Si definimos/y g corno /(x) = Vxy g(x) = 6x 3 + 8, entonces 

F(x) = (/ ° g)(x) = /(g(x)) = f(6x 3 + 8) = V 6x 3 + 8. = 

Hay otras soluciones para el ejemplo 5. Por ejemplo, si las funciones/y g se definen por 
/(x) = V6x + 8 y g(x) = x 3 , entonces, obsérvese que 

(f°g)(x)=/(x 3 ) = V 6x 3 + 8. 
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Lea varias veces este pàrrafo 



-<-l- I—♦ - I -h»-.v 

x -1 x> 1 

FIGURA 5.5.1 Dominio de (f° g) (x) 
en el ej empio 6 


r 

£ 

Globo meteorologico 


■ Dominio de una composición Como indicamos en el ejemplo de la introducción de este 
tema, para evaluar la composición (f° g) ( x ) = f(g(x )), el nùmero g(x) debe estar en el dominio 
de/. Por citar un caso, el dominio /(x) = Vx esx £ 0, y el dominio de g(x) = x — 2 es el 
conjunto de los numeros reales (—°°, °°). Tenga en cuenta que no se puede evaluar/(g(l)), 
porque g( 1 ) = — 1, y — 1 no està en el dominio de/. La función g(x) debe satisfacer la des- 
igualdad que define el dominio de / que es g(x) > 0, para poder sustituir g(x) en f(x). Està 
desigualdad es igual que x — 2 > 0, o sea r > 2. El dominio de la composición 
f(g(x )) = Vg(x) = Vx - 2 es [2, oo ), que sólo es una parte del dominio originai, (—°°, °°), 
de g. En generai, 

• El dominio de la composición/ 0 g està formado por los numeros x en el dominio de 
g tales que g(x) esté en el dominio de/. 


EJEMPLO 6 


Dominio de una composición 


Examinemos la función /(x) = Vx — 3. De acuerdo con el requisito quex — 3 & 0, se 
ve que cualquier nùmero x que se sustituya en/debe satisfacer x > 3. Ahora, supongamos 
que g(x) = x 2 + 2, y que se desea evaluar f(g(x)). Aunque el dominio de g es el conjunto 
de los nùmeros reales, para sustituir a g(x) en/(x) se requiere que x sea un nùmero en ese 
dominio tal que g(x) > 3. En la FIGURA 5.5.1 se observa que està ùltima desigualdad se 
satisface siempre que x < — 1 ox> l.En otras palabras, el dominio de la composición 


f(g(x )) = /(x 2 + 2) = V(x 2 + 2) - 3 = Vx 2 - 1 


es ( —°°, -1] U [l, °°). 


En ciertas aplicaciones, una cantidad y se expresa en función de una variable x, que a su 
vez es una función de otra variable t. Aplicando la composición de funciones podemos expre- 
sar y en función de t. El ejemplo siguiente ilustra està idea; el simbolo V hace la parte de y, 
y /■ hace la parte de x. 


EJEMPLO 7 


Inflado de un globo 


Un globo meteorològico se infla con un gas. Si el radio del globo aumenta con una velo- 
cidad de 5 cm/s, expresar el volumen del globo en función del tiempo t, en segundos. 


Solución Suponga que cuando se infla el globo, su forma es la de una esfera. Si r repre¬ 
senta el radio del globo, entonces r{t) = 5 1. Como el volumen de una esfera es V = j7rr 3 , 
la composición es (V 0 r) ( t) = V(r(t)) = V(5t), es decir 


4 . 500 , 

V = ~tt( 5 t) 3 = - irt 3 . 

3 3 


■ Transformaciones Las transformaciones rfgidas y no rfgidas que estudiamos en la sección 
5.2 son ejemplos de las operaciones con funciones que acabamos de describir. En el caso de 
una constante c > 0, las transformaciones rfgidas definidas por y = /(x) + c y y = f(x) — c 
son la suma y la diferencia de la función/(x) y la función constante g(x) = c. La transforma- 
ción no rigida y = cf(x) es el producto de/(x) por la función constante g(x) = c. Las transfor¬ 
maciones rfgidas definidas por y = f(x + c) y y = f(x — c) son composiciones de/(x) con las 
funciones lineales g(x) = x + c y g(x) = x — c, respectivamente. 


■ Cociente de diferencias Suponga que los puntos P y Q son dos puntos en la gràfica de 
y = f(x ) con coordenadas (x, f(x)) y (x + h, f(x + h)), respectivamente. Entonces, corno se 
muestra en la FIGURA 5.5.2, la pendiente de la secante que pasa por P y Q es 
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crecimiento f(x + h) — f(x) 
recorrido (x + h) - x 

f(x + h) - f(x) 


(7) 


La expresión (7) se llama cociente de diferencias y es muy importante en el estudio del 
càlculo. El simbolo h es un nùmero reai y, corno se advierte en la figura 5.5.2, representa un 
incremento o cambio en x. El càlculo de (7) es, en esencia, un proceso de tres pasos, los 
cuales requieren sólo matemàticas de precàlculo: àlgebra y trigonometria. Su objetivo prin- 
cipal debe ser superar los obstàculos de las manipulaciones algebraicas o trigonométricas 
inherentes a dichos pasos. Si se està preparando para estudiar càlculo, recomendamos que 
sea capaz de resolver (7) para las funciones que implican: 


Recta 



FIGURA 5.5.2 Recta secante que 
pasa por dos puntos en una gràfica 


• potencias enteras positivas de x , corno jc”, donde n = 1, 2 y 3 ^ Repase la sección 2.6 para 

(i a + b) n , donde n = 2 y 3. 

Repase las expresiones racionales 
en la sección 2.8. 

• radicales, corno Vx ^ Re P ase la racionalización de 

numeradores y denominadores 

(Véanse los problemas 47 a 60 de los ejercicios 5.5.) en la sección 2.4. 


1 x 

división de funciones, corno — y 

Y J 


X + 1’ 


EJEMPLO 8 


Cociente de diferencias 


a) Calcule el cociente de diferencias (7) para la función y = x 2 + 2. 

b) Halle la pendiente de la secante que pasa por los puntos (2,/(2)) y (2.5,/(2.5)). 


Solución a) El paso inicial es el càlculo de f(x + h). En el caso de la función dada, es- 
cribimos/( ) = ( ) 2 + 2. La idea es sustituir x + h e n los paréntesis y llevar a cabo las 
operaciones algebraicas requeridas: 


/(x + h) = (x + h) 2 + 2 

= (x 2 + 2 xh + h 2 ) + 2 
= x 2 + 2xh + h 2 + 2. 


El segundo paso, el càlculo de la diferencia/(x + /?) — f(x), es el màs importante y debe 
simplificarse cuanto sea posible. En muchos de los problemas que tendrà que resolver en 
càlculo podrà factorizar h a partir de la diferencia/(x + h ) — f(x): 


f(x + h) - f(x ) = (x 2 + 2xh + h 2 + 2) - (x 2 + 2) 
= xr + 2 xh + Ir + 2 — x 2 — 2 
= 2xh + h 2 

= h(2x + h) <-observe el factor de li 


Ahora el càlculo del cociente de diferencias 
resultados del paso anterior: 


/(x + h) -f(x) 
h 


es sencillo. Usamos los 


/(x + h) f (x) 

h 


K(2x + h) 

H 


= 2x + h. 


las h se cancelan 


Por tanto, la pendiente m sec de la secante es 

m sec = 2x + Il 

b) Para los puntos dados, identificamos x = 2 y el cambio en x corno h = 2.5 — 2 = 0.5. 
Por ende, la pendiente de la recta secante que pasa por (2,/(2)) y (2.5,/(2.5)) està dada 
por m sec = 2(2) + 0.5 o m sec = 4.5. = 
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5.5 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-14. 


En los problemas 1 a 8, halle las funciones/+ g,f — g,fg y 
f/g y describa sus dominios. 

1. /(x) = x 2 + 1, g(x) = 2x 2 — x 


2 . f(x) = x 2 - 4, g(x) = x + 3 

3. f(x) = x , g(x) = Vx - 1 

4. f(x) = x - 2, g(x) = 


X + 


5. /(x) = 3x 3 — 4x 2 + 5x, g(x) = (l 


0 2 


gW = 


6 . f(x) = - ov ~, , 

x — 6 x — 3 

7. f(x) = Vx + 2, g(x) = V5 — 5x 


8 - f(x) = 


1 


x" — 9 

9. Complete la tabla 


. g(x) = 


Vx + 4 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

f(x) 

-1 

2 

10 

8 

0 

g(x) 

2 

3 

0 

1 

4 

( / ° g)(x) 







10. Complete la tabla, donde g es una función impar. 


X 

0 

1 

2 

3 

4 

f(x) 

-2 

-3 

0 

-1 

-4 

g(x) 

9 

7 

-6 

-5 

13 

( g°f)(x ) 







En los problemas 11 a 14, halle las funciones/° g y g °f y 
describa sus dominios. 

11. /(x) = x 2 + 1, g(x) = Vx - 1 

12 . f(x) = x 2 - x + 5, g(x) = -x + 4 

13. f(x) = 1 - , g(x) = x 2 + 1 

2x — 1 

, . x + 1 , . 1 

14. f(x) = ——, g(x) = ~ 

En los problemas 15 a 20, determine las funciones 

f°g y g°f 

15. f(x) = 2x - 3, g(x) = \{x + 3) 


16. f(x) = x - 1, g(x) = x 3 

17. f(x) = x + g(x) = - 

X X 

18. /(x) = Vx — 4, g(x) = x 2 

19. f(x) = x + 1, g(x) = x + Vx — 1 

20 . /(x) = x 3 — 4, g(x) = Vx + 3 

En los problemas 21 a 24, determine las funciones 

f°f y/° (!//)• 

21 . /(x) = 2x + 6 

22 . /(x) = x 2 + 1 

23. /(x) = A 

x” 


En los problemas 25 y 26, determine (/° g ° h) (x) = 

25. /(x) = Vx, g(x) = x 2 , h(x) = x — 1 

26. /(x) = x 2 , g(x) = x 2 + 3x, h(x) = 2x 

27. En el caso de las funciones /(x) = 2x + 7, 
g(x) = 3x 2 , determine (/ ° g ° g)(x). 

28. En el caso de las funciones/(x) = — x + 5, 
g(x) = —4x 2 + x, determine (/ ° g 0 / )(x). 

En los problemas 29 y 30, determine (x) = 

mm). 

29. /(x) = 2x — 5 

30. /(x) = x 2 — 1 

En los problemas 31 a 34, determine las funciones/y g tales 
que F(x) =f°g. 

31. F(x) = (x 2 - 4x) 5 

32. F(x) = V9x 2 + 16 

33. F(x) = (x - 3) 2 + 4 Vx - 3 

34. F(x) = 1 + |2x + 9| 

En los problemas 35 y 36 trace las gràficas de las composi- 
ciones/° gy g°f 

35 - f(x) = |x| - 2, g(x) = |x - 2| 

36 - f(x) = [x - 1], g(x) = |x| 

37. Se tiene la función y = f(x) + g(x), donde /(x) =x y 
g(x) = — [x]. Llene los espacios en bianco y a continua- 
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ción bosqueje la gràfica de la suma/ + g en los intervalos 
indicados. 


46. 


y = -x 2 + 2x+l 


— 3 s x < — 2 

— 2 < x < — 1 

— 1 < x < 0 
0 < x < 1 

1 < x < 2 

2 < x < 3 


38. En el caso de la función y = f(x) + g(x), donde 

f(x) = | jc | y g(x) = [x]. Proceda corno en el pro¬ 
blema 37 y a continuación grafique la suma de/ + g. 

En los problemas 39 y 40, trace la gràfica de la suma 

/+ 8 - 

39 - f(x) = \x ~ 11, g(x) = \x\ 

40 - f{x) = x, g(x) = |x| 

En los problemas 41 y 42, trace la gràfica del producto 

fg- 

41. f(x) = x, g(x) = |x| 

42 - f(x) = x, g(x) = [x] 

En los problemas 43 y 44, trace la gràfica del reciproco 
1 //• 

43. f(x) = |x| 

44. f{x) = x — 3 

En los problemas 45 y 46. 

a) Determine los puntos de intersección de las gràficas 
de las funciones indicadas. 

b ) Calcule la distancia vertical d entre las gràficas en el 
intervalo I definido por las coordenadas x de sus pun¬ 
tos de intersección, 

c) Use el concepto de vertice de una paràbola para calcular 
el valor màximo de d en el intervalo I. 



FIGURA 5.5.3 Gràfica 
para el problema 45 



y = x 2 - 6x + 1 


FIGURA 5.5.4 Gràfica para 
el problema 46 


En los problemas 47 a 58, 

a) Calcule el cociente de diferencias 


f(x + h) — f(x) 


h 


para la función dada. 

b ) Halle la pendiente de la secante que pasa por los pun¬ 
tos (3,/(3)),(3.1,/(3.1)). 

47. f(x) = -4X 2 

48 . /(*) = x 2 - x 

49 . f(x) = 3x 2 - x + 7 

50. f( x ) = 2x 2 + x — 1 

51. f(x) = x 3 + 5x — 4 

52. f( x ) = 2x 3 + x 2 

53. /(x) = 1 


54. /(x) = 


4 - x 
3 


55. /(x) 

56. /(x) 

57. /(x) 


x 

X — 1 

2x + 3 
x + 5 

1 

x H- 

x 


58. /(x) 


1 

x 2 


En los problemas 59 y 60, calcule el cociente de diferencias 

/(x + h) —/(x) ., , , 

-----para la runcion dada. Use las operaciones 

algebraicas correctas para cancelar la h del denominador. 

59. /(x) = 2Vx 

60. /(x) = V2x + 1 


= Aplicaciones diversas 

61. De aves Un avistador de aves ve un pàjaro a 100 pies 
hacia el este de su posición. Si el ave vuela hacia el sur a 
una velocidad de 500 pies/min, exprese la distancia d del 
avistador al ave en función del tiempo t. Calcule la distan- 
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eia a los 5 minutos después del avistamiento (FIGURA 
5.5.5). 


65. Encuentre el error en el razonamiento siguiente: si/(x) = 
l/(x — 2) y g(x) = 1/Vx + 1, entonces 



FIGURA 5.5.5 Avistador de aves 
para el problema 61 


62. Bacterias Cuando se las cultiva, ciertas bacterias forman 
colonias circulares. El radio del circulo, en centimetros, 
se expresa con el modelo matemàtico 


r(t) 


= 4- 


4 

t 2 + r 


donde el tiempo t se mide en horas. Exprese 

a) El àrea de la colonia en función del tiempo t. 

b) La circunferencia de la colonia en función del tiem¬ 
po t. 


A = i/(x - 2) = V7TT 
g) l/Vx + 1 x — 2 


y asi 




66 . Suponga que f^x) = Vx + 2, f 2 ix) = 
x + 1 


y Mix) = 


Vx(x — 10) 

/Cuàl es el dominio de la función 


y =fiix) +Mx) +/ 3 (x)? 

67. Suponga que /(x) = x 3 + 4x, g(x) = x — 2 y h{x) = —x. 
Explique: sin trazar la gràfica, /còrno se relacionan las 
gràficas de/° g, g °f,f° h y h °f con la gràfica de/? 

68 . El dominio de cada función definida por partes, 


fix) = | 
gix) = | 


X, 

x < 0 

X + 1, 

x > 0, 

X 2 , 

x < — 1 

x — 2, 

x > —1 


= Para la discusión 

63. Suponga que /(x) = x 2 + 1 y g(x) = Vx. Explique: 
/por qué el dominio de 

(/ ° g)ix) = figix)) = (Vx) 2 + 1 = X + 1 
no es (—oo, °°)? 

2 5 

64. Suponga que/(x) =-y gix) =-.Explique: 

x — 1 x + 3 

/por qué el dominio de 

(/ ° g)ix) = figix)) = -- 

gix) - 1 

2 2x + 6 

5 2 - x 

x + 3 

no es {x | x # 2}? 


es (—”, oo). Indique còrno determinar / + g,f— g y fg- 
Ponga en pràctica sus ideas. 

69. Indique còrno se relaciona la gràfica de y = \{fix) 
+ I fix) |} con la gràfica de y = fix). Ilustre sus ideas 
usando/(x) = x 2 — 6x + 5. 

70. Explique lo siguiente: 

a) La suma de dos funciones pares/y g, ; es par? 

b) La suma de dos funciones impares/y g, /es impar? 

c) El producto de una función/par, por una función g 
impar, /es par, impar o ninguna de las dos? 

d) El producto de una función impar/por una función 
impar g, /es par, impar o ninguna de las dos? 

71. El producto fg de dos funciones lineales con coeficientes 
reales, /(x) = ax + b, por g(x) = ex + d, es una función 
cuadràtica. Explique por qué la gràfica de està función debe 
tener al menos una intersección con el eje x. 

72. Forme dos funciones/y g diferentes, de tal modo que el 
dominio de F (x) =f°g sea [—2, 0) U (0, 2]. 


| 5.6 Funciones inversas 


■ Introducción Recordemos que una función/es una regia de correspondencia que asigna 
a cada valor x en su dominio X, un solo valor, o valor ùnico, y, en su rango. Està regia no 
excluye que el mismo nùmero y esté asociado con varios valores de x. Por citar un caso, para 
fix) = x 2 + 1, el valor y = 5 se presenta con x = — 2, o bien con x = 2. Por otra parte, para la 
función gix) = x 3 , el valor y = 64 sólo se presenta cuando x = 4. En realidad, para cada valor 
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de y en el rango de g(x) = x 3 , sólo corresponde un valor de x en el dominio. A las funciones de 
està ultima clase se les asigna un nombre especial. 


Definición 5.6.1 Función uno a uno 

Se dice que una función/es uno a uno o biunivoca si cada numero en el rango de/està 
asociado con exactamente un numero en su dominio X. 


■ Prueba de la recta horizontal La interpretación geomètrica de lo anterior es que una 
recta horizontal (y = constante) puede cortar la gràfica de una función uno a uno cuando 
mucho en un punto. Ademàs, si toda recta horizontal que corta la gràfica de una función lo 
hace cuando mucho en un punto, necesariamente la función es uno a uno. Una función no es 
uno a uno si alguna recta horizontal corta su gràfica màs de una vez. 


EJEMPLO 1 


Prueba de la recta horizontal 


Las gràficas de las funciones /(x) = x 2 + 1 y g(x) = x 3 , asi corno una recta horizontal 
y = c que interseca las gràficas de/y g, se muestran en la FIGURA 5.6.1. La figura 5.6. la) 
indica que hay dos numeros, X\ y X 2 , en el dominio de/para los que/(x|) =/(x 2 ) = c. Al 
inspeccionar la figura 5.6.1Z?) se ve que para toda recta horizontal y = c que cruza la grà¬ 
fica, sólo hay un numero X| en el dominio de g, tal que g(xì) = c. Por consiguiente, la 
función/no es uno a uno, mientras que la función g si lo es. = 


y = x 2 + 1 



a) No uno a uno 



b) Uno a uno 

FIGURA 5.6.1 Dos tipos 
de funciones del ejemplo 1 


Una función uno a uno se puede definir de varias maneras. Con base en la descripción 
anterior, la afirmación siguiente tiene sentido: 

Una función f es uno a uno si y sólo sif(x\) = /(x 2 ) implica que X\ = x 2 para toda xq 
y x 2 en el dominio def. ( 1 ) 

Enunciada en forma negativa, (1) indica que una función/no es uno a uno si se pueden 
encontrar numeros xi y X 2 (con X\ A X 2 ) en el dominio de/tales que/(xi) = /(x 2 ). El lector 
verà este enunciado del concepto de función uno a uno en el capitulo 7 cuando deba resolver 
ciertas clases de ecuaciones. 

Considere que (1) es una forma de determinar si una función/es biunivoca cuando no 
se cuenta con una gràfica. 


EJEMPLO 2 


Comprobación de funciones uno a uno 


a) La función es /(x) = x 4 — 8x + 6. Observe que/(0) = /(2) = 6, pero corno 0 A 2 
concluimos que/no es uno a uno. 

/ % 1 

b) La función es /(x) = —--, y sean x 1 y x 2 numeros en el dominio de/. Si supo- 


1 


1 


2x - 3 

nemos que /(xj) = /(x 2 ), esto es, que 

2x 1 — 3 2x 2 — 3 

reciproco de ambos miembros se ve que 


, entonces, al obtener el 


2x[ — 3 = 2x 2 — 3 implica que 2x : = 2x 2 o x t = x 2 . 
De acuerdo con (1) se llega a la conclusión que/es uno a uno. 


■ Inversa de una función uno a uno Supongamos que/es una función uno a uno cuyo 
dominio es X y rango Y. Como todo nùmero y en Y corresponde precisamente a un nùmero x 
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Advertencia: E1 simbolo/ -1 no 
representa al reciproco 1//. E1 
nùmero — 1 no es un exponente. 


Dominio de/ 



en X, la función/en realidad debe determinar una función “inversa”/ ', cuyo dominio es Y 
y rango es X. Como se ve en la FIGURA 5.6.2, /y/” 1 deben satisfacer 

f(x) = y y f~ l (y ) = x. (2) 

En realidad, las ecuaciones en (2) son las composiciones de las funciones/y/ 

f(r\y)) = y y f~\f(x)) = x. 0) 

A la función/” 1 se le llama inversa de/ o función inversa de/. De acuerdo con la conven- 
ción que cada elemento del dominio se represente con el simbolo x, la primera ecuación de 
(3) se reacomoda en la forma f(f \x)) = x. Resumiremos los resultados en (3). 


Definición 5.6.2 Función inversa 

Sea/una función uno a uno con dominio X y rango Y. La inversa de/es la función/” 1 
cuyo dominio es Y y rango es X, para los cuales 



/(/ '(x)) = x para toda x en Y 

(4) 

y 

/” 1 (/(/)) = x para toda x en X 

(5) 


Naturalmente, si una función/no es uno a uno, no tiene función inversa. 

■ Propiedades Antes de examinar realmente los métodos para determinar la inversa de 
una función / uno a uno, primero mencionaremos algunas propiedades importantes de / y 
de su inversa/” 1 . 


Teorema 5.6.1 Propiedades de las funciones inversas 

i ) Dominio de/” 1 = rango de/ 

ii) Rango de/” 1 = dominio de/ 

iii) y = f(x) equivale a x = f ,_1 (y). 

iv) Una función inversa/” 1 es uno a uno. 

v) La inversa de/” 1 es/ esto es, (/ ') 1 =/. 

vi) La inversa de/es unica. 


■ Primer mètodo para determinar f 1 Describiremos dos maneras de determinar la inversa 
de una función uno a uno /. Ambos métodos requieren resolver una ecuación; el primero 
comienza con (4). 


EJEMPLO 3 


Inversa de una función 


a) Detenni ne la inversa de f(x) = -. 

2x — 3 

b) Determine el dominio y el rango de/” 1 . Determine el rango de/. 


Solución 

a) Ya demostramos en el inciso b) del ejemplo 2 que/es uno a uno. Para determinar la 
inversa de/usando (4), debemos sostituir/ '(x) siempre que x aparezea en/ y a 
continuación igualar a x la expresión /(/' '(x) ): 


f{f~\x)) 


de està ecuación, despejar / (x) 

i 


1 

2 r\x) - 3 
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Se calcula el reciproco de ambos miembros de la ecuación en el interior del cua- 
dro: 


2 r'U) - 3 
2 r\x) 


i 


1 3x + 1 

3 H— —-. 

x x 


denominador comun 


Se dividen entre 2 ambos miembros de la ùltima ecuación para llegar a la inversa 
de/: 


b ) Al examinar/se ve que su dominio es el conjunto de numeros reales, excepto |, esto 
es, {x|x A §}. Ademàs, en la inversa que acabamos de determinar se ve que el 
dominio de/ 1 es {x \ x A 0}. Como el rango de/ -1 = dominio de/ entonces se ve 
que el rango de/ -1 es {y |y A §}. De acuerdo con el dominio de/ -1 = rango de/ 
también descubrimos que el rango de/es {y | y A 0}. = 


■ Segando mètodo para determinar f 1 La inversa de una función/se puede determinar 
de un modo distinto. Si/ 1 es la inversa de/ entonces x = f '(y). Por consiguiente, sólo se 
debe: 

• Despejar el simbolo x de y = f(x) en términos de y (si es posible). Con esto se obtiene 

x =/~‘Cv)- 

• Cambiar la definición de la variable x ay, y de la variable yax. Con esto se obtiene 

y=r\x). 


EJEMPLO 4 


Inversa de una función 


Determine la inversa de/(x) = x. 


Solución Enelejemplo 1 vimos que està función es uno a uno. Para comenzar, la ecuación 
se expresa en la forma y = x 3 . Entonces, al despejar x se obtiene x = y 1/3 . A continuación 
cambiamos la definición de las variables para obtenery = x 1/3 . Por consiguiente,/ 1 (x) = 
x 1/3 , lo que es equivalente a / -1 (x) = vx. = 


A veces se dificulta determinar la inversa de una función uno a uno y = /(x), y otras veces 
es imposible. Por ejemplo, se puede demostrar que la función/(x) = x 3 + x + 3 es uno a uno 
y, por tanto, tiene inversa/ , pero despejar x de la ecuación y = x 3 + x 4- 3 es diflcil para 
todos (incluso el profesor). Sin embargo, corno/sólo implica potencias enteras positivas de 
x, su dominio es (—°°, °°). Si el lector inspecciona/gràficamente, vera que su rango también 
es (—°°, °°). En consecuencia, el dominio y el rango de/ -1 son (—°°, °°). Aun cuando no 
conociéramos / 1 en forma expllcita, tiene mucho sentido hablar de valores corno /' '(3) y 
/ 1 (5). En el caso de/ -1 (3), nótese que/(0) = 3. Eso quiere decir que/ -1 (3) = 0. ^Podrà el 
lector calcular el valor de/ 1 (5)? 

■ Graficas de fy f 1 Suponga que (a, b ) representa cualquier punto en la gràfica de una 
función uno a uno/ Entonces,/(a) = b y 

f~\b) = = a 

implica que ( b , a) es un punto en la gràfica de/ -1 . Como se ve en la FIGURA 5.6.3a), los pun- 
tos (a, b) y ( b , a ) son reflexiones uno del otro, en la recta y = x. Eso quiere decir que la recta 
y = x es la mediatriz del segmento de recta que va de (a, b) a ( b , a). Como cada punto en una 
gràfica es la reflexión de un punto correspondiente en la otra, en la figura 5.6.3 b) se ve que 
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las gràficas de/ 1 y/son reflexiones uno del otro en la recta y = x. También se dice que las 
gràficas de / -1 y/son simétricas respecto a la recta y = x. 



FIGURA 5.6.3 Las gràficas de/y/ 1 son reflexiones en la recta y = x. 


Gràficas de fy f 1 

En el ejemplo 4 se vio que la inversa de y = x 3 es y = x 1/3 . En las FIGURAS 5.6.4a) y 5.6.4 b) 
se muestran las gràficas de esas funciones; en la figura 5.6.4c) las gràficas se superponen 
en el mismo sistema coordenado para ilustrar que son reflexiones una de la otra en la recta 
y = x. 


EJEMPLO 5 



FIGURA 5.6.4 Gràficas de/y/ 1 del ejemplo 5 


Toda función lineai/(x) = ax + b, con a i= 0. es uno a uno. 



el ejemplo 6 


EJEMPLO 6 


Inversa de una función 


Determine la inversa de la función lineai/(x) = 5x — 7. 


Solución Como la gràfica de y = 5x — 7 es una recta no horizontal, de acuerdo con la 
prueba de la recta horizontal se ve que/es una función uno a uno. Para determinar /' 1 se 
resuelve y = 5x — 7 para x: 


5x = y + 7 


implica que 



Al intercambiar los nombres de las variables en la ultima ecuación se obtiene y = \x + 
Por consiguiente, / - 1 (x) = jx + 5 . Las gràficas de/y / -1 se comparan en la FIGURA 

5.6.5. = 
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Toda función cuadràtica/(x) = ax 2 + bx + c, con a =h 0, no es uno a uno. 

■ Dominios restringidos En el caso de una función/que no es uno a uno, se puede res- 
tringir su dominio de tal manera que la nueva función, que consista en / definida en este 
dominio restringido, sea uno a uno, y entonces tenga una inversa. En la mayor parte de los 
casos se quiere restringir el dominio para que la nueva función conserve su rango originai. 
En el ejemplo siguiente se ilustra este concepto. 


EJEMPLO 7 


Dominio restringido 


En el ejemplo 1 demostramos gràficamente que la función cuadràtica/(x) = x 2 + 1 no es 
uno a uno. El dominio de/es (—°°, °°), y corno se observa en la FIGURA 5.6.6a), el rango 
es [1, °o). Ahora bien, si f(x) = x 2 + 1 sólo se define en el intervalo [0, °°), se ven dos 
cosas en la figura 5.6.6 b): el rango de/se conserva, y f(x) = x 2 + 1 se confina al dominio 
[0, °o) y pasa la prueba de la recta horizontal; en otras palabras, es uno a uno. La inversa 
de està nueva función uno a uno se obtiene en la forma acostumbrada. Cuando se resuelve 
y = x 2 + 1 se ve que 


x 2 = y - 1 


y x = ± Vy - 1 


y entonces 


y = ±Vx - 1. 


El signo algebraico adecuado en la ùltima ecuación se determina a partir del hecho de que 
el dominio y el rango de / 1 son [1, °°) y [0, °°), respectivamente. Eso Ile va a seleccionar 
a /■'(■*) = Vx - 1 corno inversa de/[figura 5.6.6c)]. 



a) No es una función uno a uno b ) Función uno a uno c) Inversa de la función del inciso b) 

FIGURA 5.6.6 Función inversa del ejemplo 7 = 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-14. 


En los problemas 1 a 6 se muestra la gràfica de una función/. 
Aplique la prueba de la recta horizontal para determinar si/ 
es uno a uno. 



FIGURA 5.6.7 Gràfica para el problema 1 



FIGURA 5.6.8 Gràfica para el pro¬ 
blema 2 
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3. 



FIGURA 5.6.9 Gràfica para el problema 3 


13. /(*) 
14 - /(*) 


4x 2 + 1 
| x + 10 | 


En los problemas 15 a 18 proceda corno en el ej empio 2 b) 
para demostrar que la función dada/.vi es uno a uno. 


15. /(x) 


2 

5x + 8 



FIGURA 5.6.10 Gràfica para el problema 4 



FIGURA 5.6.11 Gràfica para el problema 5 



FIGURA 5.6.12 Gràfica para el problema 6 


En los problemas 7 a 10 trace la gràfica de la función defi- 
nida por partes/para determinar si es uno a uno. 


7. 

8 . 

9. 

10 . 


f(x) = | 
f(x) = | 
f(x) = | 
f(x) = | 


x — 2 , x < 0 
\/x, x & 0 

— V—x, x < 0 

\/x, x > 0 

—x — 1 , x < 0 

x 2 , x & 0 

x 1 + x, x < 0 
x 2 — x, x s 0 


En los problemas 11 a 14 proceda corno en el ej empio 2 a) 
para demostrar que la función dada fno es uno a uno. 

11 . /(x) = x 2 — 6 x 

12 . /(x) = (x - 2 )(x + 1 ) 


16 . /(x) 


2x - 5 

X — 1 


17. /(x) = Vd - X 


18. /(x) 


1 _ 

x 3 + 1 


En los problemas 19 y 20, la función/es uno a uno. Sin 
calcolar /' halle su dominio y rango. 

19. /(x) = 4 + Vx 

20 . /(;c) = 5 - VxT^ 

En los problemas 21 y 22, la función /es uno a uno. Se indi- 
can el dominio y el rango de/. Determine / -1 y defina su 
dominio y su rango. 

21 . /(x) = — -i=, x > 0 , y > 0 

Vx 

, , 3 

22 . /(x) = 2 H- 1 =, x > 0 , y > 2 

Vx 


En los problemas 23 a 28, la función/es uno a uno. 
Determine/ -1 . Trace la gràfica dc/y / 1 en los mismos ejes 
coordenados. 

23. /(x) = —2x + 6 

24. /(x) = —2x + 1 

25. /(x) = x 3 + 2 

26. /(x) = 1 - x 3 

27. /(x) = 2 — Vx 

28. /(x) = Vx - 7 


En los problemas 29 a 32, la función/es uno a uno. 
Determine/V Proceda corno en el ejemplo 3 b) y determine 
el dominio y el rango de/ -1 . A continuación determine el 
rango de/. 


29. /(x) 


J 

2 x - 1 


30. /(x) 


2 

5x + 8 


31. /(x) 


Ix 

2x - 3 


32- /(x) 


1 — x 
x — 2 
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En los problemas 33 a 36, la función/es uno a uno. Sin 
determinar/ -1 , calcule el punto de la gràfica de/ -1 que 
corresponde al valor indicado de x en el dominio de/. 

33. /(x) = 2x 3 + 2x; x = 2 

34. /(x) = 8x — 3; x = 5 

35. /(x) = x + Vx; x = 9 



FIGURA 5.6.16 Gràfica para 
el problema 40 


En los problemas 37 y 38, trace la gràfica de/ 1 a partir de la 
gràfica de/. 



FIGURA 5.6.13 Gràfica 
para el problema 37 



FIGURA 5.6.14 Gràfica para 
el problema 38 


En los problemas 39 y 40, trace la gràfica de/a partir de la 
gràfica de/” 1 . 



FIGURA 5.6.15 Gràfica para 
el problema 39 


En los problemas 41 a 44, la función/no es uno a uno en el 
dominio indicado, pero es uno a uno en el dominio restrin- 
gido (el segundo intervalo). Determine la inversa de la fun- 
ción uno a uno e indique su dominio. Trace la gràfica de/en 
el dominio restringido, y la gràfica de /” 1 en los mismos ejes 
coordenados. 

41. /(x) = 4x 2 + 2, (-oo, °o); [0, °°) 

42. /(x) = (3 - 2x) z , (-oo, °o); [|, oo) 

43. /(x) = \“\/4 - x 2 , [-2, 2]; [0,2] 

44. /(x) = Vi - x 2 , [-1, 1]; [0,1] 

En los problemas45 y 46 verifique que/(/ _ 1 (x)) = xy que 

/ _1 (/W) = 

45. /(x) = 5x — 10, /”'(x) = \x + 2 

, , 1 ,, , 1 — x 

46. /(x) = —-, / ‘(x = —— 

X + 1 X 

EE Para la discusión 

47. Suponga que/es una función continua creciente (o decre- 
ciente) para toda x de su dominio. Explique por qué/nece- 
sariamente es uno a uno. 

48. Explique por qué la gràfica de una función uno a uno / 
puede tener cuando mucho una intersección con el eje x. 

49. La función/(x) = 12x — 41 no es uno a uno. / Conio se debe 
restringir el dominio de / para que la nueva función 
tenga una inversa? Determine /” 1 e indique cuàles son su 
dominio y su rango. Trace la gràfica de/en el dominio 
restringido, y la gràfica de /” 1 en los mismos ejes coorde¬ 
nados. 

50. La ecuación y = '^/x — *$/y define una f unción uno a uno 
y =/(x). Calcule/”'(x). 

51. ( ' Qué propiedad tienen en comun las funciones uno a uno 
y =/(x) de las FIGURAS 5.6.17a) y 5.6. ìlb)2 Determine dos 
funciones explfcitas màs que tengan està misma propiedad. 
Sea muy darò acerca de qué tiene que ver està propiedad 
con/” 1 . 
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FIGURA 5.6.17 Gràficas del problema 51 


| 5.7 Traducción de palabras a funciones 


■ Introducción En cursos posteriores habrà casos en los que se espera que usted traduzca 
las palabras que describen un problema en sfmbolos matemàticos para desarrollar o deducir 
una ecuación o una función. 

En està sección nos centraremos en los problemas con funciones. Comenzaremos con 
una descripción verbal acerca del producto de dos numeros. 


EJEMPLO 1 


Producto de dos numeros 


La suma de dos numeros no negativos es 15. Expresar el producto de uno con el cuadrado 
del otro corno función de uno de los numeros. 


Solución Primero, representaremos los dos numeros con los sfmbolos x y y, recordando 
que “no negativo” quiere decir que x > 0 y y > 0. La primera frase dice que x + y = 15; 
ésta no es la función que buscamos. La segunda frase describe la función que deseamos; 
se llama “el producto”. Representemos “el producto” por el simbolo P. Ahora bien, P es 
el producto de uno de los numeros, digamos x, por el cuadrado del otro, esto es, por y 2 : 

P = xy 2 . (1) 


No, todavfa no terminamos porque se supone que P es una “función de uno de los nùme- 
ros”. Ahora aprovecharemos que los numeros x y y se relacionan porx + y = 15. De està 
ultima ecuación sustituimos y = 15 — x en la ecuación (1) para obtener el resultado que 
deseamos: 


P(x) = x(l5 — x) 2 . 


( 2 ) = 


A continuación se presenta un resumen simbòlico del anàlisis del problema del ejem- 
plo 1. 


x + y = 15 


sean los numeros x S: 0 y 3 ; £: 0 


La suma de dos numeros no negativos es 15. Expresar el producto con 


(3) 


el cuadrado del otro corno función de uno de los numeros. 

Observe que la segunda frase es vaga, pues no dice cuàl numero se eleva al cuadrado. Eso 
quiere decir que, en realidad, eso no importa; la ecuación (1) también podrfa escribirse corno 
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P = yx 2 . También, podriamos haber usado x = 15 — y en (1) para llegar a P(y) = (15 — y)y 2 . 
En un ambiente de càlculo no hubiera importado si trabajàramos con P(x) o con P(y), porque 
al determinar uno de los numeros se determina el otro automàticamente, por medio de la 
ecuación x + y = 15. Està ùltima ecuación se suele llamar restricción. Una restricción no 
sólo define la relación entre las variables x y y, sino con frecuencia establece un limite a la 
forma en que pueden variar x y y. Como vera en el ejemplo siguiente, la restricción ayuda a 
determinar el dominio de la función que acabamos de construir. 


EJEMPLO 2 


Continuación del ejemplo 1 


^Cuàl es el dominio de la función P(x) en (2)? 


Solución Sin conocer el contexto del planteo del problema en el ejemplo 1, habria que 
llegar a la conclusión que de acuerdo con la descripción de la pàgina 201, en la sección 
5.1, el dominio de la función polinomial cubica 


P(x) = jc(15 — x) 2 = 225x — 30x 2 + x 3 


es el conjunto de los numeros reales (—°°, °°). Pero en el contexto del problema originai, 
los numeros deberian ser no negativos. De acuerdo con los requisitos que i > Oy que 
y = 15 — x > 0, se obtienen x > 0 y x < 15, lo que quiere decir que x debe satisfacer la 
desigualdad simultànea 0£x£ 15. Si empleamos la notación de intervalos, el dominio 
de la función producto P de (2) es el intervalo cerrado [0, 15]. = 


Otra forma de ver la conclusión del ejemplo 2 es la siguiente: la restricción x + y = 15 
establece que y = 15 — x. Asf, si x pudiera ser mayor que 15 (digamos que x = 17.5), enton- 
ces y = 15 — x seria un nùmero negativo, lo cual contradice la hipótesis inicial de que 
y > 0. 

Invariablemente, siempre que se analizan problemas planteados en palabras en una clase 
de matemàticas, los estudiantes reaccionan con quejidos, ambivalencia y desaliento. Aunque 
no garantizamos nada, las sugerencias siguientes podrfan ayudarle a resolver los problemas 
de los ejercicios 5.7. Estos problemas son especialmente importantes si en sus planes futuros 
està tornar un curso de càlculo. 


GUfA PARA CREAR UNA FUNCIÓN 


i) Por lo menos trate de tener una actitud positiva. 

ii) Trate de ser limpio y organizado. 

iii) Lea despacio el problema. Luego vuelva a leerlo varias veces màs. 

iv) Siempre que sea posible, trace una curva o imagen e identifique en él las can- 
tidades dadas en el problema. No complique el dibujo. 


v) Si la descripción de la función indica dos variables, por ejemplo, x y y, bus- 
que una restricción o relación entre ellas (corno x + y = 15 en el ejemplo 1). 
Use la restricción para eliminar una de las variables y expresar la función 
requerida en términos de una variable. 


EJEMPLO 3 


Àrea de un rectàngulo 


Un rectàngulo tiene dos vértices en el eje x y dos vértices en el semicirculo cuya ecuación 
es y = V25 - x 2 [FIGURA 5.7.1a)]. Determine las dimensiones del rectàngulo màximo. 
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Solución Si ( x , y), x > 0, y > 0 representa el vèrtice del rectàngulo que està en el circulo 
y en el primer cuadrante, entonces, corno se ve en la figura 5.7. li»), el àrea A es largo x 
ancho, es decir 


A = (2x) X y = 2xy. (4) 

En este problema, la restricción es la ecuación y = \/25 - x 2 del semicirculo. Usaremos 
la ecuación de restricción para eliminar y en (4) y obtener el àrea del rectàngulo, 



A(x) = 2x\/25 — x 2 , 


(5) = 


Si tuviéramos que examinar la función A(x) fuera del contexto del ejemplo 3, su dominio 
hubiera sido [—5, 5]. Como supusimos que x > 0, el dominio de A(x) en la ecuación (4) en 
realidad es el intervalo abietto (0, 5). 


b) 

FIGURA 5.7.1 Rectàngulo del ejem¬ 
plo 3 


EJEMPLO 4 


iCuànta cerca? 


Un rancherò pretende delimitar un terreno rectangular que tenga 1 000 nr de superficie. 
El terreno serà cercado y dividido en dos partes iguales, con una cerca adicional, paratela 
a dos lados. Calcule las dimensiones del terreno que requieran la cantidad minima de 
cerca. 



FIGURA 5.7.2 Terreno rectangular 
del ejemplo 4 


Solución El esquema debe ser un rectàngulo con una recta en su mitad, similar a lo que 
se ve en la FIGURA 5.7.2. Como muestra la figura, sea x > 0 el largo del terreno rectangular, 
y sea y > 0 su ancho. Si el simbolo F representa està cantidad, la suma de las longitudes 
de las cinco partes (dos horizontales y tres verticales), de la cerca, es 

F = 2x + 3y (6) 

Como queremos que F sea una función del largo de un lado del terreno, debemos eliminar 
xoyde ( 6 ). Sin embargo, el terreno cercado debe tener un àrea de 1 000 m 2 , asi que x y 
y deben relacionarse con la restricción xy = 1 000. De acuerdo con està ultima ecuación, 
se obtiene y = 1 000/x, que se puede usar para eliminar y en ( 6 ). Por tanto, la cantidad de 
cerca F en función de x es F(x) = 2x + 3(1 000/x), es decir, 


F(x) = 2x + 


3 000 
x 


(7) 


Como x representa una dimensión fisica que satisface xy = 1 000, la conclusión es que x 
es positivo. Pero ademàs de ésa, x no tiene otra restricción. Tenga en cuenta que si el 
nùmero positivo x se acerca a 0 , entonces y = 1 000 /x serà muy grande, en tanto que si se 
considera que x es un nùmero muy grande, entonces y se aproximarà a 0. Por consiguiente, 
el dominio de F(x) es (0, °°). = 


Si un problema se relaciona con triàngulos, debe estudiarlo detenidamente y determinar 
si ha de aplicar el teorema de Pitàgoras, triàngulos semejantes o trigonometria (véase la 
sección 10 . 2 ). 


EJEMPLO 5 


Escalera mas corta 


Una pared de 10 pies se halla a 5 pies de distancia de un edificio. Una escalera, apoyada 
en la pared, toca el edificio corno se ilustra en la FIGURA 5.7.3. Exprese la longitud de la 
escalera corno una función de x corno se muestra en la figura. 
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Solución SeaLla longitud de la escalera. Con x y y definidos enla figura 5.7.3, 
se ve que hay dos triàngulos rectàngulos, que el triàngulo mayor tiene tres lados 
cuyas longitudes son L, y y x + 5, y el triàngulo menor tiene dos lados cuyas 
longitudes son x y 10. Ahora bien, la escalera es la hipotenusa del triàngulo 
rectàngulo mayor, asi que de acuerdo con el teorema de Pitàgoras, 

L 2 = (x + 5 ) 2 + y 1 ( 8 ) 

Los triàngulos rectàngulos de la figura 5.7.3 son semejantes, porque ambos 
tienen un àngulo recto y comparten el àngulo agudo que forma la escalera con 
el piso. Entonces aprovecharemos que las relaciones de los lados correspondien- 
tes son iguales en triàngulos correspondientes. Eso nos permite escribir 

y _ 10 
x + 5 x 



Despejamos y en términos de x en la ultima ecuación y obtenemos y = 10(x + 5)/x; por 
tanto, ( 8 ) se convierte en 


L 2 = (x + 5 ) 2 + 


10(jc + 5) 


= (x + 5 ) 2 1 + 


100 


= (x + 5)' 


X 

x 2 + 100 


sefactoriza (x + 5) 2 


denominador commi 


Se saca la raiz cuadrada para obtener L en función de x : 


, * x + /—x - 

L(x) =-Vx 2 + 100. 

X 


la raiz cuadrada de un producto es 

el producto de las rafces cuadradas de los factores 


El dominio de la función L(x) es (0, °°). 


EJEMPLO 6 


Distancia a un punto 


Exprese la distancia desde un punto (x, y) en el primer cuadrante del circulo x 2 + y 2 = 1 
al punto (2, 4) corno una función de x. 


Solución Sea alla distancia de (x,y) a (2,4), corno se muestraen la FIGURA 5.7.4. Entonces, 
con base en la fòrmula de la distancia (2) de la sección 4.1, 


d = V(x ~ 2 ) 2 + (y - 4 ) 2 = Vx 2 + y 2 - 4x - 8 y + 20 . 0 ) 

En este problema, la restricción es la ecuación del circulo x 2 + y 2 = 1. Con ella se puede 
sustituir de in mediato x 2 + y 2 en (9), por el numero 1. Ademàs, usando la restricción para 
escribir y = \/1 — x 2 podemos eliminar y en (9). Asi, la distancia d en función de x es: 


d(x) = \/21 — 4x — &\71 — x 2 . 


( 10 ) 


Como (x, y) es un punto del circulo en el primer cuadrante, la variable x puede ir de 0 a 1, 
esto es, el dominio de la función en ( 10 ) es el intervalo cerrado [ 0 , 1 ]. = 


Notas del aula 

No debe pensar que todo problema que requiera el planteamiento de una función a partir 
de una descripción verbal debe tener una restricción. En los problemas 11 a 16 de los 
ejercicios 5.7, la función requerida también se puede plantear usando sólo una variable. 



FIGURA 5.7.4 Distancia d en el 
ejemplo 6 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-15. 


En los problemas 1 a 40 traduzca las palabras en una función 
adecuada. Indique el dominio de la función. 

1. El producto de dos nùmeros positivos es 50. Exprese su 
suma corno función de uno de los numeros. 

2. Exprese la suma de un nùmero distinto de cero y de su 
reciproco en función del nùmero. 

3. La suma de dos nùmeros no negativos es 1 . Exprese la 
suma del cuadrado de uno, mas el doble del cuadrado del 
otro, en función de uno de los nùmeros. 

4. Sean m y n dos enteros positivos. La suma de dos nùmeros 
no negativos es S. Exprese el producto de la m-ésima 
potencia de uno por la n-ésima potencia del otro en función 
de uno de los nùmeros. 

5. El perimetro de un rectàngulo es 200 pulg. Exprese el àrea 
del rectàngulo en función de la longitud de uno de sus 
lados. 

6 . La superficie de un rectàngulo es de 400 pulg 2 . Exprese el 
perimetro del rectàngulo en función de la longitud de uno 
de sus lados. 

7. Exprese el àrea del rectàngulo sombreada de la FIGURA 5.7.5 
en función de x. 



FIGURA 5.7.5 Rectàngulo para el 
problema 7 


8 . Exprese la longitud del segmento de recta que contiene al 
punto (2, 4), corno se ve en la FIGURA 5.7.6, en función de x. 



FIGURA 5.7.6 Segmento de recta 
para el problema 8 


9. Exprese la distancia desde un punto (x, y) en la gràfica de 
x + y = 1, al punto (2, 3), corno función de x. 

10. Exprese la distancia desde un punto (x, y) en la gràfica de 
y = 4 — x 2 , al punto (0, 1), en función de x. 

11. Exprese el perimetro de un cuadrado en función de su 
àrea A. 

12. Exprese el àrea de un cfrculo en función de su diàme¬ 
tro d. 

13. Exprese el diàmetro de un cfrculo en función de su circun- 
ferencia C. 

14. Exprese el volumen de un cubo en función del àrea A de 
su base. 

15. Exprese el àrea de un triàngulo equilàtero en función de 
su altura h. 

16. Exprese el àrea de un triàngulo equilàtero en función de 
la longitud s de uno de sus lados. 

17. Un alambre de longitud x se dobla en forma de un cfrculo. 
Exprese el àrea del cfrculo en función de x. 

18. Un alambre de longitud L se corta a x unidades de un 
extremo. Un trozo del alambre se dobla formando un cua¬ 
drado, y la otra parte se dobla para formar un cfrculo. 
Exprese la suma de las àreas en función de x. 

19. Se pianta un àrbol a 30 pies de la base de un poste de 
alumbrado, que tiene 25 pies de altura. Exprese la longitud 
de la sombra del àrbol en función de su altura (FIGURA 
5.7.7). 



30-►+<-s 


FIGURA 5.7.7 Àrbol para el problema 19 

20. El armazón de una cometa està formado por seis trozos de 
plàstico ligero. El marco exterior consta de cuatro piezas 
ya cortadas; dos tienen 2 pies de longitud y dos tienen 
3 pies de longitud. Exprese el àrea de la cometa en función 
de x, donde 2 x es la longitud de la pieza transversai que se 
indica en la FIGURA 5.7.8. 
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FIGURA 5.7.8 Cometa para 
el problema 20 


21. Una empresa desea construir una caja rectangular abierta, 
con 450 pulg 3 de volumen, de tal modo que la longitud de 
su base sea el triple de su ancho. Exprese la superficie de 
la caja en función del ancho. 

22. Un tanque cònico, con su vèrtice hacia abajo, tiene 5 pies 
de radio y 15 pies de altura. Al tanque se bombea agua. 
Exprese el volumen del agua en función de su profundidad. 
[Pista: el volumen de un cono es V = \irr 2 h. Aunque el 
tanque es un objeto tridimensional, examine su corte trans¬ 
versai, corno triàngulo de dos dimensiones]. (FIGURA 
5.7.9.) 



FIGURA 5.7.9 Tanque en forma 
de cono para el problema 22 


23. El automóvil A pasa por el punto O dirigiéndose hacia el 
este a una velocidad constante de 40 mi/h; el automóvil B 
pasa por el mismo punto una hora después, con rumbo al 
norte a una velocidad constante de 60 mi/h. Exprese la 
distancia entre los vehfculos, en función del tiempo t, con¬ 
tando t a partir de cuando el automóvil B pasa por el punto 
O (FIGURA 5.7.10). 


Norte 



FIGURA 5.7.10 Autos para el problema 23 


24. En el momento t = 0 (expresado en horas), dos aviones 
tienen una separación vertical de 1 milla, y se rebasan con 
direcciones opuestas. Si los aviones vuelan horizontal- 
mente con velocidades de 500 mi/h y 550 mi/h, exprese la 
distancia horizontal entre ellos en función de t. [Pista: 
distancia = velocidad x riempo]. 

25. La alberca de la FIGURA 5.7.11 tiene 3 pies de profundidad 
en el extremo bajo, y 8 pies de profundidad en el extremo 
hondo; tiene 40 pies de longitud y 30 pies de ancho (de los 
extremos); el fondo forma un plano inclinado. Se bombea 
agua a la alberca. Exprese el volumen del agua en la alberca 
en función de la altura h del agua sobre el fondo, en el lado 
hondo. [Pista: el volumen sera una función definida en 
intervalo, y su dominio sera 0 < h < 8]. 



FIGURA 5.7.11 Alberca para el 
problema 25 


26. El reglamento del servicio postai para paqueterfa estipula 
que la longitud mas el perimetro del extremo de un paquete 
no debe ser mayor que 108 pulgadas. Exprese el volumen 
del paquete en función del ancho x, corno se indica en la 
FIGURA 5.7.12. [Pista: suponga que el largo mas el perime¬ 
tro es igual a 108]. 



FIGURA 5.7.12 Paquete para el 
problema 26 


27. Considere todos los rectàngulos que tienen el mismo peri¬ 
metro p (en este caso p representa una constante). Exprese 
el àrea de un rectàngulo corno una función de la longitud 
de un lado. 

28. El largo de un rectàngulo es x, su altura es v y su perime¬ 
tro mide 20 pulg. Exprese la longitud de la diagonal del 
rectàngulo corno una función del largo x. 

29. Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres par- 
tes iguales, con dos cercas divisorias paralelas a dos lados. 
Si el àrea por encerrar es de 4 000 m 2 , calcule las dimen- 
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siones del terreno que requieran la minima cantidad de 
cerca. 

30. Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres par- 
tes iguales, con dos cercas divisorias paralelas a dos lados. 
Si la cerca total que se va a usar es de 8 000 m, calcule las 
dimensiones del terreno que tenga la màxima àrea. 

31. Un rancherò desea construir un corrai rectangular, de 
128 000 pies 2 de àrea, con uno de sus lados a lo largo 
de un rio recto. E1 cercado a lo largo del rio cuesta $1.50 
por pie, mientras que a lo largo de los otros tres lados, 
cercar cuesta $2.50 por pie. Calcule las dimensiones del 
corrai, para que el costo de la construcción sea minimo. 
[Pista: a lo largo del rio, el costo de x pies de cerca es de 
1.50x], 

32. Exprese el àrea de la región coloreada del triàngulo que se 
ilustra en la FIGURA 5.7.13 corno una función de x. 

(0, y) ii 

(2,4) 

(x, 0) 

FIGURA 5.7.13 Segmento de 
recta para el problema 32 

33. a) Se va a formar una caja rectangular abierta con base 

cuadrada, y 32 000 cm 3 de volumen. Calcule las 
dimensiones de la caja que requieran la cantidad 
minima de material (FIGURA 5.7.14). 



FIGURA 5.7.14 Caja para 
el problema 33 


35. Un canalón pluvial se fabrica con corte transversai rectan¬ 
gular con una pieza metàlica de 1 pie x 20 pies, doblando 
hacia arriba cantidades iguales en el lado de 1 pie. Véase 
la FIGURA 5.7.15. Exprese la capacidad de la canaleta con 
una función de x. [Pista: capacidad = volumen]. 



FIGURA 5.7.15 Canalón pluvial para el 
problema 35 


36. Se va a fabricar una lata de jugo, con forma de cilindro 
circular recto, para contener un volumen de 32 pulg 3 
(FIGURA 5.7.16a). Calcule las dimensiones de la lata para 
que en su construcción se use la minima cantidad de mate¬ 
rial. [Pista: material = superficie total de la lata = super¬ 
ficie de la tapa 4- superficie del fondo + superficie lateral. 
Si se quitan las tapas superior e inferior, y el cilindro se 
corta recto en su lado y se aplana, el resultado es el rec- 
tàngulo que se ve en la figura 5.7.16c)]. 



c) El lado es rectangular 

FIGURA 5.7.16 Lata de jugo para el problema 36 


34. Se va a construir una caja rectangular cerrada con base 
cuadrada. El material para la tapa cuesta $2 por pie cua- 
drado, mientras que el material para las caras restantes 
cuesta $1 por pie cuadrado. Si el costo total para construir 
cada caja es de $36, calcule las dimensiones de la caja con 
mayor volumen que pueda fabricarse. 


37. Una pàgina impresa tendrà màrgenes de 2 pulgadas, en 
bianco, en los lados, y màrgenes de 1 pulgada, en bianco, 
en las partes superior e inferior (FIGURA 5.7.17). El àrea de 
la parte impresa es de 32 pulg 2 . Calcule las dimensiones 
de la pàgina, para usar la cantidad minima de papel. 


256 


CAPITUL0 5 Funciones y gràficas 
































2 pulg 2 pulg 

h-H h-H j_ 

1 pulg 
T 


± 

_ 1 pulg 
T 


FIGURA 5.7.17 Pàgina impresa 
para el problema 37 


38. Muchas medicinas se encierran en càpsulas, corno se ve en 
la foto adjunta. Suponga que se forma una càpsula pegando 
dos hemisferios a los extremos de un cilindro circular recto, 
corno se ve en la FIGURA 5.7.18. Si el volumen total de la 
càpsula debe ser de 0.007 pulg 3 , calcule las dimensiones de 
ella para que en su construcción se use la cantidad minima 
de material. [Pista: el volumen de una esfera es f 7rr 3 , y su 
superficie es 4-7rr 2 ]. 



Càpsulas 


Hemisferio 



FIGURA 5.7.18 Modelo de la 
càpsula para el problema 38 


39. Un canalón de agua de 20 pies de longitud tiene sus extre¬ 
mos en forma de triàngulo isósceles, con lados de 4 pies 
de longitud (FIGURA 5.7.19). Determine la dimensión del 
lado superior del triàngulo para que el volumen del cana¬ 
lón sea màximo. [Pista: un cilindro recto no es necesaria- 
mente un cilindro circular, cuando la tapa y el fondo son 
circulares. La tapa y el fondo de un cilindro recto son 
iguales, pero podrian ser triàngulos, pentàgonos, trapezoi- 
des, etc. El volumen de un cilindro recto es el àrea de la 
base x altura]. 



FIGURA 5.7.19 Canalón de agua 
para el problema 39 


40. Algunas aves vuelan con màs lentitud sobre agua que 
sobre tierra. Un pàjaro vuela a 6 km/h constante sobre 
agua, y a 10 km/h sobre tierra. Con la información de la 
FIGURA 5.7.20, determine la trayectoria que debe seguir el 
ave para que su vuelo tenga un tiempo minimo total, entre 
la orilla de una isla y su nido en la orilla de otra isla. [Pista: 
distancia = velocidad x tiempo]. 



= Para la discusión 

41. En el problema 19 ( : ,quó sucede con la longitud de la som¬ 
bra del àrbol, cuando su altura se acerca a 25 pies? 

42. En un libro de ingenieria, se dice que el àrea del octàgono 
de la FIGURA 5.7.21 es A = 3.3 Ir 2 . Demuestreque enreali- 
dad està fòrmula es un càlculo aproximado del àrea. 
Calcule el àrea A exacta del octàgono, en función de r. 



FIGURA 5.7.21 Octàgono del 
problema 42 


5.7 Traducción de palabras afunciones 


257 




























| 5.8 Recta de minimos cuadrados 


■ Introducción Cuando realizamos experimentos, casi siempre tabulamos los datos en 
forma de pares ordenados (jq, y i ) - (x 2 , y 2 ), (x n , y„), donde cada x l es distinta. Dados los 
datos, es deseable extrapolar y a partir de x; para elio, debemos encontrar un modelo mate¬ 
màtico, esto es, una función que se aproxime o “se ajuste” a los datos. En otras palabras, 
necesitamos una función/tal que 

fix{) “ y\J(x2) “ y 2 > ■ --JUJ « y n 

Como es naturai, no queremos una función cualquiera, sino una que se ajuste a los datos lo 
mejor posible. En la explicación que sigue centraremos la atención exclusivamente en el 
problema de obtener un polinomio lineai y = nix + b o una linea recta que “se ajuste mejor” 
a los datos (jq, yq), (x 2 , y 2 ), ..., (x n , y„). El procedimiento para hallar està función lineai se 
conoce corno el mètodo de mmimos cuadrados. 


EJEMPLO 1 


Ajuste de una recta a los datos 


Considere los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6 ), (5, 5) que se muestran en la FIGURA 5.8.1 a). 
Cuando examinamos la figura 5.8.lè), notamos que la recta y = x + 1 pasa por dos de 
los puntos de datos y, en consecuencia, podrfamos creer que es la que mejor se ajusta a los 
datos. 




FIGURA 5.8.1 Datos en a); una recta que se ajusta a los datos en b) = 

Evidentemente, necesitamos algo mejor que una conjetura visual para determinar la 
función lineai y = f(x) corno en el ejemplo 1. Precisamos un criterio que defina el concepto 
de “mejor ajuste” o, corno se llama en ocasiones, la “bondad del ajuste”. 

Si tratamos de relacionar los puntos de datos con la recta y = mx + b, querremos obtener 
m y b de manera que satisfagan el sistema de ecuaciones 

yq = niX) + b 

y 2 = mx 2 + b ( 1 ) 

y„ = mx n + b. 

El sistema de ecuaciones (1) es un ejemplo de un sistema sobredeterminado; es decir, un 
sistema en el que hay mas ecuaciones que incógnitas. No esperamos que ese sistema tenga 
solución a menos que, por supuesto, los puntos de datos se situen todos en la misma recta. 

■ Recta de minimos cuadrados Si los puntos de datos son (jq, yq), (x 2 , y 2 ),..., (x„, y„), una 
forma de determinar còrno se ajusta la función lineai/(x) = mx + b a los datos consiste en 
medir las distancias verticales entre los puntos y la gràfica de/: 

e,- = \y, ~f(Xi) |, i = 1,2 ,..., n. 
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Se puede decir que cada e, es el error en la aproximación del valor del dato y, con el valor 
de la función/fx,) (FIGURA 5.8.2). Intuitivamente, la función/se ajusta a los datos si la suma de 
todos los valores de e, es un minimo. En realidad, un mètodo mas pràctico para resolver el 
problema consiste en hallar una función lineai / tal que la suina de los cuadrados de todos 
los valores e, sea un minimo. Definimos la solución del sistema (1 ) corno los coeficientes m 
y b que reducen al minimo la expresión 

E = e 2 + e? + ■ ■ ■ + e 2 

= tvi - /(*i)] 2 + [y 2 ~ f(x 2 )] 2 + ■ ■ ■ + [>’„ - /(x,,)] 2 (2) 

= [y, - (mx, + b)] 2 + [y 2 - (mx 2 + b)] 2 + ■ ■ ■ + [y n - (nix,, + b)] 2 . 

La expresión E se conoce corno suma de errores cuadràticos. La recta y = mx + b que 
minimiza la suma de errores cuadràticos (2) se denomina recta de mmimos cuadrados o 
recta del mejor ajuste de los datos (x h yq), (x 2 , y 2 ), ■■■, (x n , y„). 



FIGURA 5.8.2 Error al aproximar v, 
confa,) 


■ Notación de suma Antes de proceder a encontrar la recta de mmimos cuadrados conviene 
introducir una notación abreviada para las sumas de numeros. Puede resultar muy tedioso escri- 
bir sumas corno (1). Suponga que a k representa un nùmero reai que depende de un entero k. La 
suma de n numeros reales a k , a.\ + a 2 + a 2 + ••• + a n se denota con el simbolo N, a h es 
decir, 


N, ai — ai + a 2 + a 2 + ■ ■ ■ + a„ (3) 

k= 1 

En virtud de que S es letra griega mayuscula sigma, (3) se conoce corno notación de suma 
o notación sigma. El entero k se denomina indice de la suma y adopta valores enteros suce- 
sivos a partir de k = 1 y hasta k = n. Por ejemplo, la suma de los primeros 100 enteros 
positivos elevados al cuadrado, 


La notación de suma se explica 
con mayor detalle en la sección 
15 . 2 . 


I 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + ■ ■ ■ + 98 2 + 99 2 + 100 2 


se escribe de manera compacta asi: 

la suma termina con este nùmero 

I 

100 

2> 2 - 

k= 1 

t 

la suma empieza con este nùmero 


En notación sigma, escribimos de manera compacta la suma de los errores cuadràticos (2) 
asi: 


e = 2 [ y * -/(*,■)] 2 

Ì= 1 


n 

= 2 [>i ~ mx > ~ b ì 2 
/=! 


(4) 


El problema que queda por resolver ahora es: ^es posible hallar una pendiente m y una 
coordenaday b tal que (4) sea un minimo? La respuesta es si. Aunque omitiremos los detalles 
(que requieren del càlculo), los valores de in y b que producen el valor minimo de E estàn 
dados por 


m 


n n n 


n^x,y, - 

ì =1 /=1 1=1 



n n 





i= 1 


n n 

/= 1 1=1 



(5) A 


No se deje llevar por el pànico. La 
evaluación de estas fórmulas sólo 
requiere aritmètica. Ademàs, casi 
todas las calculadoras graficadoras 
pueden calcular estas sumas o 
darle m y b después de ingresar los 
datos. Consulte el manual del 
usuario. 


5.8 Recta de mmimos cuadrados 


259 
























EJEMPLO 2 



FIGURA 5.8.3 Recta de mi'nimos 
cuadrados (en rojo) del ejemplo 2 


Recta de minimos cuadrados 

Obtenga la recta de minimos cuadrados de los datos del ejemplo 1. Calcule la suina de 
errores cuadràticos E de està recta y la recta y = x + 1. 

Solución Con los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5) identificamos x\ = 1, Xi = 2, 
x 3 = 3, x 4 = 4, x 5 = 5, y\ = 1, y 2 = 3, y 3 = 4, y 4 = 6 y y 5 = 5. Con estos valores y n = 5, 
tenemos 

= 68, = 15 > 2- v < = 19 ’ = 55 - 

;= ì i = i i=i ì=i 

Sustituimos estos valores en las fórmulas de (5) y obtenemos m = 1.1 y b = 0.5. Por tanto, 
la recta de mmimos cuadrados es y = l.lx + 0.5. Para efectos de comparación, en la 
FIGURA 5.8.3 se muestran los datos, la recta y = x + 1 en azul y la recta de mmimos cua¬ 
drados y = l.lx + 0.5 en rojo. = 


Para la recta de mmimos cuadrados fix) = l.lx + 0.5 obtenida en el ejemplo 2, la suma 
de los errores cuadràticos (4) es 

n 

E = 2 tVi - mx - - b ì 2 
1=1 

= [1 -/(DI 2 + [3 -/(2)] 2 + [4 — /(3)] 2 + [6 -/(4)] 2 + [5 -/(5)] 2 
= [1 - 1.6] 2 + [3 - 2.7] 2 + [4 - 3.8] 2 + [6 - 4.9] 2 + [5 - 6] 2 = 2.7. 

En cuanto a la recta y = x + 1 que supusimos en el ejemplo 1 y que también pasaba por dos 
de los puntos de datos, encontramos que la suma de los errores cuadràticos es E — 3.0. 

'iota ^ En la sección 14.6 examinaremos otro mètodo para obtener la recta de mmimos cuadra¬ 

dos. 

Es posible generalizar la tècnica de minimos cuadrados. Por ejemplo, podriamos ajustar 
los datos dados a una expresión polinomial cuadràtica/(x) = ax 2 + bx + c e n lugar de un 
polinomio lineai. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-15. 


En los problemas 1 a 6, obtenga la recta de minimos cuadra¬ 
dos de los datos proporcionados. 

1. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2). 

2. (0,-1), (1,3), (2, 5), (3, 7). 

3. (1, 1), (2, 1.5), (3, 3), (4,4.5), (5, 5). 

4. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5). 

5. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10). 

6 . (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5). 

= Aplicaciones diversas 

7. En un experimento se obtuvo la correspondencia que se 
presenta en la tabla entre la temperatura T (en °C) y la 
viscosidad cinemàtica v (en centistokes) de un aceite con 
un cierto aditivo. Obtenga la recta de mmimos cuadrados 


v = mT + b y risela para estimar la viscosidad del aceite 
a T = 140 y 7 = 160. 


T 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

V 

220 

200 

180 

170 

150 

135 


8 . En un experimento se obtuvo la correspondencia que se 
presenta en la tabla entre la temperatura T (en °C) y la 
resistencia eléctrica R (en Mil). Obtenga la recta de mini¬ 
mos cuadrados R = mT + b y usela para estimar la resis¬ 
tencia a T = 700. 


T 

400 

450 

500 

550 

600 

650 

R 

0.47 

0.90 

2.0 

3.7 

7.5 

15 
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= Problemas para resolver con calculadora o 
sistema algebraico para computadora (sac) 

9. a) Podemos aproximar un conjunto de puntos de datos 
con un polinomio de mmimos cuadrados de grado n. 
Aprenda la sintaxis del sac que tenga a la mano para 
obtener una recta de mmimos cuadrados (polinomio 
lineai), un polinomio cuadràtico de mmimos cuadra¬ 
dos y un polinomio cùbico de mmimos cuadrados para 
ajustar los datos 

(-5.5, 0.8), (-3.3, 2.5), (-1.2, 3.8), 

(0.7, 5.2), (2.5, 5.6), (3.8, 6.5). 

b) Use un sac para superponer las gràficas de los datos 
y la recta de mmimos cuadrados obtenida en el inciso 
a) en los mismos ejes de coordenadas. Repita el pro- 


cedimiento con el polinomio cuadràtico de mmimos 
cuadrados y luego con los datos y el polinomio cùbico 
de mmimos cuadrados. 

10. Use los datos del censo de Estados Unidos (en millones) 
del ano 1900 al ano 2000 


1900 

1920 

1940 

75.994575 

105.710620 

131.669275 

1960 

1980 

2000 

179.321750 

226.545805 

281.421906 


y la recta de mmimos cuadrados para proyectar la pobla- 
ción de Estados Unidos en el ano 2020. 


■4 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Función: 

dominio de una 
rango de una 
cero de la 

Variable independiente 
Variable dependiente 
Gràficas: 

intersección con el eje x 
intersección con el eje y 
Prueba de la recta vellicai 
Función potencia 
Función polinomial 


Función lineai 
Función cuadràtica 
Función impar 
Función par 
Transformación rigida: 

desplazamiento vertical 
desplazamiento horizontal 
Reflexiones 

Transformaciones no rfgidas: 
estiramientos 
compresiones 


Función definida por partes: 

función màximo entero 
Función continua 

Combinaciones aritméticas de funciones 
Composición de funciones 
Cociente de diferencias 
Función uno a uno 
Prueba de la recta horizontal 
Función inversa 
Dominio restringido 
Recta de mmimos cuadrados: 
suma de errores cuadràticos 


EJSSUE^BEjercicios de repaso 

= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 22, responda verdadero o falso: 

1. Si (4, 0) està en la gràfica de f entonces (1, 0) debe estar 

en la gràfica de y = \f(x). _ 

2. Fa gràfica de una función sólo puede una intersección con 

>’• - 

3. Si/es una función tal que f(a) = f(b), entonces a = b. 

4. Ninguna función / diferente de cero puede ser simétrica 

respecto al eje x. _ 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-15. 


5. El dominio de /Uj = (x — 1) 1/3 es (—°°, °°)._ 

6. Si f(x) = x y g(x) = Vx + 2, entonces el dominio de g/f 
es [—2, °°). 

7. /es una función uno a uno si nunca asume el mismo valor 

dos veces._ 

8. El dominio de la función y = V —x es ( — °°, 0]._ 

9. La gràfica de y = V— ~x es una reflexión de la gràfica f{x) 

= V— ~x en el eje y. _ 

10. Un punto de intersección de las gràficas de / y f 1 debe 
estar en la recta y = x. _ 


Ejercicios de repaso 


261 





























11. La función uno a uno f(x) = 1/x tiene la propiedad que 

f=r 1 - _ 

12. La función/(x) = 2x 2 + 16x — 2 disminuye en el intervalo 

[-7, -5].._ 

13. Ninguna función par definida en (—a, a), con a > 0, puede 

ser uno a uno._ 

14. Todas las funciones impares son uno a uno._ 

15. Si una función/es uno a uno, entonces/" 1 ^) = . 

f(x) 


16. Si/es una función creciente en un intervalo que contiene 

X\ < X 2 , entonces/xq) </(x 2 )._ 

17. La función/(x) = \x \ — 1 es decreciente en el intervalo 

[0, oo). _ 

18. Para la composición de funciones,/ 0 (g + h) = f° g + 

f° h. _ 

19. Si la intersección con el eje y de la gràfica de una función 

/es (0,1), entonces la intersección con ese eje de la gràfica 
de y = 5 — 3 f(x) es (0, 2)._ 

20 . Si/ es una función lineai, entonces/(xj + x 2 ) = /(ri) + 

f(x 2 )- _ 

21. La función/(x) = x 2 + 2x 4- 1 es uno a uno en el dominio 
restringido [—1, °°). El rango de /' 1 es también [—1, °°). 


22. La función/(x) = x 3 + 2x + 5 es uno a uno. El punto (8,1) 
està en la gràfica de/" 1 ._ 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

2x 3 — 1 ! 

1. Si /(x) = 2 + 2 ' entonces (i>_) es un P un to en la 

gràfica de/ 

Ax 

2. Si/(x) = ~ y/(2) = 3, entonces A =_. 

10* — 2 

3. El dominio de la función /(x) =- es_. 

V5 - x 

4. El rango de la función /(x) = | x | — 10 es_. 

5. Los ceros de la función/(x) = V^x 2 — 2x son_. 

6. Si la gràfica de/es simétrica respecto al eje y, /(—x) = 


7. Si/es una función impar tal que/(—2) = 2, entonces 

/( 2 ) =_. 

8. La gràfica de una función lineai para la cual/( — 1) = 1 y 

/( 1) = 5 tiene pendiente m = _. 

9. Una función lineai cuyas intersecciones con los ejes son 

(-LO)y(O, 4) es/(x) =_. 


10. Si la gràfica de y = \x — 2\ se desplaza 4 unidades a la 

izquierda, entonces su ecuación es_. 

11. Las intersecciones con x y y de la paràbola/(x) = x 2 — 2x 

— 1 son_. 

12. El rango de la función /(x) = —x 2 + 6x — 21 es 

13. La función cuadràtica f(x) = ax 2 + bx + c para la cual/(0) 
= 7 y cuya unica intersección con x es (—2, 0) es/(x) = 


14. Si/(x) = x + 2 y g(x) = x 2 — 2x, entonces (f° g)(— 1) = 


15. El vèrtice de la gràfica/(x) = x 2 es (0, 0). Por tanto, el 
vèrtice de la gràfica de y = —5(x — IO) 2 4- 2 es 


16. Puesto que/ '(x) = Vx — 4 es el inverso de una función 

/uno a uno, sin hallar/ el dominio de/es_y el 

rango de/es_. 


17. La intersección con x de una función/uno a uno es (5, 0) 
y, por tanto, la intersección con y de/" 1 es_. 


18. El inverso de/(x) 


x — 5 
2x 4- 1 


es/" 1 = 


19. Para/(x) = [x 4- 2] - 4,/(-5.3) =_. 

20 . Si / es una función uno a uno tal que /( 1 ) = 4, entonces 

f(f\ 4)) = _• 


= C. Ejercicios de repaso 


En los problemas 1 y 2, identifique dos funciones/y g tales 
que h =f°g. 


1. h(x) 


(3x - 5) 2 


2. h(x) = 4(x 4- 1) — Vx 4- 1 

3. Escriba la ecuación de cada nueva función si la gràfica de 
/(x) = x 3 - 2: 

a ) se desplaza a la izquierda 3 unidades. 

b ) se desplaza hacia abajo 5 unidades. 

c) se desplaza a la derecha 1 unidad y hacia arriba 2 
unidades. 

d) se refleja en el eje x. 

e) se refleja en el eje y. 

f) se estira verticalmente por un factor de 3. 


4. La gràfica de una función/con dominio (—oo. oo) se ilustra 
en la FIGURA 5.R.I. Trace la gràfica de las funciones siguien- 
tes: 

a) y = f(x) - 77 

b) y =/(x — 2) 

c ) y ~f(x 4- 3) 4- 77-/2 

d) y= -f(x) 

e) y =f(-x) 

f) y = 2/(x) 
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FIGURA 5.R.1 Gràfica para el problema 4 


En los problemas 5 y 6, use la gràfica de función/uno a uno 
de la figura 5.R.I. 

5. Proporcione el dominio y el rango de/" 1 . 

6 . Trace la gràfica de f ~ 1 . 

7. Exprese y = x — \x\ + \x — 1| corno una función definida 
por partes. Trace la gràfica de la función. 

8. Dibuje la gràfica de la función y = [x] + [—x|. Indique los 
numeros en los que la función es discontinua. 


En los problemas 9 y 10 examine la gràfica de la función/y 
proporcione el dominio de la función g. 

9. f(x) = x 2 — 6x + 10, g(jt) = Vx 2 -■ 6x + 10 

10. f(x) = -x 2 + Ix - 6, g(x) = . 1 = 

V — r + lx — 6 

En los problemas 11 y 12, la función fes uno a uno. Obtenga 

r 1 - 


11. f(x) = (x+ l) 3 

12. fix ) = x + Vr 


En los problemas 13 al 16, calcule 
función dada. 


f(x + h) - f(x) 
h 


para la 


13. f(x) = —3X 2 + 16x + 12 

14. f(x) = x 3 — x 2 

15 -^) = 2 ? 

16. f{x) = x + 4Vjc 

17. Area Exprese el àrea de la región sombreada de la FIGURA 
5.R.2 corno una función de h. 



FIGURA 5.R.2 Cuculo para el problema 17 


18. Arco parabòlico Determine la función cuadràtica que 
describe el arco parabòlico que se ilustra en la FIGURA 
5.R.3. 



FIGURA 5.R.3 Arco paia el 
problema 18 


19. Diàmetro de un cubo El diàmetro d de un cubo es la 
distancia entre vértices opuestos corno se muestra en 
la FIGURA 5.R.4. Exprese el diàmetro d corno función de la 
longitud i de un lado del cubo. [Pista: primero exprese 
la longitud y de la diagonal en términos de v]. 



FIGURA 5.R.4 Cubo para el 
problema 19 


20. Cilindro inserito Un cilindro circular de altura h està 
inserito en una esfera de radio 1 corno se ilustra en la 
FIGURA 5.R.5. Exprese el volumen del cilindro corno una 
función de h. 



FIGURA 5.R.5 Cilindro 
inserito para el problema 20 


21. Distancia de home Un diamante de beisbol es un cua- 
drado de 90 pies de lado (FIGURA 5.R.6). Cuando unjugador 
batea un cuadrangular, recorre las bases a una velocidad 
de 6 pies/s. 


Ejercicios de repaso 
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FIGURA 5.R.6 Jugadorde 
beisbol para el problema 21 


a) Cuando el jugador corre de la base de home a la pa¬ 
niera base, exprese la distancia desde el home corno 
función del tiempo t, donde t = 0 corresponde al riem¬ 
po en que el jugador salió de home, o sea, 0 < f < 15. 

b) Cuando el jugador corre entre el home y la primera 
base, exprese la distancia de la segunda base corno una 
función del tiempo t, donde 0 < f < 15. 

22. Area de nuevo Considere los cuatro cfrculos que se ilus- 
tran en la FIGURA 5.R.7. Exprese el àrea de la región som- 
breada entre ellos corno función de h. 



FIGURA 5.R.7 Cfrculos para 
el problema 22 


23. Y mas àrea La pista de atletismo que se ilustra corno la 
curva negra en la FIGURA 5.R.8 constarà de dos partes rectas 
paralelas y dos partes semicirculares congruentes. La lon- 
gitud de la pista serà de 2 km. Exprese el àrea del terreno 
rectangular (el rectàngulo verde oscuro) rodeado por la 
pista de atletismo corno función del radio de un extremo 
semicircular. 



FIGURA 5.R.8 Pista de 
atletismo para el problema 23 


24. Costo de construcción Se construirà un oleoducto que 
saldrà de una refinerfa, cruzarà un pantano y llegarà a los 
tanques de almacenamiento (FIGURA 5.R.9). El costo de 
construcción es de $25 000 por milla en el pantano y 
$20 000 por milla en tierra firme. Exprese el costo del 
oleoducto que se ilustra en la figura corno función de x. 

Tanques de almacenamiento 








FIGURA 5.R.9 Oleoducto 
para el problema 24 
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FUNCIONES 

6 


POLINOMIALES Y RACIONALES 



En este capftulo 



6.1 Funciones polinomiales 

6.2 División de funciones polinomiales 

6.3 Rafces y factores de funciones polinomiales 

6.4 Rafces reales de funciones polinomiales 

6.5 Aproximación de los ceros reales 

6.6 Fracciones racionales 
Ejercicios de repaso 



Un poco de historia Este problema desconcertó a los matemàticos por siglos: 
para unafunciónpolinomial generai/(x) = a n x n + a n -]X n ~ 1 + ••• + ape + a () 
de grado n, obtenga una formula, o un procedimiento, que exprese los ceros 
de/en términos de sus coeficientes. Como vimos en el capftulo 5, en el caso 
de una función polinomial de segundo grado (n = 2), o cuadràtica, los ceros 
de/se expresan en términos de los coeficientes por medio de la fòrmula cua¬ 
dràtica. Los problemas relacionados con polinomios de tercer grado (n = 3) 
se resolvieron en el siglo xvi gracias al trabajo precursor del matemàtico ita¬ 
liano Niccolò Fontana (1499-1557). 

Alrededor de 1540, otro matemàtico italiano, Lodovico Ferrari (1522-1565) 
descubrió una fòrmula algebraica para determinar los ceros de las funciones 
polinomiales de cuarto grado (n = 4). Sin embargo, en los siguientes 284 anos 
nadie logró descubrir ninguna fòrmula para obtener los ceros de los polinomios 
generales de grados n> 5. jY con justificada razón! En 1824 el matemàtico 
noruego Niels Henrik Abel (1820-1829) demostró que era imposible encon- 
trar dichas fórmulas para los ceros de todos los polinomios generales de gra¬ 
dos n > 5 en términos de sus coeficientes. Con el transcurso de los anos se 
supuso, pero jamàs se probo, que una función polinomial/de grado n tema 
cuando mucho n ceros. Fue un logro verdaderamente extraordinario cuando 
el matemàtico alemàn Cari Friedrich Gauss (1777-1855) probo en 1799 que 
toda funciónpolinomial/de grado n tiene exactamente n ceros. Como veremos 
en este capftulo, esos ceros pueden ser numeros reales o complejos. 


La curva formada 
por los cables que 
sostienen la via 
de un puente 
colgante se 
describe mediante 
una función 
polinomial. 











| 6.1 Funciones polinomiales 


■ Introducción En el capftulo 4 graficamos diversas funciones corno y = 3, y = 2x — ly 
y = 5x 2 — 2x + 4 y y = x 3 . Esas funciones, en las que la variable x està elevada a una poten¬ 
do entera no negativa, son ejemplos de un tipo mas generai de función, llamado función 
poli nomini En està sección, nuestra meta es presentar algunas reglas generales para graficar 
esas funciones. Primero, presentaremos la definición formai de una función polinomial. 


Definición 6.1.1 Función polinomial 

Una función polinomial y = /(x) es una función que tiene la forma 

/(x) = a n x" + a,,-!*" -1 + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a x x + a 0 (1) 

donde los coeficientes a n , a n h . . . a 2 , a l y a 0 son constantes reales y n es un entero no 
negativo. 


El dominio de toda función polinomial / es el conjunto de todos los numeros reales 

( — 00 5 oo). 

Las siguientes funciones no son polinomiales: 

no es un entero no negativo ^ ^ no es un entero no negativo 

y = 5x 2 — 3x~‘ y y = 2x 1/2 - 4. 


La función 


potencias enteras no negativas 
I-1-1-1-1-1 

_y = 8x 5 — \x A — 10x 3 + 7x 2 + 6x + 4 

es polinomial, y en ella se interpreta que el numero 4 es el coeficiente de x°. Como 0 es un 
entero no negativo, una función constante corno y = 3 es un polinomio, porque es lo mismo 
que y = 3x°. 

■ Terminologia Las funciones polinomiales se clasifican por su grado. La mayor potencia 
de x de un polinomio se llama grado. Entonces, si a n i=- 0, se dice que/(x) en la ecuación (1) 
tiene el grado «-esimo. El nùmero a n en (1) se llama coeficiente principal y a 0 se llama 
término constante de la función polinomial. Por ejemplo, 

grado ^ 

/(x) = 3x — 4x 3 — 3x + 8, 

t t 

coeficiente principal término constante 

es un polinomio de grado 5. Ya hemos estudiado polinomios especiales en la sección 5.3. Las 
funciones polinomiales de grados n = 0, n = 1, « = 2 y n = 3 son, respectivamente, 




m 

— a Q , 

función constante 



m 

= Cl^X “h £Zq, 

función lineai 

En la sección 5.3 estudiamos las 

► 

m 

= a 2 x 2 + a x x + a 0 . 

función cuadràtica 

funciones lineai y cuadràtica. 


f(x) 

= a 3 x 3 + a 2 x 2 + ape + a 0 , 

función cùbica. 


A su vez, los polinomios de grados n = 4 y n = 5 se llaman, respectivamente, funciones de 
cuarto y de quinto orden. La función constante /(x) = 0 se llama polinomio nulo. 
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■ Gràficas Recordemos que la gràfica de una función constante /(x) = a 0 es una recta 
horizontal; la gràfica de una función lineai /(x) = a,x + a 0 , con ai ^ 0 es una recta con 
pendiente m = a b y la gràfica de una función cuadràtica/(x) = a 2 x 2 + a\X + a (ì , con a 2 ^ 
0 es una paràbola (sección 5.3). Esas declaraciones descriptivas no existen para gràficas de 
funciones polinomiales de grado mayor. <Cuàl es la forma de la gràfica de una función poli- 
nomial de quinto grado? Sucede que la gràfica de una función polinomial de grado n > 3 
puede tener varias formas. En generai, para graficar una función polinomial/de grado n > 3 se 
necesita el càlculo, o bien usar una herramienta graficadora. Sin embargo, veremos en la 
descripción siguiente que al determinar 

• desplazamiento, 

• comportamiento en los extremos, 

• simetrfa, 

• intersecciones con los ejes 

• comportamiento locai 

de la función, en algunos casos se puede bosquejar ràpidamente una gràfica razonable de una 
función polinomial de mayor grado, y al mismo tiempo reducir al minimo el graficado de 
puntos. Antes de explicar cada uno de estos conceptos regresaremos a la noción de la función 
potencia que presentamos primero en la sección 5.2. 


■ Función potencia Un caso especial de la función potencia es la función polinomial de ^ 
un solo término o monomiai. 


En la sección 2.6 se presenta la 
definición de monomio. 


/(x) = x", n entero positivo. (2) 

Las gràficas de (2) de grados n= 1, 2, 3,4, 5 y 6 se muestran en la FIGURA 6.1.1. Lo interesante 
acerca de (2) es que todas las gràficas con n impar son bàsicamente iguales. Las caracterfs- 
ticas notables son que las gràficas son simétricas respecto al origen, y se aplanan cada vez 
màs cerca del origen a medida que aumenta el grado n [figuras 6.l.la) a 6.1.le)]. Una obser- 
vación parecida es vàlida en el caso de las gràficas de (2), de n par, excepto, naturalmente, 
que las gràficas son simétricas respecto al eje y [figuras 6.3.le/) a 6.1.1/)]. 


r 



a)n = 1 ,/(x) = x 





d) n = 2,/(x) = x 2 e) n = 4,/(x) = x 4 /) ;i = 6,/(x) = x 6 

FIGURA 6.1.1 Breve catàlogo de la función potencia /(x) = x", n = 1, 2, . . . , 6 

V______ J 
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y 



y = -(x + 2) 3 -1 


FIGURA 6.1.2 Gràfica reflejada y 
desplazada del ej empio 1 



FIGURA 6.1.3 Gràfica misterio #1 



FIGURA 6.1.4 Gràfica 
misterio #2 


■ Gràficas desplazadas Recuerde, de la sección 5.2, que para c > 0, las gràficas de las 
funciones polinomiales de la forma 

y = ax n + c, y = ax" — c 


y 


y = a(x + c)'\ y = a(x — c) n 

se pueden obtener con desplazamientos verticales y horizontales de la gràfica de y = ax". 
También, si el coeficiente principal a es positivo, la gràfica de y = ax" es un estiramiento ver- 
tical de la gràfica del polinomio bàsico de un solo término/(x) = x", o bien una compresión 
vertical de ella. Cuando a es negativo, también se produce una reflexión en el eje x. 


EJEMPLO 1 


Gràficas de funciones polinomiales desplazadas 


La gràfica de y = — (x + 2) 3 — 1 es la de /(x) = x 3 reflejada en el eje x, desplazada 2 uni- 
dades hacia la izquierda y después desplazada verticalmente 1 unidad hacia abajo. Primero 
repase la figura 6.1.12?), y después véase la FIGURA 6.1.2. = 


■ Comportamiento en los extremos Es importante conocer la forma de una función poli- 
nomial con un solo término,/(x) = x", por otra razón. Primero, examine las gràficas genera- 
das por computadora de las FIGURAS 6.1.3 y 6.1.4. Aunque la primera se parece a las gràficas 
de las figuras 6.1.12?) y 6.1.le) y la segunda se asemeja a las de la figura 6.1.1(2) a/), las 
funciones que se grafican en estas dos figuras no son alguna función potencia/(x) = x" impa- 
res, ni /(x) = x" pares. Por ahora no indicaremos qué funciones especfficas son, pero baste 
decir que ambas fueron graficadas en el intervalo [— 1 000, 1 000]. De lo que se trata es que 
la función cuya gràfica aparece en la figura 6.1.3 podrfa ser casi cualquier función poli- 
nomial 


f(x) 


+ a n _ x x n 1 + • ■ ■ + a x x + a 0 


(3) 


con a n > 0, de grado n impar , n = 3,5,... cuando se grafica en [— 1 000, 1 000]. De igual 
modo, la gràfica de la figura 6.1.4 podrfa ser la de cualquier función polinomial (1) con a n > 0, 
de grado n par, n = 2, 4, . . . cuando se grafica en un intervalo grande en torno al origen. 
Como indica el siguiente teorema, los términos encerrados en el rectàngulo de color, en (3), 
son irrelevantes cuando se considera globalmente una gràfica de una función polinomial, esto 
es, cuando | x | es grande. La forma en que se comporta una función polinomial/cuando | x | 
es muy grande se llama comportamiento en los extremos 

X —» —oo y X —» 0°, 

para indicar que los valores de Ixl son muy grandes, o infinitos, en las direcciones negativa y 
positiva, respectivamente, en la recta numèrica. 


Teorema 6.1.1 Comportamiento en los extremos 

Cuando x 00 y x —> °°, la gràfica de una función polinomial 

/(x) = a„x n + a n -iX n ~ l + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a x x + a 0 , 
se asemeja a la gràfica de y = a n x". 


Para saber por qué la gràfica de una función polinomial corno/(x) = —2x 3 + 4x 2 + 5 se 
parece a la gràfica del polinomio y = —2x 3 , de un solo término, cuando | x | es grande, se 
factoriza la mayor potencia de x, esto es, x 3 : 
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los dos términos se vuelven 
despreciables cuando | jc | es grande 

l 4- 

/(x) = x 3 ^—2 + ^ + (4) 

Si se deja que | x | crezca sin limite, esto es x — 00 ox->“ tanto 4/x corno 5/x 3 se pueden 
hacer tan cercanos a 0 corno se quiera. Asf, cuando | x | es grande, los valores de la función/ 
en (4) se aproximan mucho a los valores de y = —2x 3 . 

Sólo puede haber cuatro tipos de comportamiento en los extremos de una función poli- 
nomial/. Aunque dos de esos comportamientos ya se ilustraron en las figuras 6.1.3 y 6.1.4, 
los incluimos de nuevo en el resumen gràfico de la figura 6.1.5. Para interpretar las flechas 
de la FIGURA 6.1.5, examine la figura 6.1.5 a). La posición y la dirección de la flecha izquierda 
(la flecha izquierda apunta hacia abajo) indican que cuando x —» —°°, los valores de/(x) son 
negativos y de gran magnitud. Dicho de otra manera, la gràfica se dirige hacia abajo cuando 
x —» —°°. De igual modo, la posición y la dirección de la flecha derecha (la flecha derecha 
apunta hacia arriba) indican que la gràfica se dirige hacia arriba cuando x —» °°. 


r 


/(x) = a n x" + a [X n 1 + ■ ■ • + fljX + a 0 




y 


t 


\ 


y 


n entero 
positivo impar 


Resumen 
gràfico del 
comportamiento 
en los extremos 
de funciones 
polinomiales 



n entero 
positivo par 


- *~x 

\ 

b) a n < 0 


y 


x 


I 


\ 


c) a n > 0 d ) a n < 0 

FIGURA 6.1.5 El comportamiento en los extremos de un polinomio/ 
depende de su grado n y del signo de su primer coeficiente, a n 

\ ___ J 


■ Comportamiento locai Los huecos entre las flechas de la figura 6.1.5 corresponden a 
cierto intervalo en torno al origen. En esos huecos, la gràfica de / tiene comportamiento 
locai, en otras palabras, muestra las caracterfsticas de una función polinomial de determi- 
nado grado. Este comportamiento locai incluye las intersecciones con los ejes coordenados 
de la gràfica, el comportamiento de la gràfica en las intersecciones con el eje x, los puntos 
crfticos de la gràfica y la simetrfa observable de ella (si es que la tiene). En una función 
polinomial/un punto critico es un punto (c,/(c)) en el que/cambia de dirección; esto es, la 
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a) Rafz simple 



b ) Rafz de multiplicidad 
impar m = 3, 5,... 



(c, 0 ) 

c) Rafz de multiplicidad 
par m = 2,4,... 

FIGURA 6.1.6 Intersecciones de una 
función polinomial/(x) con el eje x 
con un coeficiente principal positivo 


función/cambia de creciente a decreciente, o viceversa. La gràfica de una función polinomial 
de grado n puede tener hasta n — 1 puntos crfticos. En càlculo, un punto critico se llama 
extremo relativo o extremo locai. Un extremo locai puede ser un màximo o un minimo. Si 
(c,/(c)) es un punto critico o un extremo locai, entonces, en una cercania de x = c, la función 
f(c) tiene el valor màximo (màximo locai) o minimo (minimo locai). En un màximo locai 
(c,/(c)), la gràfica de un polinomio/debe cambiar de creciente inmediatamente a la izquierda 
de x = c, a decreciente inmediatamente a la derecha de x = c, mientras que en un minimo 
locai (c,/(c)) la función/cambia de decreciente a creciente. Estos conceptos se ilustraràn en 
el ejemplo 2. 

■ Simetria Es fàcil indicar, por inspección, las funciones polinomiales cuyas gràficas tienen 
simetria con respecto al eje y o al origen. Las palabras par e impar en las funciones tienen 
un significado especial para las funciones polinomiales. Recuerde que una función par es 
aquella en la cual/(— x) = /(x), y que una función impar es una en la que/(—x) = —/(x). Estas 
dos condiciones son vàlidas para las funciones polinomiales en las que todas las potencias 
de x son enteros pares y enteros impares, respectivamente. Por ejemplo, 


potencias pares 


i 


i 


f(x) = 5x 4 — lx 2 


potencias 


impare| - 


/(x) = 10x 5 + lx 3 + 4x 


potencias diversas-■-■-- 

4- 'l' >4 4" 

/(x) = — 3x 7 + 2x 4 + x 3 + 2 


función par 


función impar 


ni par ni impar 


Una función corno/(x) = 3x 6 — x 4 + 6 es par, porque las potencias obvias son enteros pares; 
el término constante 6 es, en realidad, 6x°, y 0 es entero par no negativo. 


■ Intersecciones La gràfica de toda función polinomial/cruza el eje y, porque x = 0 està 
en el dominio de la función. El punto de cruce con el eje y es (0, /(0)). Recuerde que un 
nùmero c es una rafz de una función/si/(c) = 0. En està descripción supondremos que 
c es una rafz reai. Si x — c es un factor de una función polinomial / es decir, si /(x) = 
(x — ( jt/x), donde q(x) es otro polinomio, entonces es darò que/(c) = 0 y que el punto corres- 
pondiente de la gràfica es (c, 0). Entonces, las rafces reales de una función polinomial son 
las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de su gràfica con el eje x. Si (x — c) m 
es un factor de/, donde m > 1 es un entero positivo, y si (x — c)' n + 1 no es un factor de/, 
se dice entonces que es una rafz repetida, o con mayor propiedad, una rafz de multipli¬ 
cidad m. Por ejemplo,/(x) = x 2 — lOx + 25 equivale a/(x) = (x — 5) 2 . Por consiguiente, 
5 es una rafz repetida, o una rafz de multiplicidad 2. Cuando m = 1, c es una rafz simple. 
Por ejemplo, — \y\ son rafces simples de/(x) = 6x 2 — x — 1, porque/se puede expre- 
sar corno /(x) = 6(x + ^)(x — |). El comportamiento de la gràfica de/en un cruce con 
el eje x (c, 0), depende de que c sea una rafz simple o una rafz de multiplicidad m > 1, donde 
m es un entero par o impar. 

• Si c es una rafz simple, la gràfica de/atraviesa directamente el eje x en (c, 0). Véase 

la FIGURA 6.1.6a). 

• Si c es una rafz de multiplicidad impar m = 3,5,..., la gràfica de/atraviesa el eje x, 
pero està aplanada en (c, 0). Véase la figura 6.1.6 b). 

• Si c es una rafz de multiplicidad par m = 2, 4,.. . la gràfica de/es tangente al eje 
x, o lo toca, en (c, 0). Véase la figura 6.1.6c). 

En el caso en que c sea una rafz simple, o una rafz de multiplicidad impar, m = 3, 5,... 
/(x) cambia de signo en (c, 0), mientras que si c es una rafz de multiplicidad par, m = 2, 4, 
. . . ,/(x) no cambia de signo de (c, 0). Observe que, dependiendo del signo del primer coefi¬ 
ciente de la función polinomial, las gràficas de la figura 6.1.6 se podrfan reflejar en el eje x. 
Por ejemplo, en una rafz de multiplicidad par la gràfica de/podrfa ser tangente al eje x, 
desde abajo de ese eje. 
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EJEMPLO 2 


Gràfica de una función polinomial 

Grafitar/(x) = x 3 — 9x. 

Solución Veamos algo que se debe entender para bosquejar la gràfica de/: 

Comportamiento en los extremos : Si no se tienen en cuenta todos los términos, salvo el 
primero, se ve que la gràfica de/se parece a la de v = x 3 para | x | grande. Esto es, la grà¬ 
fica baja hacia la izquierda cuando x —» — °°, y sube hacia la derecha cuando x —» °°, corno 
se ve en la figura 6.1.5a). 

Simetrìa : Como todas las potencias son enteros impares,/es una función impar. La grà¬ 
fica de/es simétrica respecto al origen. 

Intersecciones : /(0) = 0, y entonces el cruce con el eje y es (0, 0). Al igualar /(x) = 0 se 
ve que se debe resolver x 3 — 9x = 0. Esto se factoriza 


diferencia de cuadrados 

x(x 2 — 9) = 0 o sea x(x — 3)(x + 3) = 0 
se ve que las raices de fson x = 0 y x = ±3. Los cruces con el eje x estàn en (0, 0), (—3,0) 

y (3, 0 ). 

Gràfica : De izquierda a derecha, la gràfica sube (/es creciente) desde el tercer cuadrante 
y pasa por (—3, 0), porque — 3 es una raiz simple. Aunque la gràfica sube al pasar por està 
intersección, debe regresar hacia abajo (/decreciente) en algùn punto del segundo cua¬ 
drante, para poder atravesar (0, 0). Como la gràfica es simétrica con respecto al origen, su 
comportamiento es exactamente el contrario en los cuadrantes primero y cuarto. Véase 
la FIGURA 6.1.7. = 



FIGURA 6.1.7 Gràfica de la 
función del ejemplo 2 


En el ejemplo 2, la gràfica de/tiene dos puntos criticos. En el intervalo [—3, 0] hay un 
màximo locai, y en el intervalo [0, 3] hay un minimo locai. No tratamos de localizar con 
precisión esos puntos; eso es algo que, en generai, necesitaria las técnicas del càlculo. Lo 
mejor que podemos hacer con las matemàticas de precàlculo, para refinar la gràfica, es recu- 
rrir a graficar puntos adicionales en los intervalos de interés. Por cierto,/(x) = x 3 — 9x es la 
función del intervalo [— 1 000, 1 000] cuya gràfica se ve en la figura 6.1.3. 


EJEMPLO 3 


Gràfica de una función polinomial 


Grafie ar/(x) = (1 — x) (x + l) 2 . 


Solución Se hace la multiplicación y resulta/(x) = — x 3 — x 2 + x + 1. 


Comportamiento en los extremos: Vemos, en el renglón anterior, que la gràfica de /se 
parece a la gràfica de y = —x 3 para | x | grande, justo lo contrario del comportamiento en 
los extremos de la función del ejemplo 2. Véase la figura 6.1.5 b). 

Simetrìa: Como se ve de/(x) = —x 3 —x 2 + x + 1, hay potencias pares e impares de x. 
Por consiguiente,/ni es par ni impar; su gràfica no posee simetrìa respecto al eje y o al 
origen. 

Intersecciones: /(0) = 1, y entonces la intersección con el eje y està en (0, 1). En la forma 
factorizada de/(x) del enunciado se ve que las intersecciones con el eje x estàn en (— 1, 0) 
y en (1, 0). 

Gràfica : De izquierda a derecha, la gràfica baja (/decreciente) desde el segundo cuadrante 
y luego, corno — 1 es una raiz de multiplicidad 2, la gràfica es tangente al eje x en (— 1, 0). 
Entonces la gràfica sube (/es creciente) conforme pasa a través de la intersección con el 
eje y (0, 1). En algùn punto del intervalo [—1, 1], la gràfica se va hacia abajo (/decreciente) 
y, corno 1 es una raiz simple, atraviesa el eje x en (1, 0), dirigiéndose hacia abajo, en el 
cuarto cuadrante. Véase la FIGURA 6.1.8. = 



FIGURA 6.1.8 Gràfica de la 
función del ejemplo 3 
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y = x A - 4x 2 + 4 



(-V2, 0) (V2, 0) 


FIGURA 6.1.9 Gràfica de la 
función del ejemplo 4 



FIGURA 6.1.10 Gràfica de la 
función del ejemplo 5 
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En el ejemplo 3 de nuevo hay dos puntos crfticos. Debe quedar en claro que el punto 
( — 1, 0) es un punto critico (/cambia de decreciente a creciente en este punto) y es un minimo 
locai de/. También hay un punto critico (/cambia de creciente a decreciente en ese punto) 
en el intervalo [— 1, 1] y el valor de la función en este punto es un màximo relativo de/ 


EJEMPLO 4 


Raices de multiplicidad dos 


Graficar/(x) = x 4 — 4X 2 + 4. 


Solución Antes de seguir, obsérvese que el lado derecho de/es un cuadrado perfecto. 
Esto es, f(x) = (x 2 — 2) 2 . Comox 2 — 2 = (x — V2)(x + V2), de acuerdo con las 
leyes de los exponentes se puede escribir 


/(x) = (x - V2) 2 (x + V5) 2 . (5) 

Comportamiento en los extremos : Al inspeccionar/(x) se ve que su gràfica se parece a la 
de y = x 4 ante | x | grandes. Esto es, la gràfica sube hacia la izquierda cuando x —» — 00 y 
sube hacia la derecha cuando x —> corno se ve en la figura 6.1,5c). 

Simetrìa : Como/(x) sólo contiene potencias pares de x, es una función par, y entonces su 
gràfica es simétrica con respecto al eje y. 

Intersecciones : /(0) = 4, por lo que la intersección con el eje y està en (0, 4). Por inspec- 
ción de (5) se ve que las intersecciones con el eje x estàn en ( — V2, 0) y ( V2, 0). 
Gràfica: De izquierda a derecha, la gràfica baja desde el segundo cuadrante y enton¬ 
ces, corno — V2 es una raiz de multiplicidad 2, la gràfica toca al eje x en (— V2, 0). 
Después, la gràfica sube desde aqui hasta la intersección con el eje y en (0, 4). Después, se 
aplica la simetrìa respecto al eje y para completar la gràfica en el primer cuadrante. Véase 
la FIGURA 6.1.9. = 


En el ejemplo 4, la gràfica de/tiene tres puntos crfticos. De acuerdo con la multiplicidad 
par de la raiz, y de la simetrìa respecto al eje y, se puede deducir que las intersecciones con 
el eje x en (— V2, 0) y ( V2, 0) son puntos crfticos, y /(— V2) = 0 y /(V 2) = 0 son 
minimos locales, y que la intersección con el eje y en (0, 4) es un punto critico y/(0) = 4 es 
un màximo locai. 


EJEMPLO 5 


Graficar/(x) = 


Raiz de multiplicidad tres 

—(x + 4) (x — 2) 3 . 


Solución 

Comportamiento en los extremos: Por inspección de/se ve que su gràfica se parece a la 
gràfica de y = — x 4 para grandes valores de | x |. Este comportamiento de/en la frontera 
se ve en la figura 6.1.5 d). 

Simetrìa: La función/no es par ni impar. Se demuestra, en forma directa, que/(—x) A /(x), 
Y que/(-x) A ~f{x). 

Intersecciones: f(0) = (—4) (—2) 3 = 32, asi que el cruce con el eje y està en (0, 32). Se ve, 
en la forma factorizada de/(x), que los cruces con el eje x estàn en (—4, 0) y (2, 0). 
Gràfica: De izquierda a derecha, la gràfica sube desde el tercer cuadrante y entonces, corno 
—4 es una raiz simple, atraviesa directamente el eje x en (—4,0). En algun lugar del intervalo 
[—4, 0], la función/debe cambiar de creciente a decreciente, para que su gràfica pase por 
la intersección con el eje y en (0, 32). Después de que pasa por ese punto, la gràfica de està 
función continua decreciendo, pero corno 2 es una raiz de orden tres, la gràfica se aplana 
al pasar por (2, 0), y va hacia abajo en el cuarto cuadrante. Véase la FIGURA 6.1.10. = 


Note que, en el ejemplo 5, como/es de grado 4, su gràfica podria tener hasta tres puntos 
crfticos. Pero corno se ve en la figura 6.1.10, esa gràfica sólo posee un punto critico, y ese 
punto es un màximo locai de/ 
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EJEMPLO 6 


Rafces de multiplicidad dos y tres 

Graficar /(x) = (x — 3) (x — 1 ) 2 (x + 2) 2 . 

Solución La función/es de grado 6, por lo que su comportamiento en los extremos se 
parece a la gràfica de y = x 6 para | x | grande. Véase la figura 6.1.5c). También, la función 
/ni es par ni es impar; su gràfica no tiene simetrfa respecto al eje y ni al origen. La inter- 
sección con el eje y està en (0,/(0)) = (0, —24). De acuerdo con los factores de/se ve que 
las intersecciones con el eje x de la gràfica estàn en (—2, 0), (1, 0) y (3, 0). Como —2 es 
una raiz de multiplicidad 3, la gràfica de/se aplana al pasar por (—2, 0). Debido a que 1 
es una raiz de multiplicidad 2, la gràfica de/es tangente al eje x en (1, 0). Como 3 es una 
raiz simple, la gràfica de/atraviesa directamente al eje x en (3, 0). Agrupando todas estas 
propiedades se obtiene la gràfica de la FIGURA 6.1.11. = 

En el ejemplo 6, en vista de que la función/es de grado 6, su gràfica podria tener hasta 
cinco puntos criticos. Pero corno se ve en la figura 6.1.11, sólo hay tres puntos criticos. Dos 
de ellos son minimos locales, y el restante, que es (1, 0), el valor de la función/(l) = 0 es un 
màximo locai. 



FIGURA 6.1.11 Gràfica de la 
función del ejemplo 6 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-16. 


En los problemas 1 a 8 proceda corno en el ejemplo 1 y use 
las transformaciones para bosquejar la gràfica de la función 
polinomial indicada. 

1. y = x 3 — 3 

2. y = ~{x + 2) 3 

3. y = (x — 2) 3 + 2 

4. y = 3 - (x + 2) 3 

5. y = (x — 5) 4 

6. y = x 4 - 1 

7. y = 1 - (x - l) 4 

8. y = 4 + (x + l) 4 

En los problemas 9 a 12 determine si la función polinomial 
indicada/es par, impar o ni par ni impar. No haga la gràfica. 

9. f(x) = — 2x 3 + 4x 

10. f(x) = x 6 - 5x 2 + 7 

11. f(x) = x 5 + 4x 3 + 9x + 1 

12 . /(x) = x 3 (x + 2)(x — 2) 

En los problemas 13 a 18 indique a qué función polinomial de 
a) a/) corresponde cada gràfica. 

a) /(x) = x 2 (x — l) 2 

b) /(x) = —x 3 (x — l) 

0 /(*) = x 3 (x - l) 3 

d) /(x) = -x(x - l) 3 

e) f(x) = — x 2 (x — 1) 

/) >(x) = x 3 (x - l) 2 



FIGURA 6.1.12 Gràfica del 
problema 13 



FIGURA 6.1.13 Gràfica del 
problema 14 



FIGURA 6.1.14 Gràfica del 
problema 15 
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16. 



FIGURA 6.1.15 Gràfica del 
problema 16 



FIGURA 6.1.16 Gràfica 
del problema 17 



FIGURA 6.1.17 Gràfica del 
problema 18 


33. 

f(x) 

= x 4 + 3x 3 


34. 

/(*) 

C? 

1 

II 


35. 

f(x) 

= x 5 — 4x 3 


36. 

f(x) 

= (x — 2) 5 — (x 

-2) 3 

37. 

f(x) 

= 3x(x + l) 2 (x 

- D 2 

38. 

f(x) 

= (x + l) 2 (x — 

D 3 

39. 

f(x ) 

= -!x 2 (x + 2) 3 

U - 2) 2 

40. 

f(x) 

= x(x + l) 2 (x - 

- 2)(x - : 

41. 

La gràfica de/(x) = x 3 - 

- 3x se ve 


a) Use la figura para obtener la gràfica de g(x) = f(x) 
+ 2 . 

b ) Usando sólo la gràfica que obtuvo en el inciso a), es- 
criba la ecuación, en forma factorizada, de g(x). 
Entonces compruebe, multiplicando los factores, 
que su ecuación de g(x) es igual que/(x) + 2 = x 3 — 
3x + 2. 



FIGURA 6.1.18 Gràfica del problema 41 


En los problemas 19 a 40 proceda corno en el ej empio 2 y 
trace la gràfica de la función polinomial/indicada. 

19. /(x) = x 3 — 4x 

20 . /(x) = 9x — x 3 

21 . /(x) = —x 3 + x 2 + 6x 

22. /(x) = x 3 + 7x 2 + 12x 

23. /(x) = (x + l)(x — 2)(x — 4) 

24. /(x) = (2 — x)(x + 2)(x + 1) 

25. /(x) = x 4 - 4x 3 + 3x 2 

26. /(x) = x 2 (x - 2) 2 

27. /(x) = (x 2 — x)(x 2 — 5x + 6) 

28. /(x) = x 2 (x 2 + 3x + 2) 

29. /(x) = (x 2 - l)(x 2 + 9) 

30. /(x) = x 4 + 5x 2 - 6 

31. /(x) = —x 4 + 2x 2 — 1 

32. /(x) = x 4 — 6x 2 + 9 


42. Deduzca una función polinomial/del menor grado posible, 
cuya gràfica sea consistente con la de la FIGURA 6.1.19. 



FIGURA 6.1.19 Gràfica del 
problema 42 


43. Calcule el valor de k tal que (2, 0) sea un cruce de la grà¬ 
fica con el eje de las x. La función es/(x) = kx 5 — x 2 + 5x 
+ 8 . 

44. Calcule los valores de k\ y k 2 tales que las intersecciones 
con el eje x de la gràfica de /(x) = Aqx 4 — A^x 3 + x — 4 
estén en (— 1, 0) y (1, 0). 
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45. Calcule el valor de k tal que el cruce con el eje y de la 
gràfica de/(x) = x 3 — 2x 2 + 14x — 3 k esté en (0, 10). 

46. Se tiene la función polinomial f(x ) = (x — 2)" + \x + 5), 
donde n es un entero positivo. -.Para qué valores de n la 
gràfica de/toca, pero no cruza, al eje x en (2, 0)? 

47. Se tiene la función polinomial /(x) = (x — 1)" + 2 (x + 1), 
donde n es un entero positivo. -.Para qué valores de n la 
gràfica de/cruza al eje x enfi. 0)? 

48. Se tiene la función polinomial/(x) = (x — 5) 2m (x + l) 2n *, 
donde my n son enteros positivos. 

a) Para qué valores de ni la gràfica de/cruza al eje x en 
(5,0)? 

b) Para qué valores de n la gràfica de/cruza al eje x en 

(“1.0)7 

= Aplicaciones diversas 

49. Construcción de una caja Sepuedehacerunacajaabierta 
con una pieza rectangular de cartón, quitando un cuadrado 
de longitud x de cada esquina, y doblando los lados hacia 
arriba. Vea la FIGURA 6.1.20. Si el cartón mide 30 cm por 
40 cm, demuestre que el volumen de la caja resultante se 
determina mediante 

V{x) = x(30 - 2x)(40 - 2x). 

Trace la gràfica de V{x) de x > 0. <',Cuàl es el dominio de 
la función V? 



FIGURA 6.1.20 Caja del problema 49 


50. Otra caja Para conservar su forma, la caja del problema 
49 necesita cinta adhesiva, o algùn sujetadorpara las esqui- 


nas. Una caja abierta que se mantiene firme puede hacerse 
sacando un cuadrado de longitud x de cada esquina de una 
pieza rectangular de cartón, cortando la linea llena y 
doblando en las lineas interrumpidas, que se ven en la 
FIGURA 6.1.21. Deduzca una función polinomial V(x) que 
exprese el volumen de la caja resultante, si el cartón ori¬ 
ginai mide 30 cm por 40 cm. Trace la gràfica de V(x) de 
x > 0. 



= Para la discusión 

51. Examine la figura 6.1.5. A continuación, explique si pue- 
den existir funciones polinomiales cubicas que no tengan 
raices reale s. 

52. Suponga que una función polinomial / tiene tres raices, 
—3, 2 y 4, y que el comportamiento en los extremos de su 
gràfica baja hacia la izquierda cuando x —» -°°, y baja hacia 
la derecha cuando x—» °°. Explique cuàles serian las ecua- 
ciones posibles de/ 


= Problemas para calculadora o computadora 

En los problemas 53 y 54, use una función graficadora para 
examinar la gràfica de la función polinomial indicada en los 
intervalos que se indican. 

53. /(x) = (x - 8)(x + IO) 2 ; [-15, 15], 

[- 100 , 100 ], [-1 000 , 1 000 ] 

54. /(x) = (x - 5) 2 (x + 5) 2 ; [-10, 10], 

[- 100 , 100 ], [-1 000 , 1 000 ] 


| 6.2 División de funciones polinomiales 


■ Introducción En està sección veremos que el mètodo para dividir dos funciones polinó- 
micas/(x) y g(x) es muy similar a la división de enteros positivos. Ademàs, la división de 
una función polinómica/(x) por un polinomio lineai g(x) = x — c es especialmente util, 
porque nos proporciona una forma de evaluar la función/en el nùmero c sin tener que cal- 
cular las potencias de c. 
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Comenzamos con un repaso de la terminologia de fracciones. 


■ Terminologia Si p > Oy s > 0 son enteros tales que p > ,v, entonces p/s se llama fracción 
impropia. Si se divide p entre s se obtienen numeros unicos, qy r, que satisfacen 

p r m 

— = q + — o p = sq + r, \ 1 / 

donde 0 s r < j. E1 numero p se llama dividendo, s es el divisor, q es el eociente y r es el 
residuo. Por ejemplo, se tiene la fracción impropia 1 23 “. Al hacer la división aritmètica se 
obtiene 


divisor —> 


45 

<— eociente 

23)l 052 

<— dividendo 

92 

<— se resta 

132 


115 


17. 

<— residuo 


( 2 ) 


1052 17 17 * * 

El resultado de (2) se puede escribir en la forma 23 =45 + 23 , donde 25 es una fracción 
propia, porque el numerador es menor que el denominador; en otras palabras, la fracción es 
menor que 1. Si multiplicamos este resultado por el divisor 23, obtendremos la forma especial 
de escritura del dividendo p, ilustrada en la segunda ecuación de ( 1 ): 


eociente residuo 

i i 

1 052 = 23 -45 + 17. 

t 

divisor 


(3) 


■ División de polinomios El mètodo para dividir dos funciones polinomiales/(x) y g(x) se 
parece a la división de enteros positivos. Si el grado de un polinomio/(x) es mayor o igual 
que el grado del polinomio g(x), entonces /(x)/g(x) se llama también fracción impropia. Un 
resultado anàlogo a ( 1 ) se llama algoritmo de división de polinomios. 


Teorema 6.2.1 Algoritmo de la división 

Sean/(x) y g(x) A 0 polinomios, donde el grado de/(x) es mayor o igual al grado de g(x). 
Entonces, existen polinomios unicos, q(x ) y r(x) tales que 

= q(x) + ~7~\ 0 /U) = g(x)q(x) + r(x), (4) 

g (x) g (x) 

en donde i(x) tiene grado menor que el grado de g(x). 


El polinomio f(x) se llama dividendo, g(x) es el divisor, q(x) es el eociente y r(x) es el 
residuo. Como r(x) tiene grado menor que el de g(x), la expresión racional r(x)/g(x) se llama 

fracción propia. 

Observe, en (4), que cuando r(x) = 0, entonces f(x) = g(x)q(x), por lo que el divisor g(x) 
es un factor de f(x). En este caso se dice que f(x) es divisible entre g(x) o, en terminologia 
antigua, que g(x) divide exactamente a f(x). 
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EJEMPLO 1 


División de dos polinomios 

Usar la división para calcular el cociente de q(x) y el residuo r(x) cuando el polinomio 
f(x) = 3x 3 —x 2 — 2x + 6 entre el polinomio g(x) = x 2 + 1. 

Solución Por división, 

3x - 1_ 

divisore X 2 + l)3x 3 — X 2 — 2x + 6 
3x 3 + Ox 2 + 3x 

—x 2 — 5x + 6 
—x 2 + Ox — 1 
—5x + 7 

El resultado de la división (5) se puede escribir corno sigue: 

3x 3 — x 2 — 2x + 6 —5x + 7 

- 5 -i- = 3x — 1 H- 5 -—. 

X 2 + 1 X 2 + 1 

Por lo tanto, el cociente es 3x — 1 y el residuo es — 5x + 7. Si se multiplican ambos lados 
de la ultima ecuación por el divisor x 2 + 1, se obtiene la segunda forma de (4): 

3x 3 — x 2 — 2x + 6 = (x 2 + l)(3x — l) + (—5x + 7). ( 6 ) = 


- cociente 

- dividendo 

- se resta 


- residuo 


(5) 


Si el divisor g(x) es un polinomio lineai x — c, entonces, de acuerdo con el algoritmo de 
división, el grado del residuo r es 0; esto es, r es una constante. Asf, (4) se transforma en 

/(x) = (x - c)q(x) + r. (7) 

Cuando se sustituye el nùmero x = c en (7), se descubre una forma alternativa de evaluar una 
función polinomial: 

o 

i 

/(c) = (c - c)q(c) + r = r. 

Al resultado anterior se le llama teorema del residuo. 


Teorema 6.2.2 Teorema del residuo 

Si un polinomio/(x) se divide entre un polinomio lineai x = c, el residuo r es el valor de 
f(pc) en x = c; esto es,/(c) = r. 


EJEMPLO 2 


Càlculo del residuo 


Aplicar el teorema del residuo para calcular r cuando /(x) = 4-x 3 — x 2 + 4 se divide entre 
x — 2 . 

Solución Segun el teorema del residuo, el residuo r es el valor de la función/evaluada 
en x = 2 . 


r = /(2) = 4(2 ) 3 - (2 ) 2 + 4 = 32. 


( 8 ) = 


El ejemplo 2, en donde se determina un residuo r calculando el valor de una función/(c), 
es mas interesante que importante. Lo que sì es importante es el problema inverso: determi¬ 
nar el valor de la función/(c) calculando el residuo r por división de/entre x — c. Los dos 
ejemplos que siguen ilustran este concepto. 


6.2 División de funciones polinomiales 


277 















EJEMPLO 3 


Evaluación por división 

Aplicar el teorema del residuo para determinar/(c) para /(x) = x 5 — 4x 3 + 2x — 10, cuando 
c = — 3. 

Solución El valor/(—3) es el residuo cuando/(jt) = x 5 — 4x 3 + 2x — 10 se divide entre 
x — (—3) = x + 3. Para fines de la división, se deben tener en cuenta los términos faltan- 
tes en x 4 y x 2 , escribiendo el dividendo corno sigue: 

f(x) = x 5 + Ox 4 — 4x 3 4- 0x 2 + 2x — 10. 


Entonces, 

x 4 — 3x 3 + 5x 2 — 15x +47 


X + 3)x 5 + Ox 4 

- 4x 3 + 

Ox 2 + 

2 x — 

10 

x 5 + 3x 4 





— 3x 4 

- 4x 3 + 

Ox 2 + 

2 x — 

10 

— 3x 4 

- 9x 3 





5x 3 + 

Ox 2 + 

2 x — 

10 


5x 3 + 

15x 2 




- 

15x 2 + 

2 x — 

10 


- 

15X 2 — 

45x 



47x - 10 
47x + 141 


-151 

El residuo r en la división es el valor de/en x = — 3; esto es, /(—3) = —151. 


■ División sintètica Después de resolver el ejemplo 3 es lògico preguntar por qué se que- 
rrfa calcular el valor de una función polinomial/por división. La respuesta es: no nos ocu- 
parfamos de hacerlo, si no existiera la división sintètica. La división sintètica es un mètodo 
abreviado para dividir un polinomio /(x) entre un polinomio lineai x — c; no se requiere 
escribir las diversas potencias de la variable x, sino sólo los coeficientes de esas potencias en 
el dividendo/(x) (que debe incluir todos los coeficientes 0). También es una forma muy efi- 
ciente y ràpida de evaluar/(c), porque en el proceso sólo se utilizan las operaciones aritmé- 
ticas de multiplicación y suma. No intervienen elevaciones a potencia, corno 2 3 ni 2 2 en la 
ecuación ( 8 ). 

Por ejemplo, considere la división larga: 


4 x 2 — 3 x + 7 



® <— residuo 


( 10 ) 


Podemos hacer varias observaciones sobre (10): 

• Debajo del signo de división larga, cada columna contiene términos del mismo 
grado. 

• Cada rectàngulo contiene términos idénticos. 

• Los coeficientes del cociente y el residuo constante aparecen encerrados en 
circulos. 

• Cada renglón marcado por (—) se resta del renglón anterior. 
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Si suprimimos las variables y las repeticiones observadas en (10), tenemos 


-2-> -2)@ -11 13 —5 

(-) ~ 8 


(-) 


0 


© 


OD 


(-) 


14 


(g) residuo 

Como indicati las flechas en (11), esto se puede escribir de manera mas compacta asf: 

—2jC 

(-) 


3) -11 

13 

- 5 


-8 

6 

-14 

(12) 

1 0 

© 

| (^) v- residuo 



Si bajamos el coeficiente principal 4 del dividendo, corno indica la flecha roja en (12), los 
coeficientes del cociente y el residuo quedan en una sola fila. 

— 2j4 —11 13 — 5 <-primera fila 

( — ) —8 6 —14 <— segunda fila (13) 

4 (£3) © |® = r tercera fila 


Ahora observe que cada numero de la segunda fila de (13) se puede obtener si se multiplica 
el numero en la tercera fila de la columna precedente por — 2 , y que cada nùmero de la tercera 
fila se obtiene restando cada nùmero de la segunda fila del nùmero correspondiente en la 
primera fila. 

Por ùltimo, para evitar la resta en (13), multiplicamos por +2 (el inverso aditivo de —2) 
y sumamos la segunda fila a la primera. Esto se ilustra a continuación: 

coeficientes del dividendo f(x) = 4.X 3 — llx 2 + 1 3x - 5 

divisori x — 2 2J 4 —11 13 —5 <_ primera fila 

( + ) 8—6 14 <— segunda fila (14) 

4^"^ —3^© ^ ©9 — r 

coeficientes del cociente q{x) = 4x 2 — 3x + 7 


El procedimiento de división sintètica para dividir/(.r), un polinomio de grado n > 0, por 
x — c se résumé corno sigue: 


QUIA PARA LA DIVISIÓN SINTÈTICA 


ì) Escriba c seguido por los coeficientes de/(x). Asegùrese de incluir los coefi¬ 
cientes que son 0 y el término constante. 

ii ) Baje el coeficiente principal de/(x) a la tercera fila. 

iii ) Multiplique este nùmero por c y escriba el producto directamente debajo del 
segundo coeficiente def(x). Luego sume los dos nùmeros de està columna y 
escriba la suma debajo de ellos en la tercera fila. 

iv) Multiplique està suma por c y escriba el producto en la segunda fila de la 
siguiente columna. Luego sume los dos nùmeros de està columna y escriba la 
suma debajo de ellos en la tercera fila. 

v) Repita el paso anterior tantas veces corno sea posible. 

vi) El ùltimo nùmero de la tercera fila es el residuo constante r; los nùmeros pre- 
cedentes de la tercera fila son los coeficientes de q{x), el polinomio cociente 
de grado n — 1 . 

V_ J 
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Mediante la división sintètica se 
puede hallar/[2) sin calcular las 
potencias de 2: 2 6 , 2 5 , 2 4 , 2 3 y 2 2 . 


EJEMPLO 4 


Reconsideración del ejemplo3 


Use la división sintètica para dividir/(x) = x 5 — 4a 3 + 2x — 10 cuando x + 3. 


Solución La división sintètica de/por x + 3 = x — (—3) es 


— 3[ 1 0 -4 0 2 

-3 9 -15 45 

1 -3 5 -15 47 


-10 
-141 
-151 = r 


(15) 


E1 cociente es el polinomio de cuarto grado q(x) = x 4 — 3 a 3 + 5 a 2 — 15x + 47 y el resi¬ 
duo constante es r = —151. Ademàs, el valor de/en —3 es el residuo/( —3) = —151. = 


EJEMPLO 5 


Uso de la división sintètica para evaluar una función 


Aplicar el teorema del residuo para determinar/(2), para 


► 


/(x) = —3x 6 + 4x 5 + x 4 — 8x 3 — 6x 2 + 9 


Solución Usaremos división sintètica para determinar el residuo r en la división de/ 
entre x — 2. Comenzaremos escribiendo todos los coeficientes en/(x), incluido 0, el co- 
eficiente de x. En 


2J 


-3 4 1-8-6 0 

-6 -4 -6 -28 -68 

-3 -2 -3 -14 -34 -68 


9 

-136 
-127 = r 


se ve que /(2) = —127. 


EJEMPLO 6 


Uso de la división sintètica para evaluar una función 


Usar división sintètica para evaluar/(x) = x 3 
Solución Segun la división sintètica 


7x 2 + 13x — 15 enx = 5. 


5] 


1 


-7 13 

5 -10 


-15 

15 


1 -2 


0 = r 


se ve que/(5) = 0. 


El resultado del ejemplo 5,/(5) = 0, muestra que 5 es una rafz de la función dada/. Es 
mas, hemos hallado también que/es divisible entre el polinomio lineai x — 5. Visto de otra 
forma, x — 5 es un factor de/. La división sintètica muestra que/(x) = x 3 — 7x 2 + 13x — 15 
equivale a 


/(x) = (x — 5)(x 2 — 2x + 3). 

En la siguiente sección investigaremos mas el uso del algoritmo de la división y del 
teorema del residuo, corno ayuda para determinar raices y factores de una función polino- 
mial. 
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6.2 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-16. 


En los problemas 1 a 10 use la división larga para determinar 
el cociente q(x) y el residuo r(x ) cuando el polinomio/(x) se 
divide entre el polinomio indicado g(x). En cada caso, escriba 
la respuesta en la forma/(x) = g(x)q(x) + r(x). 

1. /(x) = 8 x 2 + 4x — 7; g(x) = x 2 

2 . /(x) = x 2 + 2x — 3; g(x) = x 2 + 1 

3. f(x) = 5x 3 — lx 2 + 4x + 1; g(x) = x 2 + x — 1 

4. /(x) = 14x 3 — 12x 2 + 6 ; g(x) — x 2 — 1 

5. f(x) — 2x 3 + 4x 2 — 3x + 5; g(x) = (x + T) 2 

6 . /(x) — x 3 + x 2 + x + 1 ; g(x) = (2x + l ) 2 

7. /(x) = 21x 3 + x — 2; g(x) = 3x 2 — x 

8. /(x) = x 4 + 8 ; g(x) = x 3 + 2x — 1 

9. /(x) = 6 x 5 + 4jc 4 + x 3 ; g(x) = x 3 — 2 

10 . /(x) = 5x 6 — x 5 + 10x 4 + 3x 2 — 2x + 4; 
g(x) = x 2 + x — 1 

En los problemas 11 a 16 proceda corno en el ejemplo 2 y 
aplique el teorema del residuo para determinar r cuando/(x) 
se divide entre el polinomio lineai indicado. 

11. /(x) = 2x 2 — 4x + 6 ; x — 2 

12 . /(x) = 3x 2 + 7x — 1; x + 3 

13. /(x) = x 3 — 4x 2 + 5x + 2; x — \ 

14. /(x) = 5x 3 + x 2 — 4x — 6 ; x + 1 

15. /(x) = x 4 — x 3 + 2x 2 + 3x — 5; x — 3 

16. /(x) = 2 x 4 — lx 2 + x — 1 ; x + \ 

En los problemas 17 a 22, proceda corno en el ejemplo 3 y 
use el teorema del residuo para calcular/(c) con el valor indi¬ 
cado de c. 

17. /(x) = 4x 2 — lOx + 6 ; c = 2 

18. /(x) = 6 x 2 + 4x — 2; c = \ 

19. /(x) = x 3 + 3x 2 + 6 x + 6 ; c = —5 

20 . /(x) = 15x 3 + 17x 2 - 30; c = 5 

21. /(x) = 3x 4 - 5x 2 + 20; c = 1 

22. /(x) = 14x 4 - 60x 3 + 49x 2 - 21x + 19; c = 1 


En los problemas 23 a 32, use la división sintètica para calcu- 
lar el cociente q(x) y el residuo r(x) cuando se divide/(x) entre 
el polinomio lineai indicado. 

23. /(x) = 2x 2 — x + 5; x — 2 

24. /(x) = 4x 2 — 8 x + 6 ; x — 5 

25. /(x) = x 3 - x 2 + 2; x + 3 

26. f(x) = 4x 3 — 3x 2 + 2x + 4; x — 7 

27. /(x) = x 4 + 16; x - 2 

28. /(x) = 4x 4 + 3x 3 — x 2 — 5x — 6 ; x + 3 

29. /(x) = x 5 + 56x 2 - 4; x + 4 

28- /(x) = 2x 6 + 3x 3 — 4x 2 — 1; x + 1 

31. /(x) = x 3 - (2 + V3)x 2 + 3V3x - 3; x - V3 

32. /(x) = x 8 - 3 8 ; x - 3 

En los problemas 33 a 38 use la división sintètica y el teo¬ 
rema del residuo para calcular/(c) para el valor indicado de c. 

33. /(x) = 4x 2 — 2x + 9; c = —3 

34. /(x) = 3x 4 - 5x 2 + 27; c = \ 

35. /(x) = 14x 4 - 60x 3 + 49x 2 - 21x + 19; c = 1 

36. /(x) = 3x 5 + x 2 — 16; c = —2 

37. /(x) = 2x 6 — 3x 5 + x 4 — 2x + 1; c = 4 

38. /(x) = x 7 — 3x 5 + 2x 3 — x + 10; c = 5 

En los problemas 39 y 40 use la división larga para determi¬ 
nar el valor de k tal que/(x) sea divisible entre g(x). 

39. /(x) = x 4 + x 3 + 3x 2 + kx — 4; g(x) = x 2 — 1 

40. /(x) = x 5 - 3x 4 + lx 3 + kx 2 + 9x - 5; 

g(x) = x 2 — X + 1 

En los problemas 41 y 42 use la división sintètica para calcu- 
lar el valor de k tal que/(x) sea divisible entre g(x). 

41. /(x) = kx 4 + 2x 2 + 9 k; g(x) = x — 1 

42. /(x) = x 3 + kx 2 — 2kx + 4; g(x) = x + 2 

43. Determine el valor de k tal que el residuo de la división de 
/(x) = 3x 2 — Akx + 1 entre g{x) = x + 3 sea r = —20. 

44. Cuando/(x) = x 2 — 3x — 1 se divide entre x — c, el residuo 
es r = 3. Determine c. 
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| 6.3 Raices y factores de funciones polinomiales 


■ Introducción En la sección 5.1 vimos que una rafz (o cero) de una función/es un nùmero 
c para el cual/(c) = 0. Una rafz de una función/puede ser un nùmero reai o uno complejo. 
Recuerde que un nùmero complejo tiene la forma 

z = a + hi, en el que i 2 = — 1 , 

y a y b son nùmeros reales. Al nùmero a se le llama parte reai de z, y a b se le llama parte 
imaginaria de z . El simbolo i se llama unidad imaginaria y se acostumbra definirlo corno 
i = V— 1 . Si z = a + bi es un nùmero complejo, entonces z = a — bi se llama su conjugado. 
Asf, la sencilla función polinomial/(x) = x 2 + 1 tiene dos rafces complejas, porque las solu- 
ciones de x 2 + 1 = 0 son ±V— 1 , esto es, son i y — i. 

En està sección exploraremos la relación entre las rafces de una función polinomial/, la 
operación de división y los factores de/. 


EJEMPLO 1 


Rafz reai 


Se tiene la función polinomial/(x) = 2X 3 — 9X 2 + 6 x — 1. El nùmero reai \ es una rafz de la 
función, ya que 


m = 2(|) 3 - 9® 2 + 6 ( 1 ) - 1 
= 2 ( ì ) - \ + 3 - 1 

= i ~ ? + I = o. 


Véase (4) en la sección 2.6. 


► 


EJEMPLO 2 


Rafz compleja 


Para la función polinomial/(x) = x 3 — 5x 2 + 8 x — 6 , el numero complejo 1 + i es una de 
sus rafces. Para comprobarlo usemos el desarrollo del binomio (a + b ) 3 , el hecho que i 2 = — 1 
y que r 3 = — i. 


/( 1 + f) = (1 + f ) 3 - 5(1 + i) 2 + 8(1 + i) - 6 

= (l 3 + 3 • l 2 • i + 3 • 1 • i 2 + i 3 ) - 5(1 2 + 2 i + i 2 ) + 8(1 + f) - 6 
= (-2 + 2 i) - 5(2i) + (2 + 8 f) 

= (-2 + 2 ) + (10 - 10 )* = 0 + 0 / = 0 . 


■ Teorema del factor Ahora ya podemos relacionar la noción de una rafz de una función 
polinomial/, con la división de polinomios. De acuerdo con el teorema del residuo, cuando 
/(x) se divide entre el polinomio lineai x - c, el residuo es r = f(c). Si c es una rafz de / 
entonces/(c) = 0 implica que r= 0. Por la forma del algoritmo de la división que se presentò 
en (4), sección 6.2, se puede escribir/como 

/(x) = (x - c)q(x). ( 1 ) 

Asf, si c es una rafz de una función polinomial/, entonces x — c es un factor de/(x). Al revés, 
si x — c es un factor de/(x), entonces / tiene la forma de la ecuación (1). En este caso, de 
inmediato se ve que/(c) = (c — c)q(c) = 0. Estos resultados se resumen en el siguiente teo¬ 
rema del factor. 


Teorema 6.3.1 Teorema del factor 


Un nùmero c es una rafz de una función polinomial / si, y sólo si, x — c es un factor de 

/(4 
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Si una función polinomial/es de grado n, y si (x — cf\ m < n, es un factor de/(x), enton- 
ces se dice que c es una raìz de multiplicidad m. Cuando m = 1, c es una raìz simple. Lo 
que es lo mismo, se dice que el numero c es una raìz de multiplicidad m de la ecuación 
/(x) = 0. Ya hemos examinado el significado gràfico de raìces reales repetidas de una función 
polinomial/, en la sección 6.1. Véase la figura 6.1.6. 


EJEMPLO 3 


Factores de un polinomio 


Determinar si 

a) x + 1 es un factor de/(x) = x 4 — 5x 2 + 6x — 1, 

b) x — 2 es un factor de/(x) = x 3 + 3x 2 + 4. 


Solución Usaremos división sintètica para dividir f(x) entre el término lineai indicado. 


a) De la división 


=ll 1 
1 


0-5 6 

-1 1 4 

-1 -4 10 


-1 

-10 


-11 =r = /( — !) 


se advierte que/(— 1) = —11, por lo que — 1 no es una raìz de/. La conclusión es que 
x — (— 1 ) = x + 1 no es un factor de/(x). 
b ) De la división 


2J 1 -3 0 4 

2 -2 -4 

1 -1 -2 0 = r=f{ 2) 

se ve que/(2) = 0. Eso quiere decir que 2 es una raìz, y que x —2 es un factor de/(x). 
En la división se observa también que el cociente es q(x) = x 2 — x - 2, y por consi- 
guiente/(x) = (x — 2)(x 2 — x — 2 ). = 


■ Cantidad de raìces En el ejemplo 6 de la sección 6.1 se grafico la función polinomial 

f(x) = (x - 3)(x - l) 2 (x + 2) 3 . (2) 

El nùmero 3 es una raìz de multiplicidad uno, o una raìz simple de/; el numero 1 es una raìz 
de multiplicidad dos, y —2 es una raìz de multiplicidad tres. Aunque la función/tiene tres 
raìces distintas (diferentes entre sì), es decir, que/tiene seis raìces, porque se cuentan las 
multiplicidades de cada raìz. Por consiguiente, para la función/en (2), la cantidad de raìces 
es 1 + 2 + 3 = 6 . La pregunta 

cuàntas raìces tiene una función polinomial f 

se contesta a continuación. 


Teorema 6.3.2 Teorema fundamental del àlgebra 

Una función polinomial/de grado n > 0 tiene cuando menos una raìz. 


El teorema anterior lo demostró por primera vez el matemàtico alemàn Cari Friedrich 
Gauss (1777-1855), en 1799, y se considera una de las grandes aportaciones en la historia 
de las matemàticas. En su primera lectura, este teorema no parece decir mucho, pero cuando 
se combina con el teorema del factor, el teorema fundamental del àlgebra indica que: 

Toda función polinomial f de grado n > 0 tiene exactamente n raìces. (3) 
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Naturalmente, si una raiz està repetida, por tener multiplicidad k, se cuenta k veces esa rafz. 
Para demostrar (3), de acuerdo con el teorema fundamental del àlgebra/tiene una rafz (lla- 
mémoslo t|). Segun el teorema del factor, se puede escribir 

f{x) = (x - c^qM, ( 4 ) 

siendo qi una función polinomial de grado n— 1. Si « — 1 A 0, entonces, con un procedimiento 
igual, se sabe que q l debe tener una rafz (llamémoslo C 2 ), y entonces (4) se convierte en 

f(x) = (x - Cj)(x - c 2 )q 2 (x), 

en donde q 2 es una función polinomial de grado n — 2. Si n — 2 # 0, se continua y se 
llega a 


f(x) = (x ~ c,)(x - c 2 )(x - c 3 )q 3 (x), < 5 ) 

y asi sucesivamente. Al final se llega a una factorización de f{x) con n factores lineales, y 
el ùltimo factor qjx) es de grado 0. En otras palabras, q,,(x) = a n , en donde a n es constante; 
en especifico, a n es el coeficiente principal de f. Hemos llegado a la factorización completa 
de/(x). 


Teorema 6.3.3 

Teorema de la factorización completa 


Sean c 1; C 2 , .. 
grado n > 0: 

., c„ las n raices (no necesariamente distintas) de la función polinomial de 


/(x) = fl„x" + a n - l x n 1 + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a x x + a 0 . 


Entonces,/(x) 

se puede escribir corno un producto de n factores lineales 



f(x ) = a n {x ~ cJCx - c 2 )- ■ -(x - cj. 

(6) 


Tenga en cuenta que algunas o todas las raices c 3 , c n en (6) pueden ser numeros comple- 
jos a + bi, donde b A 0. 

En el caso de una función polinomial de segundo grado o cuadràtica/(x) = ax 2 + bx + c, 
donde los coeficientes a, b y c son numeros reales, las raices c\ y c 2 de/se pueden determi¬ 
nar con la fòrmula cuadràtica o fòrmula generai: 


—b — \/ b~ 4ac 


—b + \/b 2 — 4ac 


Cl 


(7) 


2 a 2 a 

Los resultados en (7) relatan toda la historia acerca de las raices de la función cuadràtica: 


• las raices son reales y distintas cuando b 2 — 4ac > 0, 

• son reales con multiplicidad dos cuando b 2 — 4ac = 0, y 

• son complejos y distintos cuando b 2 — 4ac < 0. 


Como consecuencia de (6), la factorización completa de una función polinomial cuadràtica 
f(x) = ax 2 + bx + c es 


f(x) = a(x - Ci)(x - c 2 ). 


( 8 ) 
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EJEMPLO 4 


Regreso al ejemplo 1 

En el ejemplo 1 demostramos que \ es una rafz de f(x) = 2x 3 — 9x 2 + 6 x — 1. Por consi- 
guiente, x — \ es un factor de/(x), y ahora sabemos que/(x) tiene tres rafces. La división 
sintètica 



2 


-9 

1 

-8 


6 

-4 

2 


-1 

1 

0 


= r 


demuestra de nuevo que j es una rafz de f(x) (el residuo 0 es el valor de/'(()) y, ademàs, 
nos da el cociente q(x) obtenido en la división de/(x) entre x — |;estoes, f(x) = (x — 5 ) 
(2x 2 — 8 x + 2). Como se indica en ( 8 ), ya se puede factorizar el cociente cuadràtico q(x) 
= 2x 2 — 8 x + 2 , cuyas rafces de 2x 2 — 8 x + 2 = 0 se determinan mediante la fòrmula 
cuadràtica: 


-(-8) ± V(-8) 2 - 4(2)(2) 


4(2 ± V3) 
4 


2 ± V3. 


4 V48 = Vl6 • 3 = V16V3 = 4V3 

8 ± V48 8 ± 4V3 

-=-4 

4 4 


Entonces, las rafces restantes de/(x) son los numeros irracionales 2 + V3 y 2 - V3. 
Si el primer coeficiente es «3 = 2, entonces, de acuerdo con ( 8 ), la factorización completa 
de/(jt) es 


f(x) = 2(x - \)(x - (2 + V3))(jc - (2 - V3)) 
= 2(x - \)(x - 2 - V3)(x - 2 + V^). 


EJEMPLO 5 


Uso de la división sintètica 


Determinar la factorización completa de 


f(x) = x 4 — 12x 3 + 47x 2 — 62x + 26 
si 1 es una rafz de/con multiplicidad 2 . 

Solución Sabemos que x — 1 es un factor de/(x); entonces, con la división 


1] 1 -12 47 -62 26 

_1 -11 36 -26 

1 -11 36 -26 1 0 = r 


se ve que f(x) = (x — l)(x 3 — llx 2 + 36x — 26). 

Debido a que 1 es una rafz de multiplicidad dos, x — 1 debe ser también un factor del 
cociente q(x) = x 3 — llx 2 + 36x —26. Con la división 


u 


11 

1 


36 

-10 


-26 

26 


1 -10 


26 


0 = r 


la conclusión es que q{x) se puede expresar corno q(x) = (x — 1) (x 2 — lOx + 26). Por con- 
siguiente. 


/(x) = (x — l) 2 (x 2 — lOx + 26). 


6.3 Rafces y factores de funciones polinomiales 


285 





















Las dos rafces que restan se determinali resolviendo x 2 — l(k + 26 = 0 con la fòrmula 
cuadràtica, que son los numeros complejos 5 + i y 5 — i. Como el primer coeficiente es 
a 4 = 1 , la factorización completa de/(x) es 

f(x) = (x - l) 2 (x - (5 + i))(x - (5 - ()) 

= {x — 1) 2 (* — 5 — i){x — 5 + i). = 


EJEMPLO 6 


Factorización lineai completa 


Encontrar una función polinomial/de grado tres cuyas rafces sean 1, —4 y 5, tal que su 
gràfica tenga el cruce con el eje de las ordenadas en (0, 5). 


Solución En razón de que se tienen tres rafces, 1, —4 y 5, se ve que.r — l,x + 4yr - 5 
son factores de/. Sin embargo, la función polinomial que se busca no es 


f(x) = (x ~ l)(x + 4)(x - 5). 


(9) 


La razón es que todo multiplo constante distinto de cero de / es un polinomio diferente 
con las mismas rafces. También obsérvese que la función (9) da corno resultado/(0) = 20, 
pero lo que se quiere es que /(0) = 5. Por consiguiente, se debe suponer que/tiene la 
forma 


/(*) = a 3 (x - 1)(* + 4)(x - 5), (10) 

en donde a 3 es una constante reai. Con (10),/(0) = 5 resulta 

/(0) = a 3 ( 0 - 1)(0 + 4)(0 - 5) = 20a 3 = 5 

y entonces a 3 = ^ La función que se busca es, entonces 

f(x) = \{x - l)(x + 4)(x - 5). = 

■ Pares conjugados En la introducción de està sección vimos que ì y —i son ceros (o raf¬ 
ces) complejos de/Oc) = x 2 + 1. Asimismo, en el ejemplo 5 demostramos que 5 + i y 5 — i 
son ceros complejos de /(x) = x 4 — 12x 3 + 47x 2 — 62jc + 26. En cada uno de estos dos casos 
los ceros complejos de la función polinómica son pares conjugados. En otras palabras, un 
cero complejo es el conjugado del otro. No se trata de ninguna coincidencia; los ceros com¬ 
plejos de los polinomios con coeficientes reales aparecen siempre en pares conjugados. Para 
entender esto, recordemos las propiedades que el conjugado de una suma de numeros com¬ 
plejos Zi y Z 2 es la suma de los conjugados zi y z 2 y el conjugado de una potencia entera no 
negativa de un nùmero complejo z es la potencia del conjugado z: 

Zi+ z 2 = Zi + ~z 2 y Z n = Z n - ( 11 ) 

Véanse los problemas 80 a 82 en los ejercicios 3.4. 

Sea f(x) = a„x" + a n - l x"~ 1 + ■ ■ ■ + a x x + a 0 , donde los coeficientes a i} / = 0, 1,2, 
...,«, son numeros reales. Si z denota un cero complejo de/, entonces tenemos 

a n z n + a n -iz!' 1 + ■ ■ ■ + tqz + a 0 = 0 . 

Tornando el conjugado de ambos lados de està ecuación nos da 


a „z n + 1 + ■ ■ ■ + fljz + a 0 = 0 . 
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Ahora usamos ( 11 ) y el hecho de que el conjugado de todo nùmero reai a h i = 0, 1,2, .... n, 
es él mismo, obtenemos 


a n z n + a n -iZ n 1 + ■ ■ ■ + cqz + a 0 — 0. 

Esto significa que/(z) = 0 y, por tanto, z es un cero de/(x) siempre que z es un cero. Planteamos 
este resultado corno el siguiente teorema. 


Teorema 6.3.4 Teorema de las raices complejas 

Sea /(x) una función polinomial de grado n > 1 con coeficientes reales. Si z es una raiz 
compleja de/(x), entonces el conjugado z también es una raiz de/(x). 


EJEMPLO 7 


Reconsideración del ejemplo 2 


Obtenga la factorización lineai completa de 


f(pc) = x 3 — 5x 2 + 8x — 6. 


Solución En el ejemplo 2 se demostró que I 4- ì es una raiz compleja de/(x) = x 3 — 5x 2 
+ 8x — 6. Como los coeficientes de/son numeros reales, la conclusión es que otra raiz 
es el conjugado de 1 + i, es decir, 1 — ;. Con elio se conocen dos factores de/(x), x — 
(1 + i) y x — (1 — i). Al multiplicar se obtiene 

(x — 1 — i)(x — 1 + ;') = x 2 — 2x + 2. 


Asi, se puede escribir 

/(x) = (x — 1 — i)(x — 1 + i)q(x) = (x 2 — 2x + 2 )q{x). 

La función q(x) se determina mediante la división larga de/(x) entre x 2 — 2x + 2. (No se 
puede hacer la división sintètica, porque no se està dividiendo entre un factor lineai.) 
Entonces, 


x — 3 

x 2 — 2x + 2)x 3 — 5x 2 + 8x — 6 
x 3 — 2x 2 + 2x 

— 3x 2 + 6x — 6 

— 3x 2 + 6x — 6 

0 

y se ve que la factorización completa de/(x) es 

/(x) = (x — 1 — i)(x — 1 + i)(x — 3). 
Las tres raices de/(x) son 1 + i, 1 — i y 3. 
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6.3 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-16. 


En los problemas 1 a 6 determine si el nùmero reai indicado 
es una raiz de la función polinomial/. En caso de serio, deter¬ 
mine todas las demàs rafces y a continuación presente la fac- 
torización completa de/(x). 

1. 1; /(x) = 4x 3 — 9x 2 + 6x — 1 

2 . f(x) = 2x 3 — x 2 + 32x — 16 

3. 5; /(x) = x 3 — 6x 2 + 6x + 5 

4 . 3; /(x) = x 3 - 3x 2 + 4x - 12 

5 . -§; f(x ) = 3x 3 - 10x 2 - 2x + 4 

6 . —2; /(x) = x 3 — 4jc 2 — 2x + 20 

En los problemas 7 a 10 compruebe que cada uno de los 
numeros indicados sean rafces de la función polinomial/. 
Determine todas las demàs rafces y a continuación indique la 
factorización completa de/(x). 

7. -3, 5; f(x) = 4x 4 - 8x 3 - 61x 2 + 2x + 15 

8 . \,l; /( x) = 8x 4 - 30x 3 + 23x 2 + 8x - 3 

9- 1, —| (multiplicidad 2); /(x) = 9x 4 + 69x 3 — 29x 2 
- 4lx - 8 

10. -V5, V5; /(x) = 3x 4 + x 3 - 17x 2 - 5x + 10 


En los problemas 21 a 26 verifique que el nùmero complejo 
indicado sea una rafz de la función polinomial/. Proceda 
corno en el ejemplo 7 para determinar todas las demàs rafces, 
y a continuación indique la factorización completa de/(x). 


21 . 

li; 

/(x) = 3x 3 - 

- 5x 2 + 12x — 20 


22 . 

1 ■ 

2 *’ 

/(x) = 12 x 3 

+ 8 x“ + 3x + 2 


23 . 

-1 

+ 

II 

5x 3 + 12x 2 + 14x 

+ 4 

34 . 

—i; 

II 

— 8 x 3 + 9x 2 — 8 x 

+ 5 

35 . 

1 + 

to 

II 

x 4 — 2x 3 — 4x 2 + . 

18x - 45 

36 . 

1 + 

i; /(x) = 6 x 4 — 1 lx 3 + 9x 2 + 

4x - 2 


En los problemas 27 a 32, determine la función polinomial/, 
con coeficientes reales, del grado indicado, que posea las raf¬ 
ces indicadas. 

27 . grado4; 2, 1,—3 (multiplicidad2) 


28 . grado 5; —4/, 


■ 5 , \ (multiplicidad 2 ) 


29 . grado 5; 3 + i, 0 (multiplicidad 3) 

30 . grado 4; 5 i, 2 — 3i 


En los problemas 11 a 16 use la división sintètica para deter¬ 
minar si el polinomio lineai indicado es un factor de la fun¬ 
ción polinomial/. En caso de serio, determine todas las 
demàs rafces, e indique la factorización completa de/(x). 

11 . x — 5; /(x) = 2x 2 + 6x — 25 

12 . x + f(x) = 10x 2 - 27x + 11 

13 . x - 1; /(x) = x 3 + x - 2 

14 . x + /(x) = 2x 3 — x 2 + x + 1 

15 . x — 5 ; /(x) = 3x 3 — 3x 2 + 8 x — 2 

16 . x — 2; /(x) = x 3 — 6 x 2 — 16x + 48 


31 . grado 2; 1 — 6 i 

32 . grado 2; 4 + 3 i 

En los problemas 33 a 36 determine las rafces de la función 
polinomial/. Indique la multiplicidad de cada rafz. 

33 . /(x) = x(4x - 5) z (2x - l ) 3 

34 . /(x) = x 4 + 6 x 3 + 9x 2 

35 . /(x) = (9x 2 - 4 ) 2 

36 . /(x) = (x 2 + 25)(x 2 — 5x + 4 ) 2 


En los problemas 17 a 20 use la división para demostrar que 
el polinomio indicado es un factor de la función polinomial/. 
Calcule todas las demàs rafces e indique la factorización 
completa de/(x). 

17 . (x — l)(x — 2); /(x) = x 4 — 3x 3 + 6 x 2 — 12x + 8 

18 . x(3x — l); /(x) = 3x 4 — 7x 3 + 5x 2 — x 

19 . (x — l) 2 ; /(x) = 2x 4 + x 3 — 5x 2 — x + 3 

20 . (x + 3) 2 ; /(x) = x 4 — 4x 3 — 22x 2 + 84x + 261 


En los problemas 37 y 38 determine el o los valores de k tales 
que el nùmero indicado sea una rafz de/(x). A continuación 
indique la factorización completa de/(x). 

37 . 3; /(x) = 2x 3 — 2x 2 + k 

38 . l;/(x) = x 3 + 5x 2 — k 2 x + k 

En los problemas 39 y 40 deduzca la función polinomial/ 
que tenga el grado indicado y cuya gràfica està en la figura. 
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39. grado 3 


= Para la discusión 



40. grado 5 



FIGURA 6.3.2 Gràfica del problema 40 


41. Explique lo siguiente: 

a) / Pai a cuàles valores enteros positivos de n es x — 1 
un factor de/(x) = x" — 1? 

b ) ^Para cuàles valores enteros positivos de n es x + 1 
un factor de/(x) = x" + 1? 

42. Suponga que / es una función polinomial de grado tres, 
con coeficientes reales. (i Por qué/(x) no puede tener tres 
raices complejas? Dicho de otro modo, ^por qué al menos 
una raiz de una función polinomial cùbica debe ser un 
nùmero reai? ^Se puede generalizar este resultado? 

43. 6 Cuàl es el grado mas pequeno que puede tener una función 
polinomial / con coeficientes reales, para que 1 + i sea 
una rafz compleja de multiplicidad dos? <',Y de multiplici- 
dad tres? 

44. Sea z = a + bi. Demuestre que z + z y que zz son nùme- 
ros reales. 

45. Sea z = a + bi. Con los resultados del problema 44 
demuestre que 

f{x) = (x - z)(x - z) 

es un función polinomial con coeficientes reales. 

46. Trate de comprobar o refutar la siguiente proposición. 

Sifes una función polinomial impar, entonces la gràfica 
de f posa por el origen. 


| 6.4 Raices reales de funciones polinomiales 


■ Introducción En la sección anterior vimos que, corno consecuencia del teorema funda- 
mental del àlgebra, una función polinomial/de grado n tiene n raices cuando se cuentan las 
multiplicidades de las raices. También vimos que una raiz de una función polinomial puede 
ser un nùmero reai o un nùmero complejo. En està sección limitaremos nuestra atención a las 
raices reales de funciones polinomiales con coeficientes reales. 

■ Raices reales Si una función polinomial/de grado n > 0 tiene m raices reales <q, c 2 , 
... , c m (no necesariamente diferentes), entonces, por el teorema del factor, cada uno de los 
polinomios lineales x — <q, x — Ci,... x — c m son factores de/(x). Esto es, 

/(x) = (x - cqXx - c 2 )‘ ■ '(x - c m )q{x), 

en donde q(x) es un polinomio. Entonces n, el grado de/, debe ser mayor que, o quizàs igual 
a m, (m < n) la cantidad de raices reales, cuando cada uno se cuenta de acuerdo con su mul¬ 
tiplicidad. En palabras un poco diferentes, esto se dice asi: 


Teorema 6.4.1 Cantidad de raices reales 

Una función polinomial/de grado n > 0 tiene cuando mucho n raices reales (no necesa¬ 
riamente distintas). 
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Ahora resumiremos algo de lo que se refiere a las raices reales de una función polinomial 
/de grado n: 

• /puede no tener raices reales. 

Por ejemplo, la función polinomial de cuarto grado/(x) = x 4 + 9 no tiene raices reales, por- 
que no existe nùmero reai alguno x que satisfaga x 4 + 9 = 0, es decir, x 4 = —9. 

• /puede tener m raices reales, donde in < n. 

Por ejemplo, la función polinomial de tercer grado/(x) = (x — 1) (x 2 + 1) tiene una raiz 
reai. 



Niels Henrik Abel 
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• /puede tener n raices reales. 

Por citar un caso, al factorizar la función polinomial de tercer grado/(x) = x 3 — x en la forma 
/(x) = x(x 2 — 1 ) = x(x + 1 ) (x — 1 ), se ve que tiene tres raices reales. 

• /tiene cuando menos una raiz reai cuando n es impar. 

Es una consecuencia de que las raices complejas de una función polinomial/con coeficien- 
tes reales deban aparecer corno pares conjugados. Asi, si hubiera que escribir una función 
polinomial cùbica arbitraria, corno/(x) = x 3 + x + 1 , ya sabriamos que/no puede tener tan 
sólo una raiz compleja, ni puede tener tres raices complejas. Esto es,/(x) = x 3 + x + 1 tiene 
exactamente una raiz reai, o tiene exactamente tres raices reales. Tal vez tenga que pensar en 
la siguiente propiedad: 

• Si los coeficientes de/(x) son positivos, y el término constante a 0 A 0, entonces todas 
las raices reales de/deben ser negativas. 

■ Determinación de raices reales Una cosa es hablar de la existencia de raices reales y 
complejas de una función polinomial, y un problema totalmente diferente es determinar esas 
raices. El problema de encontrar una. fòrmula que exprese las raices de una función polinomial 
/generai, de grado n, en términos de sus coeficientes ha confundido a los matemàticos durante 
siglos. En las secciones 3.3 y 5.3 vimos que, en el caso de una función polinomial de segundo 
grado/(x) = «x 2 + bx + c, en la que los coeficientes a, b y c son nùmeros reales, se pueden 
determinar las raices C\ y C 2 aplicando la fòrmula cuadràtica. 

El problema de determinar raices de funciones polinomiales de tercer grado, o cùbicas, 
fue resuelto en el siglo xvi, por el trabajo pionero de Niccolò Fontana, matematico italiano 
(1499-1557), llamado Tartaglia, “el tartamudo”. Alrededor de 1540, otro matemàtico italiano, 
Lodovico Ferrari (1522-1565), descubrió una fòrmula algebraica para determinar las raices 
de funciones polinomiales de cuarto grado, o cuàrticas. Como esas fórmulas son complicadas 
y dificiles de usar, casi nunca se describen en los cursos elementales. 

En 1824, a los 22 anos, Niels Henrik Abel, matemàtico noruego (1802-1829), demostró 
que es imposible llegar a esas fórmulas que definan las raices de todos los polinomios gene- 
rales de grados n > 5, en términos de sus coeficientes. 

■ Raices racionales Las raices reales de una función polinomial son nùmeros racionales 
o irracionales. Un nùmero racional es un nùmero que tiene la forma p/s, donde p y s son 
enteros, y s A 0. Un nùmero irracional es uno que no es racional. Por ejemplo, \ y — 9 
son nùmeros racionales, pero V2 y ir son irracionales; esto es, ni V2 ni 7 r se pueden escribir 
en forma de una fracción p/s, donde py s son enteros. Entonces, corno se determinan raices 
reales de funciones polinomiales de grado n > 2? Las malas noticias son que en el caso de 
raices reales irracionales podriamos tener que contentarnos con usar una gràfica exacta para 
de un “vistazo” indicar su lugar en el eje x, y a continuación usar uno de los muchos y com- 
plicados métodos para aproximar la raiz, que se han inventado a lo largo de los anos. La 
buena noticia es que siempre se pueden determinar las raices reales racionales de cualquier 
función polinomial con coeficientes racionales. Ya vimos que la división sintètica es un 
mètodo adecuado para determinar si cierto nùmero c es una raiz de una función polinomial 
/(x). Cuando el residuo, en la división de/(x) entre x — c, es r = 0, se ha encontrado una raiz 
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de la función polinomial/, porque r = f(c) = 0. Por citar un caso entre otros, § es una rafz de 
f(x) = 18x 3 — 15X 2 + 14x — 8, porque 


I 18 -15 14 

12 -2 
18 -3 12 


-8 

8 

0 = r. 


Asf, de acuerdo con el teorema del factor, tanto x — \ corno el cociente 18x 2 — 3x + 12 son 
factores de/, y se puede escribir la función polinomial corno el producto 


f(x) 


(x - §)(l8x 2 - 3x + 12) 
(x — §)(3)(6x 2 — x + 4) 
(3x — 2)(6x 2 — x + 4). 


<— Se saca 3 corno factor comun de una 
función polinomial cuadràtica 


(D 


Como se describió en la sección anterior, si se puede factorizar el polinomio hasta que el 
factor restante sea un polinomio cuadràtico, se pueden entonces determinar las rafces restan- 
tes con la fòrmula cuadràtica. En este ejemplo, la factorización de las ecuaciones (1) es todo 
lo que se puede avanzar empleando numeros reales, porque las rafces del factor cuadràtico 
6x 2 - x + 4 son complejos (veriffquelo). Pero la multiplicación indicada en (1) ilustra algo 
importante acerca de las rafces reales. El primer coeficiente, 18, y el término constante, —8, 
de/(x) se obtienen con los productos 


-8 

I l 

(3x — 2)(6x 2 — x + 4). 

t_t 

18 

Vemos entonces que el denominador 3 de la rafz racional ; es un factor del primer coeficiente, 
18, de/(x) = 18x 3 — 15X 2 + 14x — 8, y que el numerador 2 de la rafz racional es un factor 
del término constante —8. 

Este ejemplo ilustra el siguiente principio generai para determinar las rafces racionales 
de una función polinomial. Lea con cuidado el siguiente teorema; los coeficientes de/no sólo 
son numeros reales; deben ser enteros. 


Teorema 6.4.2 Teorema de las rafces racionales 

Sea p/s un numero racional en sus términos màs simples, y ademàs una rafz de la función 
polinomial 

/(x) = a n x" + a n -\X n ~ x + ■ ■ ■ + a 2 x 2 + a t x + a 0 , 

en donde los coeficientes a n , a n _ j,..., a 2 , a i, «o son enteros, y a n # 0. Entonces, p es un 
factor entero del término constante a 0 y 5 es un factor entero del primer coeficiente a„. 


El teorema de las rafces racionales merece ser lefdo varias veces. Nótese que el teorema 
no asegura que una función polinomial/, con coeficientes enteros, deba tener una rafz racio¬ 
nal; màs bien afirma que si una función polinomial/con coeficientes enteros tiene una rafz 
racional p/s, entonces necesariamente 

p <— es un factor entero del término constante a 0 

S <r- es un factor entero del primer coeficiente a n 

Formando todos los cocientes posibles de cada factor entero a 0 con cada factor entero de a„ 
se puede formar una lista de rafces racionales potenciales de /. 
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EJEMPLO 1 


Raices racionales 

Determinar todas las raices racionales de/(x) = 3x 4 — 10x 3 — 3x 2 + 8x — 2. 

Solución Se identifican el término constante a 0 = —2 y el primer coeficiente a 4 = 3, y a 
continuación se hace una lista de todos los factores enteros de a 0 y a 4 , respectivamente: 

p: ±1, ±2, 

5 : ±1, ±3. 

Ahora se forma una lista de todas las raices racionales posibles p/s, dividiendo todos los 
factores de p entre ±1 y ±3: 

± 1, ± 2, ±5, ± (2) 

s J J 

Sabemos que la función polinomial/dada, de cuarto grado, tiene cuatro raices; si alguno 
de ellos es un nùmero reai y es racional, debe estar en la lista (2). 

Para determinar cuàl de los numeros en (2) son raices, si es que las hay, podriamos hacer 
una sustitución directa en/(x). Sin embargo, la división sintètica suele ser un mètodo mas 
eficiente para evaluar/(x). Comenzaremos probando — 1 : 

-1| 3 -10 -3 8 -2 

-3 13 -10 2 (3) 

3 -13 10 -2 0 = r . 

El residuo cero indica que r = /(— 1) = 0, y asi — 1 es una raiz de/. Por consiguiente, x — 
(— 1) = x + 1 es un factor de/. Usando el cociente determinado en (3) se puede escribir 

f(x) = (x + l)(3x 3 - 13x 2 + lOx - 2). (4) 

En la ecuación (4) se ve que cualquier otra raiz racional de/debe ser una raiz del cociente 
3x 3 — 13X 2 + lOx — 2. Como este ùltimo polinomio tiene grado menor, sera mas fàcil 
aplicar la división sintètica en él que en/(x) para llegar a la siguiente raiz racional. En este 
punto del proceso, el lector deberia comprobar si la raiz que se acaba de encontrar es una 
raiz repetida. Eso se hace determinando si la raiz que se encontró también es una raiz del 
cociente. Una comprobación ràpida, usando división sintètica, demuestra que — 1 no es 
una raiz repetida de/, porque no es una raiz de 3x 3 — 13X 2 + lOx — 2. Entonces se pro- 
sigue determinando si el nùmero 1 es una raiz racional de/ En realidad no lo es, porque 
la división 


3 

-13 

10 

— 2 <— coefìcientes del cociente 


3 

-10 

0 

3 

-10 

0 

-2 = r 


(5) 


indica que el residuo es r = —2 A 0. Al revisar | se tiene que 


u 


3 


3 


-13 10 

J-4 

-12 6 


-2 

2 

0 = r. 


( 6 ) 


Por consiguiente, ^ si es una raiz. En este momento podemos dejar de usar la división 
sintètica, porque (6) indica que el factor que resta de/es el polinomio cuadràtico 3X 2 — 
12x + 6. De acuerdo con la fòrmula cuadràtica se llega a que las raices reales que restan 
son 2 + V2 y 2 — V2. Por consiguiente, el polinomio dado/tiene dos raices raciona¬ 
les, — 1 y 5, y dos raices irracionales, 2 4- V2 y 2 — V2. = 


Si el lector tiene acceso a computadoras, su selección de los nùmeros racionales que se 
van a probar en el ejemplo 1 podrà motivarse con una gràfica de la función/(x) = 3x 4 — 10x 3 


292 


CAPITUL0 6 Funciones polinomiales y racionales 













— 3X 2 + 8x — 2. Con ayuda de una función graficadora se obtienen las gràficas de la FIGURA 
6.4.1. En la figura 6.4.la), parece que/tiene al menos tres rafces reales. Pero al “acercarse” a 
la gràfica en el intervalo [0, 1], figura 6.4. lè), se ve que en realidad/tiene cuatro rafces reales: 
una negativa y tres positivas. Asf, una vez determinada una rafz racional negativa de/, se pue- 
den desechar todos los demàs numeros negativos de la primera lista corno rafces potenciales. 




a) Gràfica de/en el intervalo [-1,4] b) Acercamiento de la gràfica, en el intervalo [0, 1] 

FIGURA 6.4.1 Gràfica de la función/del ejemplo 1 


EJEMPLO 2 


Factorización completa 


Como la función/del ejemplo 1 es de grado 4, y hemos determinado cuatro rafces reales, 
se puede indicar su factorización completa. Usando el primer coeficiente a 4 = 3, entonces, 
de (6) en la sección 6.3, 


/(x) = 3(x + l)(x — f)(x — (2 — y/2))(x — (2 + V^)) 
= 3(jc + l)(x - f)(x - 2 + V2)(x - 2 - V2). 


EJEMPLO 3 


Rafces racionales 


Determinar todas las rafces racionales de/(x) = x 4 + 4x 3 + 5x 2 + 4x + 4. 


Solución En este caso, el término constante es a (l = 4, y el primer coeficiente es a 4 = 1. 
Los factores enteros de a 0 y a 4 son, respectivamente: 

p: ±1, ±2, ±4, 

5: ±1. 

La lista de todas las rafces racionales posibles p/s es: 

-: ± 1, ±2, ±4. 
s 


Como todos los coeficientes de/son positivos, la sustitución de un nùmero positivo de la 
lista anterior en/(x) no podrà hacer que/(x) = 0. Asf, los unicos numeros que son rafces 
racionales potenciales son —1, — 2 y —4. Mediante la división sintètica 




1 


1 


4 5 4 

-1 -3 -2 

3 2 2 


4 

-2 
2 = r 


se comprueba que — 1 no es una rafz. Sin embargo, de 


-2| 1 4 5 4 4 

-2 -4 -2 -4 

1 2 1 2 |0 = r 
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se ve que — 2 es una rafz. Ahora se investiga si — 2 es una rafz repetida. Usando los coefi- 
cientes del cociente, 




1 


1 


2 1 

^2_0 

0 1 


2 

-2 
0 = r 


entonces — 2 es una rafz de multiplicidad 2. Hasta ahora se ha demostrado que 

f{x) = (x + 2) 2 (x 2 + 1 ). 

Como las rafces de x 2 + 1 son los complejos conjugados i y — i, se puede llegar a la con¬ 
clusióni que — 2 es la ùnica rafz reai de/(x). = 



x 


FIGURA 6.4.2 Gràfica de/del 
ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Sin raices racionales 


Se tiene la función polinomial f(x) = x 5 — 4x — 1. Las unicas rafces racionales posibles 
son — 1 y 1, y es fàcil ver que ni/(— 1) ni/(l) son rafces. Entonces,/tiene rafces no racio¬ 
nales. Como/tiene grado impar, tiene al menos una rafz reai, y entonces esa rafz debe ser 
un numero irracional. Con ayuda de una función graficadora se obtuvo la gràfica de la 
FIGURA 6.4.2. Note que, en la figura, la gràfica a la derecha de x = 2 no puede regresar hacia 
abajo, asì corno tampoco la gràfica a la izquierda de x = — 2 no puede regresar hacia arriba 
y entonces cruzar al eje x cinco veces, porque esa forma de la gràfica seria inconsistente 
con el comportamiento de/en los extremos. Por lo tanto, se puede decir que la función/ 
posee tres rafces reales irracionales y dos rafces complejas conjugadas. Lo mejor que se 
puede hacer en este caso es aproximar esas rafces. Con un programa computarizado de 
àlgebra, corno Mathematica, se pueden aproximar las rafces reales y complejas. Se ve que 
esas aproximaciones son —1.34, —0.25, 1.47, 0.061 + 1.42* y 0.061 — 1.421. = 


Aunque en el teorema de las rafces racionales se requiere que los coeficientes de una 
función polinomial/sean enteros, en algunos casos ese teorema se puede aplicar a una función 
polinomial con algunos coeficientes reales no enteros. En el siguiente ejemplo se ilustra este 
concepto. 


EJEMPLO 5 


Coeficientes no enteros 


Determinar las rafces racionales de f(x) = fx 4 


« r 3 , 
ryX 


io 2 
T x 


3x 


Solución Si se multiplica/por el minimo comun denominador 12, de todos los coefi¬ 
cientes racionales, se obtiene una nueva función g, con coeficientes enteros: 


g(x) = 10x 4 - 23x 3 + 40x 2 - 36x - 9. 


En otras palabras, g(x) = 12/(x). Si c es una rafz de la función g, entonces c también es una 
rafz de/, porque g(c ) = 12/(c) = 0 implica que/(c) = 0. Después de hacer las operaciones 
numéricas en la lista de las rafces racionales potenciales, 


P. 

s 


4-1 4- X 4- Q 4-1 4-3 _|_9 _j_I _j_3 9 _i_J_ _9_ 

mi, m j, m y, m 2 , m 2 , m 2 , m 5 , m 5 , m 5 , m 10 , m 10 , m 10 , 


se ve que — 5 y \ son rafces de g, y por consiguiente son rafces de/ 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-17. 


En los problemas 1 a 20 determine todas las rafces racionales 
del polinomio/. 

1. /(x) = 5x 3 — 3x 2 4- 8x 4- 4 

2 . /(x) = 2x 3 + 3x 2 — x + 2 

3. /(x) = x 3 — 8x — 3 

4. f(x) = 2x 3 - 7x 2 - 17 x + 10 

5. /(x) = 4x 4 — 7x 2 + 5x — 1 

6 . /(x) = 8x 4 — 2x 3 + 15x 2 — 4x — 2 

7. /(x) = x 4 + 2x 3 4- 10x 2 + 14x + 21 

8. f(x) = 3x 4 + 5x 2 + 1 

9. /(x) = 6x 4 — 5x 3 — 2x 2 — 8x + 3 

10. f(x) = x 4 + 2x 3 — 2x 2 — 6x — 3 

11. /(x) = x 4 + 6x 3 — 7x 

12 . f(x) = x 5 — 2x 2 — 12x 

13. /(x) = x 5 + x 4 - 5x 3 + x 2 - 6x 

14. /(x) = 128x 6 - 2 

15. /(x) = |x 3 - fx 2 + ^x - 3 

16. f{x) = 0.2x 3 — x + 0.8 

17. /(x) = 2.5x 3 + x 2 + 0.6x + 0.1 

18. /(x) = Ix 3 4- ^x 2 + fx + ì 

19. /(x) = 6x 4 + 2x 3 — ^x 2 — jx + g 

20 . /(x) = x 4 + |x 3 + |x 2 - jx - \ 

En los problemas 21 a 30, determine todas las rafces reales 
del polinomio/. A continuación factorice/(x) usando sólo 
numeros reales. 

21 . /(x) = 8x 3 + 5x 2 - llx + 3 

22. /(x) = 6x 3 + 23x 2 + 3x - 14 

23. /(x) = 10x 4 - 33x 3 + 66x - 40 

24. /(x) = x 4 - 2x 3 - 23x 2 + 24x + 144 

25. /(x) = x 5 + 4x 4 — 6x 3 — 24x 2 + 5x + 20 

26. /(x) = 18x 5 + 75x 4 + 47x 3 - 52x 2 - llx + 3 

27. /(x) = 4x 5 - 8x 4 - 24x 3 + 40x 2 - 12x 

28. /(x) = 6x 5 + llx 4 — 3x 3 — 2x 2 

29. /(x) = 16x 5 - 24x 4 4- 25x 3 4- 39x 2 - 23x 4- 3 

30. /(x) = x 6 - 12x 4 4- 48x 2 - 64 


En los problemas 31 a 36, encuentre todas las soluciones rea¬ 
les de la ecuación. 

31. 2x 3 4- 3x 2 4- 5x 4- 2 = 0 

32. x 3 - 3x 2 = -4 

33. 2x 4 4- 7x 3 — 8x 2 — 25x — 6 = 0 

34. 9x 4 4- 21x 3 4- 22x 2 + 2x - 4 = 0 

35. x 5 — 2x 4 4- 2x 3 — 4x 2 4- 5x — 2 = 0 

36. 8x 4 — 6x 3 — 7x 2 4- 6x — 1 = 0 

En los problemas 37 y 38, deduzca una función polinomial/, 
del grado indicado, con coeficientes enteros y que tenga las 
rafces racionales indicadas. 

37. grado 4; -4, 1, 3 

38. grado 5; —2, — §, §, 1 (multiplicidad dos) 

En los problemas 39 y 40, obtenga una función polinómica 
cubica/que satisfaga las condiciones dadas. 

39. ceros racionales 1 y 2,/(0) = ly/(—1) = 4 

40. cero racional ceros irracionales 1 4- V3 y 1 — V3, el 
coeficiente de x es 2 

= Aplicaciones diversas 

41. Construcción de una caja Se vaahacerunacajasintapa 
a partir de una pieza cuadrada de cartón, cortando piezas 
cuadradas en cada esquina, y después doblando los lados 
hacia arriba. Vea la FIGURA 6.4.3. La longitud de un lado 
del cartón es 10 pulgadas. Calcule la longitud del lado de 
los cuadrados que se quitaron en las esquinas, si el volumen 
de la caja debe ser de 48 pulg 3 . 



FIGURA 6.4.3 Caja del problema 41 


42. Flexión de una viga Una viga en voladizo tiene 20 pies 
de longitud, y se carga con 600 lb en su extremo derecho; 
seflexionaunacantidad <i(x) = 16 òoo (60x 2 — x 3 ), donde 
d se expresa en pulgadas y x en pies. Véase la FIGURA 6.4.4. 
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Calcule x cuando la flexión es de 0.1215 pulg. También 
cuando la flexión es de 1 pulgada. 



FIGURA 6.4.4 Cajadel 
problema 42 


= Para la discusión 

43. Argumente: / Cual es la màxima cantidad de veces que las 
gràficas de las funciones polinómicas 

f(x) = ayx? + a 2 * 2 + ajx + a 0 y g(x) = ^x 2 + b\x + b 0 

pueden entrecruzarse? 


44. Considere la función polinomial f(x) = x" + l x n ~ 1 
+ ■ ■ ■ + a x x + a 0 , donde los coeficientes a„ _ i,..., a\, 
a 0 son enteros pares distintos de cero. Explique por qué 
— 1 y 1 no pueden ser rafces de f(x). 

45. Una función polinomial es una función continua; es decir, 
la gràfica de una función polinomial no tiene interrupcio- 
nes. Si/(x) = 4x 3 — 1 lx 2 + 14x — 6, muestre que/(0)/(l) 
< 0. Explique por qué esto demuestra que f(x ) tiene un 
cero en el intervalo [0, 1]. Obtenga el cero. 

46. Si el coeficiente principal de una función polinomial/con 
coeficientes fntegros es 1, /que se puede decir sobre los 
posibles ceros reales de/? 

47. Si k es un numero primo* tal corno k > 2, /cuàles son los 
posibles ceros racionales de/(x) = 6x 4 - 9x 2 + kl 

48. Demuestre que x/y es un cero de la función polinomial 
f{x) = x 3 — 7. Explique por qué esto prueba que ^7 es un 
nùmero irracional. 


*Un nùmero primo es un entero positivo mayor que 1 cuyos unicos factores 
enteros positivos son el propio nùmero y el nùmero 1. Los primeros cinco 
numeros primos son 2, 3, 5, 7 y 11. 


| 6.5 Aproximación de los ceros reales 

■ Introducción Una función polinómica o polinomial/es una función continua. Recuérdese 
que en la sección 5.4 senalamos que esto significa que la gràfica de y = f(x) no tiene inte- 
rrupciones. hoyos o huecos. El resultado presentado en seguida es una consecuencia directa 
de la continuidad. 



FIGURA 6.5.1 f{x) adopta todos los 
valores entre/(a) y f{b) 


Teorema 6.5.1 Teorema del valor intermedio 

Supóngase que y = f(x) es una función continua en el intervalo cerrado [a, b]. Si f(a) A f(b) 
para a < b, y si N es cualquier nùmero entre/(a) y f(b), entonces hay un nùmero c en el 
intervalo abierto (a, b ) para el que/(c) = N. 


Como se muestra en la FIGURA 6.5.1 , el teorema del valor intermedio simplemente expresa 
que una función continua f(x) adopta todos los valores entre los nùmeros/(o) y flb). En par- 
ticular, si los valores de la función/(a) y f(b) tienen signos contrarios, entonces al identificar 
N = 0 podemos afirmar que hay al menos un nùmero en el intervalo abierto (a, b) para el que 
f(c ) = 0. En otras palabras: 


Sifia) > 0 ,f(.b) < 0 of(a) < 0 ,f(b) > 0, entonces f(x) tiene al menos un cero c 

en el intervalo (a, b). (1) 


La veracidad de està conclusión se ilustra en la FIGURA 6.5.2. 
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a) Un cero c en (a, b) b) Tres ceros rq, c 2 , c 3 en (ri, b ) 

FIGURA 6.5.2 Localización de los ceros de una función mediante el teorema del valor intermedio 


EJEMPLO 1 


Aplicación del teorema de valor intermedio 


Considere la función polinomial/(x) = x 3 — 3x — 1. Con base en los datos mostrados en 
la tabla de abajo podemos concluir de (1 ) que/tiene un cero reai en cada uno de los inter- 
valos [—2, — 1], [ — 1, 0] y [1, 2], 


X 

-2 

-1 

0 

1 

2 

f(x) 

-3 

1 

-1 

-3 

1 


ì t_ t t_ 

signos contrarios 


Sin embargo, al aplicar el teorema 6.4.2 puede comprobarse que/no tiene ceros raciona- 
les y, por tanto, sus tres ceros reales son numeros irracionales. Como se observa en la 
FIGURA 6.5.3, la gràfica de/interseca la recta v = 0 (el eje x) tres veces. = 



FIGURA 6.5.3 Gràfica de la función 
del ej empio 1 


En el ej empio que sigue se obtendrà una aproximación a uno de los ceros irracionales 
del ejemplo 1 mediante una tècnica denominada mètodo de la bisección. 

■ Mètodo de la bisección La idea bàsica de este mètodo parte del supuesto de que una 
función/es continua yjla) y f(b) tienen signos contrarios. Con esto se sabe que hay un nùmero 
c en (a, b) para el cual f(c) = 0. Luego, el punto medio m = (a + b)l 2 del intervalo [a, b] es 
una aproximación a c. Si m = (a + b)/2 no es un cero de f entonces hay un cero c en un 
intervalo [en el intervalo abierto («, ni) o en el intervalo (m, b), también abierto] que tiene la 
mitad de la longitud del intervalo originai [a, b ]. Si c se halla, por ejemplo, en (m, b) corno 
se muestra en la FIGURA 6.5.4, se divide este intervalo màs pequeno por la mitad: el nuevo 
punto medio es un cero o el cero c se encuentra en el intervalo que mide una cuarta parte de 
la longitud del intervalo originai [a, b]. Al continuar de està forma es posible localizar el cero 
c de/en intervalos sucesivamente màs pequenos. Después se toman los puntos medios de 
esos intervalos corno aproximaciones al cero c. Usando este mètodo, en la figura 6.5.4 se 
advierte que el errar de una aproximación a un cero en el intervalo es menor que la mitad de 
la longitud de ese intervalo. 

En seguida se résumé lo anterior. 


j(b-a) 


a m c b 

t t 

Una aproximación a c Un cero de/ 

FIGURA 6.5.4 Si f(a) yf(b) tienen 
signos contrarios, entonces debe 
haber un cero c de/en [ri, m] o en 
[m, b]. 


n 


quia para aproximar un cero 




Sea/una función polinómica tal que/(a) y f(b) tienen signos contrarios. 


i) Divida el intervalo [a, b] a la mitad hallando su punto medio m = (a + b)/2. 

ii) Obtenga/(m). 

iii) Si /(a) y/(m) tienen signos contrarios, entonces/tiene un cero en el intervalo 
[a, m\. 

Si filli) y f(b) tienen signos contrarios, entonces / tiene un cero en el intervalo 
[m, b]. 

Si f(m) = 0, entonces m es un cero de/. 
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EJEMPLO 2 


Aplicación del mètodo de la bisección 

Obtenga una aproximación al cero de f(x) = x 3 — 3x — 1 en el intervalo [1, 2], con una 
precisión de hasta tres lugares decimales. 

Solución Recuérdese del ejemplo 1 que/(l) < 0 y/(2) > 0. Ahora, para lograr la pre¬ 
cisión indicada el error debe ser menor de 0.0005.* La primera aproximación al cero en 
[1,2] es 


m l 


1 + 2 
2 


= 1.5 


con error < \(2 


1) = 0.5. 



Como/(1.5) = —2.15 < 0, el cero se halla en [1.5, 2]. 

La segunda aproximación al cero es 

1.5 + 2 , 

m 2 = ---= 1.75 con error < |(2 — 1.5) = 0.25. 

Puesto que/(1.75) = —0.89065 < 0, el cero se ubica en [1.75, 2]. 

La tercera aproximación al cero es 


m 3 


1.75 + 2 
2 


1.875 con error < \(2 - 1.75) = 0.125. 


Si se continua de està forma a la postre se llegarà a 

m u = 1.879395 con error < 0.0005. 


FIGURA6.5.5 /(a) y f(b) son Por tanto, el numero 1.879 es una aproximación al cero de/en [1, 2] precisa hasta tres 

positivas; no obstante, hay dos ceros lugares decimales. = 

en [a, b] 


En el ejemplo 2 dejamos la aproximación a los ceros de/(A) = x 3 — 3x — 1 en los inter- 
valos [—2, — 1] y [—1, 0] corno ejercicios. 

^ Aunque/fa) y f(b) tengan el mismo signo, la función/podria tener uno o mas ceros en 

el intervalo [a, b], corno se muestra en la FIGURA 6.5.5. 


* Si se quiere una aproximación precisa hasta dos lugares decimales se calculan los puntos medios m„ con i = 1, 
2,... n hasta que el error es menor de 0.005. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-17. 


En los problemas 1 y 2, obtenga una aproximación con exacti- 
tud de tres lugares decimales al cero de/(A) = x 3 — 3x — 1 en 
el intervalo dado. 

1 . [- 2 ,- 1 ] 

2 . [- 1 , 0 ] 

En los problemas 3 a 6, use el mètodo de la bisección para 
aproximar el o los ceros indicados por la gràfica de la función 
dada, con una exactitud de tres lugares decimales. 

3. f(x) =x 3 -x 2 + 4 



FIGURA 6.5.6 Gràfica para el 
problema 3 
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FIGURA 6.5.7 Gràfica para el problema 4 
5. f(x) = x 4 - 4x 3 + 10 




FIGURA 6.5.8 Gràfica para el problema 5 



6. f(x) = 3x 5 - 5x 3 + 1 



FIGURA 6.5.9 Gràfica para el problema 6 


En los problemas 7 y 8, aplique el mètodo de la bisección 
para aproximar las coordenadas x del punto (o puntos) de 
intersección de las gràficas dadas, con una precisión de tres 
lugares decimales. 



FIGURA 6.5.10 Gràfica para el problema 7 


= Aplicaciones diversas 
9. Boia fiotante de madera Se pone en agua una estera de 
madera de radio r. Para determinar la profundidad h a la 
que se hunde, igualamos el peso del agua desplazada y el 
de la boia (principio de Arqulmedes): 

jp w h 2 (3r - h ) = y-P//, 

donde p w y p b son, respectivamente, la densidad del agua 
y la de la madera (FIGURA 6.5.12). Supóngase que p b = 0.4 p w 
y r = 2 pulg. Use el mètodo de la bisección para aproximar 
la profundidad h a la que se hunde la boia, con una preci¬ 
sión de dos lugares decimales. 



FIGURA 6.5.12 Boia fiotante para el problema 9 


10. Comba de un cable La longitud L de un cable unido a 
dos suportes verticales de un puente colgante se expresa 
mediante 


L = 




donde r es la inclinación de los soportes y 5 la comba del 
cable unido a ellos (FIGURA 6.5.13). Sea r = 400 pies y L = 
404 pies. Use el mètodo de la bisección para aproximar la 
comba ,v del cable con una precisión de dos lugares deci¬ 
males. [Pista: considere el intervalo [20, 30]]. 



FIGURA 6.5.13 Puente colgante para el problema 10 
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| 6.6 Funciones racionales 


■ Introducción Muchas funciones se forman a partir de funciones polinomiales, con ope- 
raciones aritméticas y composición de funciones (véase la sección 5.5). En està sección se 
formarà una clase de funciones, con el cociente de dos funciones polinomiales. 

En virtud de que los numeros racionales se forman de enteros, asi también una función 
racional se forma de funciones polinómicas. 


Definición 6.6.1 Función racional 


Una función racional y = /(x) es una función que tiene la forma 


f(x) 


P(x) 

Q(xY 


en donde P y Q son funciones polinomiales. 


( 1 ) 


Por ejemplo, las siguientes funciones son racionales: 


y = 


x 

x 2 + 5 ’ 


y = 


polinomio 

; 

x 3 — x + 7 


x + 3 


t 

polinomio 


y 


ì 

X ' 


La función 


y = 



<— no es un polinomio 


no es una función racional. En (1), no se puede permitir que el denominador sea cero. Entonces, 
el dominio de una función racional/(x) = P[x)/Q(x) es el conjunto de todos los numeros 
reales, excepto aquellos numeros en los cuales el denominador Q(x ) sea cero. Por ejemplo, 
el dominio de la función racional f( x ) = ( 2x 3 - 1 )/{x 2 - 9 ) es {x\x # -3, x + 3}, o 
bien ( — oo ; — 3 ) (j ( — 3, 3) U (3, °°). No es necesario decir que tampoco se permite que el 
denominador sea el polinomio nulo, Q(x) = 0. 


■ Gràficas Es un poco mas complicado graficar una función racional/que una función 
polinomial, porque ademàs de poner atención en 

• las intersecciones con los ejes, 

• la simetrfa y 

• el desplazamiento o reflexión o estiramiento de gràficas conocidas, también se deben 
vigilar el dominio de/y 

• los grados de P(x) y Q(x). 

Estos dos ultimos temas son importantes para determinar si una gràfica de una función racio¬ 
nal tiene asmtotas. 

La intersección con el eje y està en el punto (0,/(0)), siempre que el numero 0 esté en el 
dominio de/. Por ejemplo, la gràfica de la función racional/(x) = (1 — x)/x no cruza el eje y, 
porque/(0) no està definida. Si los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores comunes, enton- 
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ces las intersecciones con el eje x en la gràfica de la función racional /(x) = P(x)/Q(x) son los 
puntos cuyas abscisas son las rafces reales del numerador P(x). En otras palabras, la ùnica 
forma en que/(x) = P(x)/Q(x) = 0 es hacer que P(x) = 0. La gràfica de una función racional 
/es simétrica con respecto al eje y si/(— x) = /(x), y simétrica con respecto al origen si /(—x) 
= — /(x). Como es fàcil localizar una función polinomial par o impar, una forma fàcil de 
determinar la simetrfa de la gràfica de una función racional es la siguiente. Se considera que 
P(x) y Q(x) no tienen factores comunes. 

• El cociente de dos funciones pares es par. (2) 

• El cociente de dos funciones impares es par. (3) 

• El cociente de una función par y una impar es impar. (4) 

Véase el problema 48, en los ejercicios 6 . 6 . 

Ya hemos visto las gràficas de dos funciones racionales simples, y = l/xyy = I /x 2 , en las 
figuras 5.2.le) y 5.2.1 f). Se pide al lector que repase ahora esas gràficas. Note que P(x) = 1 es 
una función par, y que Q[x) = x es una función impar, por lo que y = \/x es una función 
impar, de acuerdo con (4). Por otra parte, P(x) = 1 es una función par, asf corno Q(x) = x 2 , 
por lo que y = I lx 2 es una función impar, de acuerdo con (2). 


EJEMPLO 1 


Función reciproca desplazada 


Graficar la función f(x) = -. 

x — 1 

Solución La gràfica no tiene simetrfa, porque Q(x) = x — 1 no es función par ni impar. 
Como/(0) = —2, la intersección con el eje y està en (0, —2). Como P(x) = 2 nunca es 0, 
no hay intersecciones con el eje x. También, el lector debe reconocer que la gràfica de està 
función racional es la de la función reciproca y = 1 /x, estirada verticalmente en un factor 
de 2, y trasladada 1 unidad hacia la derecha. El punto (1, 1) està en la gràfica de y = l/x; 
en la FIGURA 6.6.1, después del estiramiento vertical y el desplazamiento horizontal, el 
punto correspondiente en la gràfica de y = 2 /(x — 1 ) es ( 2 , 2 ). 

La recta vertical x = 1, y la recta horizontal y = 0 (la ecuación del eje x) tienen especial 
importancia en està gràfica. 

La linea interrumpida vertical x = 1 de la figura 6.6.1, es el eje y de la figura 5.2.le), 
desplazado 1 unidad hacia la derecha. Aunque el nùmero 1 no està en el dominio de la 
función dada, se puede evaluar/en valores de x cercanos a 1. Por ejemplo, se puede veri¬ 
ficar que 



del ejemplo 1 


X 

0.999 

1.001 

f(x) 

-2 000 

2 000 


Està tabla muestra que en el caso de valores de x cercanos a 1, los valores correspondien- 
tes de la función/(x) tienen valor absoluto grande. Por otra parte, en el de valores de x 
cuando | x | es grande, los valores correspondientes de la función/(x) son cercanos a cero. 
Por ejemplo, el lector puede comprobar que 


X 

-999 

1 001 

f(x) 

- 0.002 

0.002 


Desde el punto de vista geomètrico, cuando x tiende a 1, la gràfica de la función tiende a 
la recta vertical x = 1 , y cuando | x | aumenta sin limite, la gràfica de la función tiende a la 
recta horizontal y = 0 . = 
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Està notación se empieo en la 
explicación del comportamiento 
extremo en la sección 6.1. 


■ Notación Para indicar que x se aproxima a un nùmero a se usa la notación 

• x —» a , para decir que x tiende a a desde la izquierda, esto es, a través de numeros 
que son menores que a; 

• x —» a + , para decir que x tiende a a desde la derecha, esto es, a través de numeros que 
son mayores que a , y 

• x —> a, para decir que x tiende a a desde la izquierda y también desde la derecha. 
También se usan los simbolos de infinito, asi corno la notación 

• x —> — 00 para indicar que x se vuelve no acotado en la dirección negativa, y 

• x —> °° para indicar que x se vuelve no acotado en la dirección positiva. 

^ Se dan interpretaciones parecidas a los simbolos/(x) —> — °° y /(x) —> °°. Estas notaciones son 
una forma còmoda de describir el comportamiento de una función ya sea cerca de un nùmero 
x = a, o cuando x aumenta hacia la derecha o disminuye hacia la izquierda. Asi, en el ejem- 
plo 1 se ve que, de acuerdo con (5) y la figura 6.5.1, 

f(x) —> — 00 cuando jc —> 1 — y /(x) —» oo cuando x —» 1 + . 

En palabras, la notación del renglón anterior quiere decir que los valores de la función decre- 
cen sin limite cuando x tiende a 1 desde la izquierda, y que los valores de la función crecen 
sin limite cuando x tiende a 1 desde la derecha. De acuerdo con ( 6 ) y la figura 6.6.1, también 
debe quedar darò que 

/(x) —» 0 cuando x —» — oo y /(x) —» 0 cuando x —» oo. 


■ Asintotas En la figura 6.6.1, la recta vertical cuya ecuación es x = 1 se denomina asin- 
tota vertical de la gràfica de /, y la recta horizontal cuya ecuación es y = 0 se llama 
asm tota horizontal de la gràfica de/. 

En està sección examinaremos tres tipos de asintotas, que corresponden a los tres tipos de 
rectas que estudiamos en la sección 4.3: rectas verticales, rectas horizontales y rectas incli- 
nadas (u oblicuas). La caracteristica de cualquier asintota es que la gràfica de una función/ 
debe acercarse, o tender, a la recta. 


Definición 6.6.2 Asintota vertical 

Se dice que una recta x = a es una asintota vertical de la gràfica de una función/, si se 
cumple al menos una de las seis condiciones siguientes: 


f(x) 

f(x) 

f(x) 


cuando 

X - 

-» a 

cuando 

X - 

-> a + 

cuando 

X - 

■> a , 


f(x) -> 00 
f(x) -> 00 
/(x) -> 00 


cuando 

X - 

■» a~. 

cuando 

X - 

-» a + . 

cuando 

X - 

■» a. 


(7) 


La FIGURA 6.6.2 ilustra cuatro de las posibilidades que indica (7) sobre el comportamiento 
no acotado de una función/cerca de una asintota vertical x = a. Si la función tiene la misma 
clase de comportamiento no acotado desde ambos lados de x = a, se expresa ya sea corno 

/(x) —> oo cuando x —>• a, (8) 

obien corno /(x)- °o cuando x -> a. (9) 

En la figura 6.6.2 d) se ve que/(x) —> 00 cuando x —>• a~ y que/(x) —> oo cuando x —> a + ; por 
consiguiente, se escribe/(x) —> 00 cuando x —> a. 
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a) f(x ) —» oo cuando x —> a b) f(x) —> -oo cuando x —> a 

FIGURA 6.6.2 La recta x = a es una asfntota vertical 




c) /(x) —> 00 cuando x —> a, <f)/(x) —> oo cuando x —> a 

/(x) —> -oo cuando x —> a + 


Si x = a es una asfntota vertical de la gràfica de una función racional f(x) = P(x)/Q(x), 
entonces, los valores de la función f(x) se vuelven no acotados cuando x tiende a a desde 
ambos lados, esto es, desde la derecha (x —> a + ) y también desde la izquierda (x —> a~). Las 
gràficas de las figuras 6 . 6 . 2 c) y 6 . 6.2 d) (o la reflexión de esas gràficas en el eje x) son gràficas 
tfpicas de una función racional con una sola asfntota vertical. Como se ve en esas figuras, una 
función racional con una asfntota vertical es una función discontinua. Hay una interrupción 
infinita en cada gràfica, en x = a. Como se ve en las figuras 6.6.2c) y 6.6.2 d), una sola asfn- 
tota vertical divide al plano xy en dos regiones, y dentro de cada región hay una sola parte, o 
rama, de la gràfica de la función racional/. 


Definición 6.6.3 Asfntota horizontal 

Se dice que una recta y = c es una asfntota horizontal de la gràfica de una función/, si 
f(x) —» c cuando x —» — 00 osi f(x) —» c cuando x —» °°. (10) 


En la FIGURA 6.6.3 hemos ilustrado algunas asfntotas horizontales tfpicas. Se ve que, junto 
con la figura 6.6.3 d), en generai la gràfica de una función puede tener cuando mucho dos 
asfntotas horizontales, pero que la gràfica de una función racional (f(x) = P(x)/Q(x) puede ^ Recuerde esto. 
tener una, cuando mucho. Si la gràfica de una función racional/tiene una asfntota horizontal 
y = c, entonces, corno se ve en la figura 6.6.3c), 

f(x) —> c cuando x —» — oo y f(x) —> c cuando x —» °°. 

El ultimo renglón es una descripción matemàtica del comportamiento en los extremos de 
la gràfica de una función racional con asfntota horizontal. También, la gràfica de una función 
nunca puede cruzar una asfntota vertical; pero, corno se ve en la figura 6.6.3 a), una gràfica 
sf puede cruzar una asfntota horizontal. 



FIGURA 6.6.3 La recta y = 



c es una asfntota horizontal en a), b) 



c) f(x) — » c cuando x —> -oo, 
/(x) —> c cuando x —> oo 


y c) 



d) /(x) —» Cj cuando x —> -oo, 
/(x) —> c 2 cuando x —» oo 
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Una asmtota inclinada también se 
llama asmtota oblicua. 


► 


Definición 6.6.4 Asmtota oblicua 

Se dice que una recta y = mx + b , m P 0, es una asmtota inclinada, o asmtota oblicua, 
de la gràfica de una función/, si 

f{x) —» mx + b cuando x —» — 00 

( 11 ) 

o bien f(x) — » mx + b cuando x —» °°. 



FIGURA 6.6.4 La asmtota oblicua es 
y = mx + b 


La notación en (11) quiere decir que la gràfica de/tiene una asmtota oblicua siempre 
que los valores de la función/(x) se aproximan cada vez màs a los valores de y en la recta 
y = mx + b, cuando el valor absoluto de x crece. Otra forma de enunciar (11) es està: una 
recta y = mx + b es una asmtota oblicua de la gràfica de/, si la distancia vertical d(x) entre 
los puntos con la misma abscisa, en las dos gràficas, satisface 

d(x) = f(x) — (mx + b) —» 0 cuando x —» — 00 o cuando x — » °°. 

Véase la FIGURA 6.6.4. Se nota que si una gràfica de una función racional/(x) = P(x)/Q(x) posee 
una asmtota oblicua, puede tener asintotas verticales, pero no puede tener una asmtota hori- 
zontal. 

Desde el punto de vista pràctico, las asintotas verticales y horizontales de la gràfica de 
una función racional / se pueden determinar por inspección. Entonces, para fines de està 
descripción, supongamos que 


/(•*) 


P{x) 

Q(x) 


a n x n + a n - 1 x n 1 
b,„x m + b m - l x m ~ l 


+ ■ ■ ■ + + a 0 

+ ■ ■ ■ + byX + b 0 


, a„ + 0, b m + 0, 


( 12 ) 


representa una función racional generai. 


■ Determinación de asintotas verticales Supongamos que los polinomios P(x) y Q(x) en 
(12) no tienen factores comunes. En ese caso: 

• Si a es un numero reai tal que Q(a) = 0, la recta x = a es una asmtota vertical de la 
gràfica de/. 

Debido a que Q(x) es un polinomio de grado m, puede tener hasta m raices reales, y entonces 
la gràfica de una función racional/puede tener hasta m asintotas verticales. Si la gràfica de 
una función racional/tiene, por ejemplo, k asintotas verticales (k < ni), entonces las k rectas 
verticales dividen al plano xy en k + 1 regiones. Por tanto, la gràfica de està función racional 
tendria k + 1 ramas. 


EJEMPLO 2 


Asintotas verticales 


, , 2 x + 1 

a) Por inspección de la función racional f(x) = 2 -^ se observa que el dcnominador 

Q(x) = x 2 — 4 = (x + 2) (x — 2) = 0 en x = —2 y en x = 2. Son las ecuaciones de las 
asintotas verticales de la gràfica de/. Està gràfica tiene tres ramas: una a la izquierda 
de la recta x = — 2 , una entre las rectas x = — 2 y x = 2 , y una a la derecha de la recta 
x = 2. 

b) La gràfica de la función racional /(x) = —-no tiene asintotas verticales, 

x“ + x + 4 

porque < 2 (x) = x 2 + x + 4=£0 para todos los numeros reales. = 


■ Determinación de las asintotas horizontales Cuando describimos el comportamiento 
en los extremos de un polinomio P(x) de grado n hicimos notar que P(x) se comporta corno 
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y = a n x n , esto es, P(x) ~ a „x”, para valores absolutos grandes de x. En consecuencia, se 
ve en 


las potencias menores de x son 
irrelevantes cuando x —» ± °o 


f(x) 


a„x n 

+ fl„]X" 1 

+ ■ 

■ + fl[X + a 0 





b x m 

u m A 

+ b m . x x m ~ 

1 + ■ 

■ ■ + b { x + b 0 


a n , x a n x a n 

que/(x) se comporta corno y = —x n m porque/(x) ~ ——— = —~ n m 
Por tanto: b,n b,nX b> 


= para x 


=b °°. 


0 


Si n = m, /(x) ~ —x 


,.- n & n 

—> — cuando x —> ± 


(13) 


negativa 


Si n < m, f{x) ~ —x' = — 


a„ 1 




-> 0 cuando x —> ± 


(14) 


positiva 

Si n > m, f(x) ~ — —x" m — ^ 00 cuando x —» ± (15) 

b„, 

De acuerdo con (13), (14) y (15), sacamos en darò las tres propiedades siguientes de las 
asfntotas horizontales de la gràfica de/(x) = P[x)/Q(x): 

• Si el grado de P(x) = grado de Q(x), entonces y = a n /b m (el cociente de 

los primeros coeficientes) es una asmtota horizontal. (16) 

• Si el grado de P(x) < grado de Q(x), entonces y = 0 es una asmtota horizontal. (17) 

• Si el grado de P{x) > grado de Q(x), entonces la gràfica defilo tiene 

asmtota horizontal. (18) 


EJEMPLO 3 


Asintotas horizontales 


Determinar si la gràfica de cada una de las funciones racionales tiene una asmtota hori¬ 
zontal 


a) /(x) 


3x 2 + 4x - 1 
8x 2 + x 


b) f(x) 


4x 3 + 7x + 8 
2x 4 + 3x 2 — x + 6 


c) f (x) 


5x 3 + x 2 + 1 
2x + 3 


Solución 

a) Como el grado del numerador 3X 2 + 4x — 1 es igual al grado del denominador 8X 2 + x 
(ambos grados son 2), de acuerdo con (13): 

3 3 

f(x) ~ —x 2 2 = — cuando x —» ± 

J 8 8 

Como se résumé en (16), y = | es una asmtota horizontal de la gràfica de/. 

b) En vista de que el grado del numerador 4x 3 + 7x + 8 es 3, y que el grado del deno¬ 
minador 2x 4 + 3X 2 — x + 6 es 4 (y 3 < 4), de acuerdo con (14), 

4 2 

f(x) ~ —x 3 4 =- > 0 cuando x —» ± 

J 2 x 

Como se résumé en (17), y = 0 (el eje x) es una asmtota horizontal de la gràfica de/. 
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x =-2 y 



FIGURA 6.6.5 Gràfica de la función 
del ejemplo 4 


c) Como el grado del numerador 5x 3 + x 2 — 1 es 3 y el del denominador 2x + 3 es 1 
(y 3 > 1), de acuerdo con (15): 


f(x ) ~ —x 3 1 = —x 2 —> co cuando x —> ± °°. 


Como se indica en (18), la gràfica d e/no tiene asintota horizontal. 


En los ejemplos de graficado que siguen supondremos que P(x) y Q(x) en (12) no tienen 
factores comunes. 


EJEMPLO 4 


Gràfica de una función racional 


Graficar la función f(x) = --. 

x + 2 

Solución Algo de lo que se debe buscar para trazar la gràfica de/es lo siguiente: 

Simetria: No tiene simetrfa. P(x) = 3 — x y Q(x) = x + 2 no son pares ni impares. 

Interseccion.es : /(0) =\y entonces la intersección con el eje y està en (0, §). Al igualar 
F\x) = 0, o 3 — x = 0, se ve que 3 es una rafz de P. La unica intersección con el eje x està 
en (3, 0). 

Asùitotas verticales: Al igualar Q(x) = 0ox + 2 = 0, se obtiene x = —2. La rectax = —2 
es una asintota vertical. 


Ramas: Como sólo hay una sola asintota vertical, la gràfica de / consiste en dos ramas 
distintas, una a la izquierda de x = —2 y una a la derecha de x = — 2 . 


Asìntoto horizontal : El grado de P y el grado de Q son iguales (a 1), y entonces la gràfica de/ 


tiene una asintota horizontal. Al reacomodar a/en la forma /(x) = 


-x + 3 
x + 2 


se ve que la 


relación de los primeros coeficientes es — 1/1 = — 1 . 

De acuerdo con (16), la recta y = — 1 es una asintota horizontal. 


Gràfica : Se trazan las asintotas vertical y horizontal usando lineas interrumpidas. La 
rama derecha de la gràfica de/se traza pasando por las intersecciones con los ejes ( 0 , 3 ) 
y (3, 0), de tal manera que tienda a ambas asintotas. La rama izquierda se traza abajo de 
la asintota horizontal y = — 1. Si la dibujàramos arriba de la asintota horizontal, deberia 
estar cerca de la asintota horizontal desde arriba y cerca de la asintota vertical desde la 
izquierda. Para hacerlo, la rama de la gràfica deberia cruzar el eje x, pero corno no hay 
màs intersecciones con el eje x, eso es imposible. Véase la FIGURA 6.6.5. = 


EJEMPLO 5 


Ejemplo 4 con transformaciones 


A veces pueden ser utiles la división entre polinomios y las transformaciones rigidas para 
graficar funciones racionales. Nótese que si se hace la división en la función/del ejemplo 
4, se ve que 


/(*) 


3 — x 
x + 2 


es lo mismo que 


/(x) = -1 + 


5 

x + 2 


Entonces, comenzando con la gràfica de y = 1/x, la estiramos verticalmente en un factor 
de 5. A continuación, desplazamos la gràfica de y = 5/x dos unidades hacia la izquierda. 
Por ultimo, desplazamos y = 5/(x + 2) una unidad verticalmente hacia abajo. El lector 
debe verificar que el resultado neto es la gràfica de la figura 6.6.5. = 
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EJEMPLO 6 


Gràfica de una función racional 


Graficar la función f(x) =-,. 

1 - x 2 

Solución 

Simetrìa: Ya que P(x) = x es impar, y Q{x) = 1 — x 2 es par, el cociente P(x)IQ(x) es impar. 
La gràfica de/es simétrica con respecto al origen. 

Intersecciones : /(0) = 0, y entonces la intersección con el eje y està en (0, 0). Al igualar 
P[x) = x = 0 se obtiene x = 0. Por lo anterior, las unicas intersecciones con los ejes estàn 
en (0, 0). 

Asl'utotas verticales : Al igualar Q(x) = 0, o 1 — x 2 = 0, se obtienen x = — 1 y x = 1. Las 
rectas x = — 1 y x = 1 son asfntotas verticales. 

Ramas : Como hay dos asfntotas verticales, la gràfica de/consiste en tres ramas distintas, 
una a la izquierda de la recta x = -1, una entre las rectas x = — 1 y x = 1, y una a la de- 
recha de la recta x = 1. 

Asintoto horizontal: Como el grado del numeradorx es 1, y el grado del denominador 
1 — x 2 es 2 (y 1 < 2), de acuerdo con (14) y (17), y = 0 es una asfntota horizontal de la 
gràfica de/. 

La gràfica: Se puede trazar la gràfica de x > 0 y a continuación aplicar la simetrìa para 
obtener la parte restante de la gràfica de x < 0. Comenzaremos trazando las asfntotas ver¬ 
ticales con lfneas interrumpidas. El medio ramai de la gràfica de/en el intervalo [0, 1) se 
traza comenzando en (0, 0). La función/debe crecer, porque P(x) = x > 0, y Q(x) = 1 - 
x 2 > 0 indican que/(x) > 0 para 0 < x < 1. Eso implica que cerca de la asfntota vertical 
x = 1, /(x) —» 00 cuando x —» I . La rama de la gràfica para x > 1 se traza abajo de la 
asfntota horizontal y = 0, porque P(x) = x > 0 y Q[x) = 1 — x 2 < 0 implica que/(x) < 0. 
Entonces,/(x) —* *■ — 00 cuando x —> l + y f(x) —> 0 cuando x —» °°. El resto de la gràfica, 
para x < 0, se obtiene reflejando la gràfica para x < 0 en el origen. Véase la FIGURA 6.6.6. = 


EJEMPLO 7 


Gràfica de una función racional 


Graficar la función f(x) =-,. 

1 + x 2 

Solución La función/se parece a la función del ejemplo 6, porque/es una función impar, 
(0,0) es el ùnico cruce de està gràfica con los ejes, y su gràfica tiene la asfntota horizontal. Sin 
embargo, obsérvese que corno 1 + x 2 > 0 para todos los numeros reales, no hay asfntotas 
verticales, y entonces no hay ramas; la gràfica es una curva continua. Parax > 0, la gràfica 
pasa por(0,0) y entonces debe crecer, porque/(x) > 0 parax > 0. También,/debe llegar a un 
màximo locai para luego decrecer, afinde satisfacerlacondición/(x) —» 0 cuandox —» °°. 
Como se vio en la sección 6.1, el lugar exacto de este màximo locai se puede obtener con 
las técnicas del càlculo. Por ùltimo, se refleja la parte de la gràfica para x > 0 respecto al 
origen. Esa gràfica debe verse algo asf corno la de la FIGURA 6.6.7. = 


■ Determinación de asintotas oblicuas Supongamos de nuevo que los polinomios P(x) y 
Q(x) en (11) no tienen factores comunes. En ese caso, se puede reconocer la existencia de una 
asfntota oblicua corno sigue: 

• Si el grado de P(x) es precisamente uno màs que el grado de Q[x)~, esto es, si el grado 
de Q(x) es m y el grado de P(x) es n = m + 1, entonces la gràfica de/tiene una asfntota 
oblicua o inclinada. 

La asfntota oblicua se determina por simple división entre polinomios. Al dividir P(x) entre 
Q(x) se obtiene un cociente que es un polinomio lineai mx + b, y un polinomio residuo 
R{x): 


6.6 Funciones racionales 



FIGURA 6.6.6 Gràfica de la función 
del ejemplo 6 


y 

1 - 


x 



- 1 - 

FIGURA 6.6.7 Gràfica de la función 
del ejemplo 7 
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f(x) 


P(x) 

Q(x) 


cociente residuo 


i 

= mx + b + 


I 

R(x) 

Q(x)' 


(19) 


Como el grado de K(x) debe ser menor que el grado del divisor Q(x), entonces R(x)lQ(x) —» 0 
cuando x —> — 00 y cuandox — > y en consecuencia 

f(x) —» mx + b cuando x —> — 00 y /(x) —» mx + b cuando x —» °°. 

En otras palabras, una ecuación de la asintota oblicua es y = mx + b, donde mx + b cs el 
cociente de (19). 

Si el denominador Q(xj es un polinomio lineai, se puede aplicar entonces la división 
sintètica. 


EJEMPLO 8 


Gràfica con una asintota oblicua 


Graficar la función f(x) 


x 2 — x — 6 


x — 5 


Solución 


Simetrìa : No hay simetrfa. P{x) = x 2 — x — 6 y Q(x) = x — 5 no son pares ni son impares. 

Intersecciones : /(0) = f, y entonces la intersección con el ejey està en(0, f). Al igualar 
P{x) = 0, es decir, x 1 — x — 6 = 0, o (x + 2) (x — 3) = 0 se ve que —2 y 3 son raices de 
P(x). Las intersecciones con el eje x estàn en (—2, 0) y en (3, 0). 

Asmtotas verticales: Si se iguala Q(x) = 0, o x — 5 = 0, el resultado es x = 5. La recta 
x = 5 es una asintota vertical. 


Ramas: La gràfica de/consta de dos ramas, una a la izquierda de x = 5 y una a la derecha 
de x = 5. 


Asintota horizontal: No hay. 

Asintota oblicua : Como el grado de P(x) = x 2 — x — 6 (que es 2) es exactamente una 
unidad mas grande que el grado de Q(x) = x — 5 (que es 1), la gràfica def(x) tiene una asili- 
tota oblicua. Para determinarla se divide P(x) entre Q(x). Debido a que Q(x) es un polinomio 
lineai, se puede aplicar la división sintètica: 


5J 1 -1 -6 
5 20 

1 4 14. 



FIGURA 6.6.8 Gràfica de la función 
del ejemplo 8 


Recuerde que està notación quiere decir que 


y = x + 4 es la asintota oblicua 


x 2 — x — 6 


x — 5 


14 

= x + 4 H-. 

x — 5 


Nótese de nuevo que 14/(x — 5) —» 0 cuandox—» ± °°. Por consiguiente, la recta 
y = x + 4 es una asintota inclinada. 

La gràfica: Con la información anterior se obtiene la gràfica de la FIGURA 6.6.8. Las asmtotas 
son las lineas interrumpidas de la figura. = 
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EJEMPLO 9 


Gràfica con una asfntota oblicua 


. . x 3 — 8x + 12 

Por inspección debe verse que la gràfica de la función racional f(x) =- 2 + \ - 

tiene una asfntota oblicua, pero no tiene asfntotas verticales. Como el denominador es un 
polinomio cuadràtico, recurrimos a la división, para obtener 

x 3 — 8x + 12 —9x + 12 

= x + 


+ 1 


+ 1 


La asfntota oblicua es la recta y = x. La gràfica no tiene simetrfa. La intersección con el 
eje y està en (0, 12). La carencia de asfntotas verticales indica que la función/es continua; 
su gràfica consiste en una curva ininterrumpida. Como el numerador es un polinomio de 
grado impar, al menos tiene una rafz reai. Ya que x 3 — 8x + 12 = 0 no tiene rafces racio- 
nales, se usan técnicas de aproximación, o de graficación, para demostrar que la ecuación 
sólo tiene una rafz irracional reai. Por lo anterior, la intersección con el eje x està aproxi- 
madamente en (—3.4, 0). La gràfica de/se ve en la FIGURA 6.6.9. Observe que la gràfica de 
/cruza a la asfntota oblicua. = 


■ Gràfica con un agujero En la descripción de las asfntotas de funciones racionales supu- 
simos que los polinomios P(x) y Q(x) en (1) no tienen factores comunes. Ahora sabemos que 
si a es un nùmero reai tal que Q(a) = 0 y l\x) y Q(x) no tienen factores comunes, entonces la 
recta x = a es una asfntota vertical de la gràfica de/. Como Q es un polinomio, entonces, de 
acuerdo con el teorema del factor, Q(x) = (x — a) q(x). La hipótesis de que el numerador P y 
el denominador Q no tienen factores comunes indica que x — a no es un factor de P, y enton¬ 
ces P(d) A 0. Cuando P(a) = 0 y Q(a) = 0, entonces x = a podrìa no ser una asfntota vertical. 
Por ejemplo, cuando a es una raiz simple tanto de P corno de Q, entonces x = a no es una 
asfntota vertical de la gràfica de/(x) = P(x)/Q(x). Para verlo, de acuerdo con el teorema del 
factor, si P(d) = 0 y Q(a) = 0, entonces x — a es un factor comun de P y Q: 


P(x) = (x — a)p(x) y Q(x) = (x — a)q(x), 


donde p y q son polinomios tales que p(a) A 0 y q(a) A 0. Después de simplificar 

P(x) TT) p(x) p(x) 


/(•*) = 


x A a. 


Q(x) (j^-njq(x) q(x)’ 

se ve que/(x) es indefinida en a, pero los valores de la función/(x) no crecen o decrecen sin 
limite cuando x —» a~o cuando x —» a . porque q(x) no tiende a 0. Por ejemplo, en la sección 
5.4 vimos que la gràfica de la función racional 

■" 2 — 4 (x — 2)(x + 2) 


/(•*) = 


x — 2 


x — 2 


= x + 2, x A 2, 


bàsicamente es una recta. Pero corno f(2) no està definida, no hay punto (2,/(2)) en la curva. 
En su lugar, hay un agujero en la gràfica en el punto (2, 4). Véase la figura 5.4.5«J. 


EJEMPLO 10 


Gràfica con un agujero 


Graficar la función f(x) 


- 2x - 3 
x 2 - 1 


Solución Aunque x 2 — 1 = 0 para x = — 1 y x = 1, sólo x = 1 es una asfntota vertical. 
Nótese que el numerador P(x) y el denominador Q(x) tienen el factor comun x + 1, que se 
anula siempre que x A — 1 : 


/(*) 


la igualdad es cierta para x i 1 — 1 

- 3) _ x - 3 
jfx-4-^/(x — 1) x — 1 


( 20 ) 



FIGURA 6.6.9 Gràfica de la función 
del ejemplo 9 
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FIGURA 6.6.10 Gràfica de la función 
del ejemplo 10 



Asf vemos que, de acuerdo con (20), no hay interrupción infinita en la gràfica en jc = — 1. 
x — 3 

Se hace la gràfica de y = --, x + - 1, observando que la intersección con el eje y està 

en (0, 3), una intersección con el eje x es (3, 0), una asmtota vertical es x = 1 y una 
asmtota horizontal es y = 1. La gràfica de està función tiene dos ramas, pero la rama a 
la izquierda de la asmtota vertical x = l tiene un agujero en ella, que corresponde al punto 
(-1,2). Véase la FIGURA 6.6.10. = 


Notas para el salón de clases 


Cuando se les pregunta si alguna vez han ofdo la afirmación “ una asmtota es una recta a 
la que la gràfica se aproxima, pero no corta ”, una cantidad sorprendente de alumnos 
levanta la mano. Primero, debemos aclarar que la afirmación es falsa, una gràfica puede 
cruzar una asmtota horizontal y también una asmtota oblicua. Una gràfica nunca puede cru- 
zar una asmtota vertical x = a, porque en forma inherente la función es indefinida en 
x = a. Hasta se pueden determinar los puntos donde una gràfica cruza a una asmtota 

x 2 + 2x 


horizontal o una oblicua. Por ejemplo, la función racional f(x) — 


x 2 - 1 


tiene la asm¬ 


tota horizontal y = 1. La determinación de si la gràfica de/corta la recta horizontal y= 1 , 
equivale a preguntar si y = 1 està en el contradominio de la función/. Si se iguala/(x) a 
1, esto es, 


x 2 + 2x 
x 2 — 1 


implica que x 2 + 2x = x 2 — 1 y x = — 


Como x = — \ està en el dominio de/, la gràfica de/interseca la asmtota horizontal en 
( — 2 ,/( — 2 )) = ( — 2> !)• Obsérvese, en el ejemplo 9, que se puede determinar el punto 
en el que la asmtota inclinada cruza a la gràfica de y = x, resol viendo/(x) = x. El lector debe 
verificar que el punto de intersección es (f, f). Véanse los problemas 31 a 36 de los ejer- 
cicios 6.6. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-17. 


En los problemas 1 y 2 use una calculadora para llenar la 
tabla de la función racional 


f(x) 


2x 

x — 3 


1 . x = 3 es una asmtota vertical de la gràfica de/ 


X 

3.1 

3.01 

3.001 

3.0001 

3.00001 

f(x) 






X 

2.9 

2.99 

2.999 

2.9999 

2.99999 

f(x) 







2 . y = 2 es una asmtota horizontal de la gràfica de/ 


X 

10 

100 

1 000 

10 000 

100 000 

f(x ) 






X 

-10 

-100 

- 1 000 

-10000 

-100 000 

f{x) 







En los problemas 3 a 22 determine las asmtotas verticales y 
horizontales de la gràfica de la función racional indicada. 
Determine las intersecciones con los ejes de la gràfica. Trace 
un bosquejo de la gràfica de/ 


310 


CAPITUL0 6 Funciones polinomiales y racionales 




































1 


3. /(x) 

4. /(x) 


x — 2 
4 

x + 3 


23- /(x) 
24. /(x) 


x 2 - 9 

X 

x 2 — 3x — 10 
x 


5- /(x) 


x 

X + 1 


25. /(x) = 


x + 2 


6 - /W 



26. /(x) 


x 2 — 2x 
x + 2 


7- /(x) 
8 . /(x) 

9- /U) 

10. /(x) 

11. /(x) 

12 . /(x) 

13. /(x) 

14. /(x) 

15. /(x) 

16. /(x) 

17. /(x) 

18. /(x) 

19. /(x) 

20 . /(x) 
21- /(x) 


4x — 9 
2x + 3 
2x + 4 
x — 2 

1 — x 

X + 1 

2x - 3 
x 

1 

4 

(x + 2) 3 

J_ 

8 


x 2 - 1 


x 2 4 

_ 1 _ 

x(x — 2) 

1 

x 2 — 2x — 8 
1 - x 2 
x 2 

16 

x 2 + 4 
-2x 2 + 8 

U - D 2 


27- /(x) 

28. /(x) 

29. /(x) 

30. /(x) 


x 2 — 2x — 3 
x — 1 

-U- i ) 2 

x + 2 


X — X 

5x(x + l)(x — 4) 
x 2 + 1 


En los problemas 31 a 34, determine el punto donde la grà¬ 
fica de/cruza su asintota horizontal. Trace la gràfica de/. 


31. /(x) = 2 


32. /(x) = 


33. /(x) = 


34. /(x) = 


x — 3 
X 2 + 3 

U - 3) 2 
x 2 — 5x 


4x(x — 2) 

(x — 3)(x + 4) 

2x 2 

X 2 + X + 1 


En los problemas 35 y 36 determine el punto donde la gràfica 
de/cruza su asintota oblicua. Use una función de graficación 
para obtener la gràfica de/y la asintota oblicua, en el mismo 
plano coordenado. 


35. /(x) 


x 3 — 3x 2 + 2x 
x 2 + 1 


36. /(x) = 


+ 2x 


En los problemas 37 a 40, determine una función racional 
que satisfaga las condiciones indicadas. No hay una respuesta 
unica. 


22 . /(x) 


x(x - 5) 


- 9 


En los problemas 23 a 30, determine las asintotas verticales y 
oblicuas de la gràfica de la función racional indicada. 
Determine las intersecciones con los ejes de la gràfica. Trace 
esa gràfica. 


37. asintota vertical: x = 2 
asintota horizontal: y = 1 
intersección con el eje x en (5, 0) 

38. asintota vertical: x = 1 
asintota horizontal: y = — 2 
intersección con el eje y en (0, -1 ) 
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39. asfntotas verticales: x = — 1, x = 2 
asfntota horizontal: y = 3 
intersección con el eje x en: (3, 0) 

40. asfntota verticali x = 4 
asfntota inclinada: y = x + 2 


46. Potencia La potencia eléctrica P producida por cierta 
fuente se determina con 


P = 


E 2 r 

R 2 + 2 Rr + r 2 ’ 


En los problemas 41 a 44, determine las asfntotas y todos los 
agujeros que haya en la gràfica de la función racional indi- 
cada. Determine las intersecciones con los ejes de la gràfica. 
Trace esa gràfica. 


41. /(*) = 


x 2 - 1 
x — 1 

42. /(x) = ~ 2 -- 

X — 1 


43. /(x) 

44. /(x) 


x + 1 

x(x 2 + 4x + 3) 

x 3 + 8 
x + 2 


en donde E es el voltaje de la fuente, R es la resistencia de 
la fuente y r es la resistencia en el circuito. Trace la gràfica 
de P en función de r, empleando los valores E = 5 volts 
y R = 1 ohm. 

47. Intensidad de iluminación La intensidad de iluminación 
debida a una fuente luminosa, en cualquier punto, es direc- 
tamente proporcional a la intensidad de la fuente e inversa¬ 
mente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente. 
Si hay dos fuentes con intensidades de 16 unidades y 2 
unidades, y estàn a 100 cm de distancia, corno se ve en la 
FIGURA 6.6.12, la intensidad de iluminación 7 en cualquier 
punto p entre ellas se calcula con 


7(x) 


16 2 
x 2 + (100 - x) 2 ’ 


= Aplicaciones diversas 

45. Resistores en paralelo Un resistor de 5 ohms y un resis¬ 
tor variable se conectan en paralelo corno se ve en la 
FIGURA 6.6.11. La resistencia R que resulta (en ohms) se 
relaciona con la resistencia r (en ohms) del resistor varia¬ 
ble, mediante la ecuación 


R = 


5 r 

5 + r’ 


Trace la gràfica de R en función de r, para r> 0. (j Cuàl es 
la resistencia R que resulta cuando r se vuelve muy 
grande? 


en donde x es la distancia a la fuente de 16 unidades. 
Trace la gràfica de 7(x) para 0 < x < 100. Describa el 
comportamiento de 7(x) cuando x—»0 + . Descrfbalo 
cuando x —» 100L 


fuente de 
16 unidades 


fuente de 
2 unidades 



P 



x - »- 

-100 cm 


FIGURA 6.6.12 Dos fuentes luminosas del problema 47 


5 ohms 

- J Wr- 



r ohms 


FIGURA 6.6.11 Resistores paralelos 
del problema 45 


= Para la discusión 

48. Suponga que /(x) = P(x)/Q(x). Demuestre las reglas de 
simetrfa (2), (3) y (4) en el caso de funciones racionales. 

49. Forme una función racional /(x) = P(x)/Q(x) cuya gràfica 
cruce dos veces su asfntota oblicua. Suponga que P(x) y 
<2(x) no tienen factores comunes. 

50. Construya una función racional /(x) = P(x)/Q(x) cuyas 
gràficas tengati dos discontinuidades. 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Función polinomial: 
grado 

término principal 
término constante 
Gràficas: 
simetrfa 
intersecciones 
punto de inflexión 
comportamiento extremo 
Cero de una función polinómica: 
simple 

de multiplicidad m 


Fracción propia 

Fracción impropia 

Algoritmo de la división 

Teorema del residuo 

División sintètica 

Teorema del factor 

Teorema fundamental del àlgebra 

Factorización lineai completa 

Teorema de ceros conjugados 

Teorema de las rafces racionales 

Función continua 

Teorema del valor intermedio 


Mètodo de la bisección 
Función racional: 

ramas de una gràfica 
Asintotas: 

asmtota vertical 
asmtota horizontal 
asmtota oblicua 
Discontinuidad en una gràfica 


EEHnEXHEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-18. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 18, responda verdadero o falso: 

1. f(x) 0 2x 3 — 8x 2 + 5 no es un polinomio._ 

1 

2. f(x) = x H— es una función racional. 

x 

3. La gràfica de una función polinómica no puede tener dis- 

continuidades._ 

4. Una función polinómica de cuarto grado tiene exactamente 

cuatro ceros reales._ 

5. Cuando un polinomio de grado mayor que 1 se divide por 

x + 2, el residuo siempre es una constante._ 

6. Si los coeficientes a, b, c y d de la función polinómica/(x) 

= ax 3 + bx 2 + ex + d son enteros positivos, entonces / 
no tiene ceros reales positivos._ 

7. La ecuación polinómica 2x 7 = 1 — x tiene una solución 

en el intervalo [0, 1],_ 

8. La gràfica de la función racional/(x) = (x 2 + 1 )/x tiene 

una asmtota oblicua._ 

9. La gràfica de la función polinómica/(x) = 4r’ + 3x 2 es 

simétrica con respecto al eje y. _ 

10. La gràfica de una función polinómica que es una punción 

impar debe pasar por el origen._ 

11. Una asmtota es una recta que se acerca a la gràfica de una 

función sin nunca cruzarla._ 


12. El punto (|, |) està en la gràfica de /(x) = 


13. La gràfica de una función racional/(x) = P(x)/Q(x) tiene 

una asmtota oblicua cuando el grado de P es mayor que el 
grado de Q. _ 

14. Si 3 — 4 i es un cero de una función polinómica/(x) con 

coeficientes reales, entonces 3 + 4 i también es un cero de 
/(*)•_ 

15. Una función polinómica debe tener cuando menos un cero 

racional._ 

16. Si I + i es un cero de/(x) = x 3 — 6x 2 + lOx — 8, enton¬ 
ces 4 también es un cero de/_ 

17. La función continua/(x) = x 6 + 2x 5 — x 2 + 1 tiene un 

cero reai dentro del intervalo [—1, 1],_ 

18. Cuando/(x) = x 50 + 1 se divide por g(x) = x — 1, el 

residuo es/(l) = 2._ 

= B. Llenar los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 12, llene los espacios en bianco. 

1. El gràfico de la función polinómica/(x) = x 3 (x — l) 2 (x — 
5) es tangente al eje x en_y pasa por el eje x en 


2. Una función polinómica de tercer grado con ceros 1 y 3 i 
es_. 
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3. E1 comportamiento extremo de la gràfica de/(x) = x 2 (x + 
3)(jc — 5) se parece a la gràfica de la función potencial/(x) 


4. La función polinòmio a/(x) = x 4 — 3x 3 + 1 7x 2 — 2x + 2 

tiene_(cuàntos) ceros racionales posibles. 

5. Para /(x) = kx 2 (x — 2)(x — 3), /(— 1) = 8 si k = 


6. La intersección con y de la gràfica de la función racional 
2x + 8 


f(x) = 


■ es 


7. Las asintotas verticales de la gràfica de la función racional 
2x + 8 


m = 


5x + 4 


son 


8 . Las intersecciones con x de la gràfica de la función racio- 

x 3 — x 

nal f(x) = - - , son. 


2x 3 

9. La asintota horizontal de la gràfica de la función racional 

x 3 ~ x 

f(x) = -~ es. 


2x 3 

10. Una función racional cuya gràfica tiene la asintota hori¬ 
zontal y = le intersección con x (3, 0) es_. 


11. La gràfica de la función racional /(x) = —, -, donde n 

x + 1 

es un entero no negativo, tiene la asintota horizontal y = 
0 cuando n =_. 


12. La gràfica de la función polinómica/ix) = 3x 5 — 4x 2 + 

5x — 2 tiene cuando mucho_puntos de 

inflexión. 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, use la división larga para dividir/(x) 
por g(x). 

1. f(x) = 6x 5 — 4x 3 + 2x 2 + 4, g(x) = 2X 2 — 1 

2. /(x) = 15x 4 — 2x 3 4- 8x + 6, g(x) = 5x 3 + x + 2 

En los problemas 3 y 4, use la división sintètica para dividir 
f(x) por g(x). 

3. /(x) = 7x 4 — óx 2 + 9x + 3, g(x) = x — 2 

4. /(x) = 4x 3 + Ix 2 — 8x, g(x) = x + 1 

5. Sin realizar la división, determine el residuo cuando/(x) = 
5x 3 — 4x 2 + 6x — 9 se divide entre g(x) = x + 3. 

6. Use la división sintètica y el teorema del residuo para 
obtener/(c) para 

/(x) = x 6 — 3x 5 + 2x 4 + 3x 3 — x 2 + 5x — 1 


7. Determine los valores del entero positivo n de tal modo 
que/(x) = x" + c n sea divisible por g(x) = x + c. 

8 . Suponga que 

/(x) = 36x 98 - 40x 25 + 18x 14 - 3x 7 + 40x 4 
+ 5X 2 — x + 2 

se divide por g(x) = x — 1. (j Qué residuo tiene? 

9. Escriba, pero no pruebe, todos los ceros racionales posibles 
de 

/(x) = 8x 4 + 19x 3 + 31x 2 + 38x - 15. 

10. Obtenga la factorización completa de/(x) = 12X 3 + 16x 2 
+ 7x + 1. 


En los problemas 11 y 12, verifique que cada uno de los 
numeros indicados sea un cero de la función polinómica/(x) 
dada. Encuentre todos los demàs ceros y luego haga la facto¬ 
rización completa de/(x). 

11. 2;/(x) = (x - 3) 3 + 1 

12 . l;/(x) = (x + 2) 4 — 1 


En los problemas 13 a 16, obtenga el valor reai de k que satis- 
face la condición dada. 

13. El residuo de la división de/(x) = x 4 — 3x 3 — x 2 + kx — 1 
por g(x) = x — 4 es r = 5. 

14. x + \ es factor de/(x) = 8X 2 — 4 kx + 9. 

15. x — k es factor de/(x) = 2x 3 + x 2 + 2x — 12. 

x — k 

16. La gràfica de /(x) = —-tiene una discontinui- 

xr + 5x + 6 

dad en x = k. 


En los problemas 17 y 18, encuentre una función polinómica 
/del grado indicado cuya gràfica està dada en la figura. 

17. quinto grado. 



cuando c = 2. 


FIGURA 6.R.1 Gràfica del problema 17 
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18. sexto grado. 



En los problemas 19 a 28, relacione la función racional dada 
con una de las grafieas a)-j). 




FIGURA 6.R.9 


FIGURA 6.R.10 



FIGURA 6.R.11 





19- /(*) 

20. f(x) 

21. /(x) 

22. f(x) 


2x 

7 TT 

x 2 - ì 
x 2 + ì 
2x 

x — 2 




FIGURA 6.R.5 


FIGURA 6.R.6 


x 


e) y, 

3- 

i / 

" r 

. 

/y 

// 

y 


! 3 


f) y 


2 



2 


x 


FIGURA 6.R.7 


FIGURA 6.R.8 


23. /(x) 

24. f(x) 

25. f(x) 

26. f(x) 
27 - /(x) 
28. f(x) 


x 

CJC - 2) 2 
(* ~ D 2 

x — 2 
x 2 - 10 
2x - 4 

—x 2 + 5x — 5 
x — 2 
2x 



x 2 + 1 


En los problemas 29 y 30, obtenga las asfntotas de la gràfica 
de la función racional dada. Encuentre las intersecciones con 
x y v de la gràfica. Dibuje la gràfica de/ 


29. /(x) 

30. /(x) 


x + 2 

x 2 + 2x — 8 
—x 3 + 2x 2 + 9 
x 2 
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31. Explique: sin trazar la gràfica ni tratar de encontrarlos, 
■.por qué la función polinomial 

f(x) = 4x 10 + 9x 6 + 5x 4 4- 13x 2 4- 3 


no tiene ceros reales? 

32. Dibuje la gràfica de /(x) = 


1 


x(x — 4) 

/obtenga la solución de la desigualdad 


. Con la gràfica de 


x — 1 
x(x - 4) 


• 0 . 


33. a ) Demuestre que el numero V2 4- V3 es un cero de la 

función polinomial/(x) = x 4 — 10x 2 + 1. 
b) Explique: /.Por qué a) prueba que V2 4- V3 es un 
nùmero irracional? 

34. Considere la función polinómica/(x) = x 3 — i, donde 

i = V= I. 

a) Compruebe que cada uno de los tres numeros —i, 

4- + \i es un cero de la función/ 

b) Tenga en cuenta en el inciso b) que cada cero no es el 
conjugado de ninguno de los otros dos ceros. Explique 
por qué esto no infringe el teorema de ceros conjuga- 
dos de la sección 6.3. 
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FUNCIONES EXPONENCIALES 

7 

Y LOGARITMICAS 



En este capftulo 


71 Funciones exponenciales 

7.2 Funciones logarftmicas 

73 Ecuaciones exponenciales y logarftmicas 

74 Modelos exponenciales y logarftmicos 

75 Funciones hiperbólicas 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia En este capftulo estudiaremos dos tipos de funciones 
que aparecen a menu do en aplicaciones: las funciones exponenciales y las 
logarftmicas. 

En la actualidad recordamos a John Napier (1550-1617), el acaudalado 
polemista politico y religioso de Inglaterra, principalmente por una de sus 
digresiones matemàticas: el logaritmo. En la sección 7.2 veremos que, en 
esencia, los logaritmos son exponentes y que hay dos tipos importantes. La 
invención del logaritmo naturai se atribuye a Napier. Su amigo y colaborador, 
el matemàtico inglés Henry Briggs (1561-1631), ideò los logaritmos comunes 
o de base diez (decimales). El vocablo logaritmo se formò de dos palabras 
griegas: logos, que significa razón o relación, y arithmos, que significa nùmero. 
Por consiguiente, logaritmo es la “relación entre numeros”. Durante varios 
siglos los logaritmos se utilizaron sobre todo corno auxiliares para realizar 
càlculos aritméticos complejos y tediosos. Una calculadora anterior a 1967 
era un instrumento analògico llamado “regia de càlculo”. Las operaciones 
realizadas con una regia de càlculo se basaban por completo en las propieda- 
des de los logaritmos. Con la invención de la calculadora electrónica de mano 
en 1966 y la evolución de la computadora personal, la regia de càlculo y el 
uso de los logaritmos corno mètodo de càlculo con papel y làpiz corrieron la 
misma suerte de los dinosaurios. 


La curva que 
describe la forma 
adoptada por un 
cable que cuelga 
de dos postes 
corresponde a una 
función 
hiperbólica 







| 7.1 Funciones exponenciales 

■ Introducción En los capitulos anteriores estudiamos funciones corno/(x) = x 2 ; esto es, 
una función con una base variable x y una potencia o exponente constante 2. Ahora exami- 
naremos funciones corno/(x) = 2 X \ en este caso tiene una base constante 2 y un exponente 
variable x. 


Definición 7.1.1 Función exponencial 

Si b > 0 y b A 1, una función exponencial y = /(x) tiene la forma 

f(x) = b x . ( 1 ) 

E1 nùmero b se llama base y x se llama exponente. 


E1 dominio de una exponencial/definida en (1) es el conjunto de todos los numeros reales 

( — 00 5 ooj. 

En (1), la base b se restringe a numeros positivos, para garantizar que b x siempre sea un 
nùmero reai. Por ejemplo, con està restricción se evitan nùmeros complejos, corno (—4)‘ /2 . 
También, cuando la base b = 1, tiene poco interés para nosotros, porque (1) es la función 
constante/(x) = V = 1. Ademàs, para b > 0, tenemos/(0) = b° = 1. 

■ Exponentes Como acabamos de mencionar, el dominio de una función exponencial (1) 
es el conjunto de todos los nùmeros reales. Eso quiere decir que el exponente x puede ser un 
nùmero racional o irracional. Por ejemplo, si la base es b = 3 y el exponente x es un nùmero 
racional, por ejemplo, x = 5 y x = 1.4, entonces 

3 l ' 5 = ^3 y 3 14 = 3 14/10 = 3 7/5 = ^. 

Para un exponente x que sea un nùmero irracional, b x està definida, pero su definición precisa 
sale del alcance de este libro. Sin embargo, se puede sugerir un procedimiento para definir 
un nùmero corno 3^. En la representación decimai de \f2 = 1.414213562 ... se ve que 
los nùmeros racionales 


1, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 

se aproximan sucesivamente cada vez mas a . Si se usan estos nùmeros racionales corno 
exponentes, cabe esperar que los nùmeros 


g 1.4 g 1.41 gl.414 gl.4142 gl.41421 


La definición precisa de b x cuando 
x es un nùmero irracional requiere 
el concepto de limite. La idea de 
limite de una función es el fonda¬ 
mento centrai del càlculo diferen- 
cial e integrai. 


Sean aproximaciones cada vez mejores a 3^. En realidad, se puede demostrar que esto es 
cierto, con una definición precisa de b x para un valor irracional de x. De manera pràctica, 
se puede usar la teda y x \ de una calculadora cientffica para obtener la aproximación a 3 V2 
= 4.728804388. 


■ Leyes de los exponentes En la mayor parte de los textos de àlgebra se enuncian primero 
las leyes de los exponentes enteros y después las de los exponentes racionales. Debido a que 
se puede definir a b x para todos los nùmeros reales x cuando b > 0 , se puede demostrar 
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que estas mismas leyes de los exponentes rigen a todos los exponentes que son numeros 
reales. 


Teorema 7.1.1 Leyes de los exponentes 

Si a > 0, è > 0 y x, Xi y X 2 son numeros reales, entonces: 

i) b 1 ' ■ b x2 = b x ' +x > 

b x ' 

ii) — = b x '~* 2 
b" 

in) = b~ x 

iv) {b Xl ) X2 = b x ' X2 

v) (ab) x = a x b x 

(a\ x a x 

-F 


EJEMPLO 1 


Reformulación de una función 


A veces usaremos las leyes de los exponentes para reformular una función, en forma 
distinta. Por ejemplo, ni f(x) = 2 3 ' ni g(x) = 4 2x tienen la forma precisa de la función 
exponencial definida en (1). Sin embargo, segun las leyes de los exponentes,/puede 
reformularse corno f(x) = 8 ' (b = 8 en ( 1 )), y g se puede expresar corno 
g(x) = (i^)* (b = ^ en (l)). Los detalles se ven a continuación: 


por iv) 

I 

/u) = 2 3x = (2 3 r = 


la forma es ahora b x 

i 

8 \ 


por iv) por ili") la forma es ahora b x 

■ Gràficas Distinguiremos dos tipos de gràficas para (1), que dependeràn de si la base b 
satisface a b > 1, o si 0 < b < 1. Los dos ejemplos que siguen ilustran, una a una, las gràfi¬ 
cas de/(x) = 3 X y de /(x) = ( 3 )*. Antes de trazarlas, podemos hacer algunas observaciones 
intuitivas acerca de ambas funciones. En razón de que las bases b = 3 y b = \ son positi- 
vas, los valores de 3 A y de (j) A son positivos para todo numero reai x. Ademàs, ni 3 A ni (j) x 
pueden ser cero para alguna x, por lo que las gràficas de/(x) = 3 A y f(x) = (,) A no interse- 
canelejex. También, 3° = 1 y (5)°= 1, por lo que/(0) = 1 en cada caso. Eso quiere decir 
que las gràficas de f(x) = 3 A y f{x) = ( ') A tienen la misma intersección con el eje y, en 
( 0 , 1 ). ' 


EJEMPLO 2 


Gràfica para b > 1 


Graficar la función/(x) = 3 A . 


Solución Primero se hace una tabla de algunos valores de la función que correspondan 
a valores preseleccionados de x. Como se ve en la FIGURA 7.1.1, se graficaron los puntos 
correspondientes que se obtuvieron de la tabla, y se unieron con una curva continua. La 
gràfica muestra que/es una función creciente en el intervalo (—°°, °°). 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

m 

1 

27 

1 

9 

1 

3 

1 

3 

9 


EJEMPLO 3 


Gràfica de 0 < b < 1 


Graficar la función/(x) = ( 5 ) x . 



FIGURA 7.1.1 Gràfica de la función 
del ejemplo 2 
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FIGURA 7.1.2 Gràfica de la función 
del ej empio 3 


En el caso de reflexiones en un eje 
coordenado, véase el teorema 5.2.3 
en la sección 5.2 


► 


Solución Procedemos corno en el ejemplo anterior 2, y formamos una tabla de algunos 
valores de la función que correspondan a valores preseleccionados de x. Por ejemplo, 
nótese que, segun las leyes de los exponentes, 

f(-2) = (I)- 2 = (3- 1 )- 2 = 3 2 = 9. 

Como se ve en la FIGURA 7.1.2, se graficaron los puntos correspondientes que se sacaron 
de la tabla, y se unieron con una curva continua. En este caso, la gràfica muestra que/es 
una función decreciente en el intervalo °°). 


X 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

f(x) 

27 

9 

3 

1 

1 

3 

1 

9 


■ Reflexiones A menudo, las funciones exponenciales con bases que satisfagan 0 < b < 1, 
corno cuando b = \, se escriben en una forma alternativa. Se ve que y = (j)* es lo mismo 
que y = 3 x . De este ultimo resultado se desprende que la gràfica de y = 3 r sólo es la gràfica 
de y = 3 V reflejada en el eje y. 



FIGURA 7.1.3 /credente para 
b > 1;/decreciente para 0 < b < 1 


■ Asintota horizontal La FIGURA 7.1.3 ilustra las dos formas generales que puede tener la 
gràfica de una función exponencial f(x) = Ir'. Sin embargo, hay otro aspecto importante en 
todas esas gràficas. Obsérvese, en la figura 7.1.3, que para b > 1, 

f{x) = b x —» 0 cuando X —^ — 00 , <— gràfica en azul 

mientras que para 0 < b < 1, 

f{x) = b x —» 0 cuando X —» 00 . <- gràfica en rojo 

En otras palabras, la linea y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal en ambos tipos de grà¬ 
ficas exponenciales. 

■ Propiedades La lista siguiente résumé algunas de las propiedades importantes de la 
función exponencial/con base b. Vuelva a examinar las gràficas de las figuras 7.1.1 a 7.1.3 
cuando lea està lista. 


B 


PROPIEDADES DE UNA FUNCIÓN EXPONENCIAL 


9 


i) El dominio de/es el conjunto de los numeros reales, esto es, (—°°, °°). 

ii) El contradominio de/es el conjunto de los numeros reales positivos, esto es, 

(0, °o). 

iii) La intersección con el eje y de/està en (0, 1). La gràfica de/no tiene inter- 
sección con el eje x. 

iv ) La función/es creciente para b > 1 y es decreciente para 0 < b < 1. 

v) El eje x, esto es, y = 0, es una asintota horizontal en la gràfica de/ 

vi) La función/es continua en (—°o, °°). 

vii) La función/es uno a uno. 

V_ __ J 


Aunque las gràficas de y = Ir' en el caso, por ejemplo, cuando b > 1, comparten la misma 
forma, y todas pasan por el mismo punto (0, 1), hay algunas diferencias sutiles. Mientras 
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mayor sea la base b la gràfica sube con mas pendiente cuando x aumenta. En la FIGURA 7.1.4 
se comparan las gràficas de y = 5*, y = 3*, y = 2* y y = (1.2)*, que se trazan en verde, azul, 
amarillo y rojo, respectivamente, en los mismos ejes coordenados. Vemos en està gràfica que 
los valores de y = (1.2)* aumentan con lentitud cuando x crece. Por ejemplo, para v = (1-2)*, 
/(3) = (1.2) 3 = 1.728, mientras que paray = 5*,/(3) = 5 3 = 125. 

E1 hecho que (1) sea función uno a uno es consecuencia de la prueba de la recta horizon- 
tal descrita en la sección 5.6. Note que en las figuras 7.1.1 a 7.1.4, una linea horizontal puede 
cruzar una gràfica exponencial cuando mucho en un punto. 

Naturalmente, se pueden obtener otras clases de gràficas, mediante transformaciones 
rfgidas y no rigidas, o cuando se combina una función exponencial con otras funciones, en 
una operación aritmetica o en composición de funciones. En los siguientes ejemplos exami- 
naremos las variaciones de la gràfica exponencial. 


EJEMPLO 4 


Gràfica desplazada horizontalmente 


Graficar la función/(x) = 3* + 2 . 


Solución Segun la descripción de la sección 5.2, se debe reconocer que la gràfica de 
f(x) = 3* + 2 es la gràfica de y = 3* desplazada 2 unidades hacia la izquierda. Recordemos 
que corno el desplazamiento es una transformación rigida, en este caso a la izquierda, los 
puntos en la gràfica de/(x) = 3* + 2 son los puntos de la gràfica de y = 3* movidos hori¬ 
zontalmente 2 unidades hacia la izquierda. Eso quiere decir que las ordenadas de los 
puntos (x, y) de la gràfica de y = 3* permanecen inalterados, pero de todas las abscisas de 
los puntos se resta 2. Entonces, en la FIGURA 7.1.5 se observa que los puntos (0, 1) y (2, 9) 
de la gràfica de y = 3* se mueven, respectivamente, a los puntos (—2, 1) y (0, 9) de la grà¬ 
fica de/(x) = 3* + 2 . = 


La función/(x) = 3* + 2 del ejemplo 4 se puede reformular, corno/(x) = 9-3*. Mediante 
i) de las leyes de los exponentes, 3* + 2 = 3 2 3* = 9 • 3*. De este modo, podemos reinterpretar 
la gràfica de/(x) = 3* + 2 corno un estiramiento vertical de la gràfica de y = 3* por un factor 
de 9. Por ejemplo, (1, 3) està en la gràfica de y = 3*, en tanto que (1, 9 • 3) = (1, 27) està en 
la gràfica de/(x) = 3* + 2 


■ El nùmero e Casi todo estudiante de matemàticas ha oido y probablemente ha trabajado 
con el famoso numero irracional ir = 3.141592654 . . . Recuerde que un nùmero irracional 
tiene decimales no repetitivos y que no terminan. En càlculo y en matemàticas aplicadas, el 
nùmero irracional 


e = 2.718281828459 . . . 


puede decirse que tiene un papel màs importante que el nùmero tt. La definición usuai del 
nùmero e es el nùmero al cual tiende la función/(x) = (1 + 1 /x)* cuando x crece sin limite 
en dirección positiva, esto es, 



corno x —> °°. 


Véanse los problemas 39 y 40, en los ejercicios 5.1. 


■ La función exponencial naturai Cuando se escoge que la base en (1) sea b = e, la fun¬ 
ción 


/(*) = e* (2) 

se denomina función exponencial naturai. Como b = e > 1 y b = 1/e < 1, las gràficas de 
y = e* y y = e~* (o y = (1/e)*) se ven en la FIGURA 7.1.6. 
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FIGURA 7.1.4 Gràficas de y = b x 
para b = 1.2, 2, 3 y 5. 



FIGURA 7.1.5 Gràfica desplazada 
del ejemplo 4 











a) 


b ) 


FIGURA 7.1.6 Función exponencial naturai (parte a), y su reciproca (parte b) 


Al verla, la función exponencial (2) no posee alguna caracterfstica gràfica notable que 
la distinga, por ejemplo, de la función/(x) = 3\ y no tiene propiedades especiales ademàs 
que las de la lista i)-vii). Como se mencionó, las dudas acerca de las razones por las cuales 
( 2 ) es una función “naturai” y la función exponencial mas importante, sólo pueden aclararse 
totalmente en los cursos de càlculo y posteriores. Exploraremos aqui algo de la importancia 
del nùmero e en las secciones 7.3 y 7.4. 



Gràfica desplazada verticalmente 


Graficar la función/(jt) = 2 — e x . Indicar el contradominio. 

Solución Primero se traza la gràfica de y = e x , corno se indica en el inciso a) de la 
FIGURA 7.1.7. Luego se refleja la primera gràfica en el eje x para obtener la de y = ~e J en 
el inciso b) de la figura 7.1.7. Por ùltimo, la gràfica del inciso c) de la figura 7.1.7 se ob- 
tiene desplazando la gràfica del inciso b ) 2 unidades hacia arriba. 

La intersección con el eje y (0, — 1) de y = ~e x cuando se desplaza 2 unidades hacia 
arriba nos regresa a la ordenada originai al origen del inciso a), de la figura 7.1.7. Por ùltimo, 
la asintota horizontal y = 0 en los incisos a) y h) de la figura se traslada a y = 2 en el inciso 
c) de la figura 7.1.7. De acuerdo con està ùltima gràfica, se puede llegar a la conclusión 
de que el contradominio de la función f(x) = 2 — e ' es el conjunto de los nùmeros reales 
deftnido por y < 2; esto es, el intervalo (—°o, 2) en el eje y. 


y 




( 0 ,- 1 ) 


a) Se comienza con la gràfica de y = e x b) Gràfica a) reflejada en el eje x c) Gràfica b) desplazada 2 unidades hacia arriba 

FIGURA 7.1.7 Gràfica de la función del ejemplo 5 = 
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En el ejemplo se grafica la composición de la función exponencial naturai v = e x con la 
función polinomial cuadràtica simple y = —x 2 . 


EJEMPLO 6 


Composición de funciones 


Graficar la función/(x) = e 


Solución Como/(0) = e~° = e° = 1, la intersección con el eje y de las gràficas està en 
(0, 1). También,/(x) # 0, porque e~ x i=- 0 para todo nùmero reai x. Eso quiere decir que 
la gràfica de/no tiene intersección con el eje x. Entonces, de 


/(-*) = e - ( -* )2 = e -*’=/(*) 


se desprende que/es una función par, por lo que su gràfica es simétrica con respecto al 
eje y. Por ùltimo, se observa que 

/ x 1 

/(x) = —^ —» 0 cuando x —» 
e x 

También, por simetria se puede decir que f(x) —> 0 cuando x —> — Esto demuestra 
que y = 0 es una asintota horizontal de la gràfica de /. La gràfica de / se muestra en la 

FIGURA 7.1.8. = 



FIGURA 7.1.8 Gràfica de la función 
del ejemplo 6 


Las gràficas con forma de campana, corno la de la figura 7.1.8, son muy importantes 
cuando se estudia probabilidad y estadistica. 


ma 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-18. 


En los problemas 1 a 12, trace la gràfica de la función/. 
Determine la intersección con el eje y y la asintota horizon¬ 
tal de la gràfica. Indique si la función es creciente o decre- 
ciente. 


1. 

/(*) 

= (!)' 

2. 

f(x) 

= (l) x 

3. 

f(x) 

= -2 X 

4. 

f(x ) 

= -2~ x 

5. 

f(x) 

= 2 X+1 

6. 

f(x) 

= 2 2 ~ x 

7. 

f(x) 

= -5 + 3 X 

8. 

f(x ) 

= 2 + 3~ x 

9. 

f(x) 

= 3 - 

10. 

f(x) 

= 9 - e x 

11. 

f(x) 

= -1 + e x ~ 3 

12. 

f(x) 

= -3 - e x+s 


En los problemas 13 a 16, deduzca una función exponencial 
/(x) = b x tal que la gràfica de/pase por el punto dado. 

13. (3,216) 14. (-1,5) 

15. ( — 1, e 2 ) 16. (2, e) 

En los problemas 17 y 18 determine el contradominio de la 
función. 

17. /(x) = 5 + e~ x 18. f{x) = 4 - 2~ x 

En los problemas 19 y 20, determine las coordenadas de las 
intersecciones de la gràfica de la función con los ejes x y y. 
No trace las gràficas. 

19. f{x) = xe x + 10e x 20. f{x) = x 2 2 x - V 

En los problemas 21 a 24, use una gràfica para resolver la 
desigualdad. 

21 . 2 X > 16 22 . e x < 1 

23. e x ~ 2 < 1 24. {i) x > 8 

En los problemas 25 y 26 use la gràfica de la figura 7.1.8 
para trazar la gràfica de la función/. 

25. f(x) = e “ U “ 3)2 26. f(x) = 3 - e~ {x+lf 
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En los problemas 27 y 28, use/(—x) = /(x) para demostrar 
que la función es par. Trace la gràfica de/. 

f{x) = e*' 


27. 


28. /(x) = 


_ —\x\ 


38. Calcule el àrea total de la región sombreada de la FIGURA 
7.1.10. 

= Problemas para calculadora o computadora 


En los problemas 29 a 32, use las gràficas que obtuvo en los 
problemas 27 y 28 corno ayuda para trazar la gràfica de la 
función/indicada. 

f(x) = 1 - e xl 
f(x) = 2 + 3e w 
f(x) = —e 1 *- 31 


29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 


f{x) = e U+2)2 

Demuestre que /(oc) = 2 X + 2 x es una función par. Trace 
la gràfica de/. 

Demuestre que/(x) = 2 X — 2~ x es una función impar. Trace 
la gràfica de/. 


Use una calculadora para llenar la tabla respectiva. 

39. 


X 

10 

100 

1 000 

10 000 

100 000 

1 000 000 

(1 + 1/x/ 








40. a ) Utilice una graficadora para graficar las funciones 
f{x) = (1 + Hx) x y g(x) = e, en el mismo conjunto de 
ejes coordenados. Use los intervalos (0, 10], (0, 100] 
y (0,1 000]. Describa el comportamiento de/para gran- 
des valores de x. Gràficamente, ^qué es g(x) = e? 
b ) Trace la gràfica de la función/del inciso a), en el in¬ 
tendalo [—10, 0). Sobreponga està gràfica con la grà¬ 
fica de/en (0, 10] que obtuvo en el inciso a). /.Es/una 
función continua? 


En los problemas 35 y 36, trace la gràfica de la función/defi- 
nida por partes. 


35. f(x) 

36. f(x ) 


f-e/ x < 0 
l ~e~ x , x > 0 
( e~ x , x < 0 
\ -e/ x > 0 


37. Encuentre la ecuación de la linea roja de la FIGURA 7.1.9. 



FIGURA 7.1.9 Gràfica para FIGURA 7.1.10 Gràfica 
el problema 37 para el problema 38 


En los problemas 41 y 42 use una graficadora para ayudarse a 
determinar las abscisas al origen de las gràficas de las funcio- 
nes/y g. 

41- /(x) = x 2 , g(x) = 2 X 

42. /(x) = x 3 , g(x) = 3 X 

= Para la discusión 

43. Suponga que 2' = a, y que 6' = b. Conteste lo siguiente, 
usando las leyes de los exponentes que se presentaron en 


està 

sección 




a) 

(A 

qué 

es 

igual 

12 '? 

b) 

<A 

qué 

es 

igual 

3 f ? 

c ) 


qué 

es 

igual 

6 r ? 

d ) 


qué 

es 

igual 

6 3 '? 

e) 


qué 

es 

igual 

2 ~ 3f 2 7 '? 

f) 


qué 

es 

igual 

18'? 


44. Analice: ^Cómo se verà la gràfica de y = e e *? No use 
graficadora. 
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■ Introducción Debido a que una función exponencial y = b x es uno a uno, debe tener una 
función inversa. Para determinar està inversa se intercambian las variables x y y, y se obtiene 
x = b y . Està ùltima fòrmula define a y en función de x: 

y es el exponente de la base b que da corno resultado x. 

Al sustituir la palabra exponente por la palabra logaritmo, se puede reformular este ùltimo 
renglón corno sigue: 

y es el logaritmo de la base b que da corno resultado x. 
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Este ultimo renglón se abrevia con la notación y = log/, x y se llama función logaritmica. 


Definición 7.2.1 Función logaritmica 

La función logaritmica con la base b > 0, b # 1, se define por 

y = log h x si y sólo si x = b y . (1) 


Para b > 0, no hay numero reai y para el cual b y pueda ser 0 o negativo. Por consiguiente, de 
acuerdo con x = b y , se ve que x > 0. En otras palabras, el dominio de una función logaritmica 
y = log/, x es el conjunto de los ntimeros reales positivos (0, °°). 

Para subrayar todo lo que se dijo en las frases anteriores: 

La expresión logaritmica y = log b xy la expresión exponencial x = b y son equiva- 
lentes, 

esto es, quieren decir lo mismo. Como consecuencia, dentro de un contexto especifico corno 
en la solución de un problema, se puede usar la forma que sea mas còmoda. La tabla siguiente 
muestra algunos ejemplos de proposiciones equivalentes, exponenciales y logaritmicas. 


Forma logaritmica 

Forma exponencial 

log 3 9 = 2 
log s 2 = 3 
log 10 0.001 = — 3 
log/,5 = -1 

9 = 3 2 

2 = 8 1/3 

0.001 = 10“ 3 

5 = b~ l 


■ Gràficas Vimos en la sección 5.6 que la gràfica de una función inversa puede obtenerse 
reflejando la gràfica de la función originai en la recta y = x. Se usò està tècnica para obtener 
gràficas rojas a partir de gràficas azules en la FIGURA 7.2.1. Si el lector revisa las dos gràficas, 
en la figura 7.2.la) y 7.2.lè), recuerde que el dominio (—°°, °°) y el contradominio (0, °°) de 
y = b x se transforman, respectivamente, en el contradominio (—°°, °°) y el dominio (0, °°) de y = 
log/,x. También, observe que la intersección con el eje y (0, 1) de la función exponencial 
(gràficas azules) se transforma en el corte con el eje x (1, 0) en la función logaritmica (gràficas 
rojas). 



asmtota asfntota 

vertical vertical 


a) Base b > 1 b) Base 0 < b < 1 

FIGURA 7.2.1 Gràficas de funciones logaritmicas 
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■ Asmtota vellicai Cuando la función exponencial se refleja en la recta y = x, la asmtota 
horizontal y = 0 de la gràfica de v = b x se transforma en una asmtota vertical de la gràfica 
de y = log è x. En la figura 7.2.1 se ve que para b > 1, 

log^X —» — 00 cuando X —» 0 + , <- grafica roja en a) 

mientras que para 0 < b < 1, 

logj,X —► 00 cuando X~>0 + . <- grafica roja en b 

De acuerdo con (7) de la sección 6.6, se llega a la conclusión de que x = 0, que es la ecuación 
del eje y, es una asmtota vertical de la gràfica de v = log/,x. 

■ Propiedades La lista que sigue résumé algunas de las propiedades importantes de la 
función logaritmica/(x) = log è x. 


! 


PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARITMICA 


9 


i) E1 dominio de/es el conjunto de los numeros reales positivos, esto es, (0, °°). 

ii) El contradominio de/es el conjunto de los numeros reales, esto es, (—°°, °°). 

iii) La intersección de/con el eje x està en (1, 0). La gràfica de/no tiene inter- 
sección con el eje y. 

iv) La función/es creciente para b > 1 y decreciente para 0 < b < 1. 

v) El eje y, esto es, x = 0, es asmtota vertical de la gràfica de/ 

vi) La función/es continua en (0, °°). 

vii) La función/es uno a uno. 

V_ ____ J 


Deseamos llamar la atención al tercer punto de la lista anterior: 

log^l = 0 yaque b° = 1 . ( 2 ) 

También log h b = 1 ya que b l = b. (3) 

Asf, ademàs de (1, 0), la gràfica de toda función logaritmica (1 ) con base b también contiene 
al punto (b, 1). La equivalencia de y = log b x yx = b ' también llega a dos identidades, que 
a veces son utiles. Al sustituir y = log fe x en x = b y , y después x = b y en y = log^x, se 
obtiene: 


x = b'°^ y y = log b b\ (4) 

Por ejemplo, de (4), 8 108 * 10 = 10 y log 10 10 5 = 5. 


EJEMPLO 1 


Gràfica logaritmica para b > 1 


Graficar/(x) = log 10 (x + 10). 


Solución Es la gràfica de y = log 10 x, que tiene la forma que muestra la figura 7.2. la), 
desplazada 10 unidades hacia la izquierda. Para subrayar el hecho que el dominio de una 
función logaritmica es el conjunto de los numeros reales positivos, se puede obtener el 
dominio de/(x) = log 10 (x + 10 ), con el requisito que se debe cumplir x + 10 > 0 o que 
x > —10. En notación de intervalos, el dominio de/es (—10, °°). En la tabla siguiente se 
eligieron valores adecuados de x para graficar algunos puntos. 
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* = -10 


X 

-9 

0 

90 

m 

0 

1 

2 


Nótese que 


/(—9) = log 10 l = 0 <— por (2) 

/(0) = log 10 10 = 1 <— por (3) 

La asmtota vertical x = 0 de la gràfica de y = log 10 x se transforma en * = —10 de la 
gràfica desplazada. Està asmtota es la recta vertical interrumpida en la FIGURA 7.2.2. = 

■ Logaritmo naturai Los logaritmos con base b = 10 se llaman logaritmos base 10 o 
logaritmos comunes, y a los logaritmos con base b = e se les llama logaritmos naturales. 
Ademàs se acostumbra escribir el logaritmo naturai 

log e x corno lux. 

Se acostumbra decir que el simbolo “In x” es “eie ene x”. Como b = e > 1, la gràfica de y = 
Inx tiene la forma caracterfstica logaritmica que se ve en la figura 7.2.1 a). Vea la FIGURA 7.2.3. 
En el caso de la base b = e, la ecuación (1) se transforma en 


y = in x 

si y sólo si x = e y . 

(5) 

Las ecuaciones anàlogas a (2) y (3) del 

logaritmo naturai son: 


Ini = 

0 ya que e° = 1 . 

(6) 

Ine = 

1 ya que e 1 = e. 

(7) 

Las identidades (4) se transforman en 



x = e 

lnt y y = lne y . 

(8) 


Por ejemplo, de acuerdo con (8), e ln 13 = 13. 

Los logaritmos base 10 y naturales se pueden encontrar en todas las calculadoras. 


■ Leyes de los logaritmos Se pueden modificar las leyes de los exponentes del teorema 
7.1.1 para indicar en forma equivalente las leyes de los logaritmos. Para visualizarlo, supon- 
gamos que se escribe M = b x ' y N = b Xl . Entonces, de acuerdo con (I ), X\ = log,,/VI y x 2 = 
log b N. 

Producto: Segùn i) del teorema 7.1.1, MN = h x ' +Xl . Expresado corno logaritmo, esto es 
x i + x 2 = log bMN. Se sustituyen X\ y X 2 para llegar a 

log,, A7 + log,, N = log,, MA'. 

Cociente: De acuerdo con ii ) del teorema 7.1.1, MIN = b Xl ~ X2 . Expresado corno loga¬ 
ritmo, esto es x 1 — X 2 = \og h (M/N). Se sustituyen x, y x 2 para obtener 

log ,, M ~ log b N = log* {M/N). 

Potencia: Segùn iv) del teorema 7.1.1, M c = b cx '. Expresado corno logaritmo, esto es 
CX\ = Iog,,M r . Se sustituye x x para obtener 

clogfcM = log,, M'. 

Para comodidad, y corno futura referencia, resumiremos a continuación estas leyes de pro¬ 
ducto, cociente y potencia de los logaritmos. 


y 


y = 1 °gio(-* + io) 



FIGURA 7.2.2 Gràfica de la función 
del ejemplo 1 



FIGURA 7.2.3 La gràfica del loga¬ 
ritmo naturai aparece en rojo 
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Teorema 7.2.1 Leyes de los logaritmos 

Para toda base b > 0, b 1, y para los numeros positivos M y N, 

i) log h MN = log b M + \og h N 
( M\ 

II) logfc (-Jf J = log b M - log b N 

Hi) log h M c = clog b M, para cualquier nùmero reai c. 


EJEMPLO 2 


Leyes de los logaritmos 


Simplificar y escribir corno un solo logaritmo 


^ln36 + 2In4 - ln4. 


Solución Hay varias formas de atacar este problema. Por ejemplo, obsérvese que el se- 
gundo y el tercer términos se pueden combinar aritmèticamente corno sigue: 

2 In 4 — In 4 — In 4. anàlogo a 2x — x — x 


También se puede aplicar la ley iii) y después la ley ii), para combinar estos términos: 

21n4 - In4 = ln4 2 - In4 
= In 16 — In 4 
= \nf 
= In 4. 


Por consiguiente ^ln36 + 21n4 - ln4 = ln(36) 1/2 + In4 <— por iii) del teorema 7.2.1 

= ln6 + ln4 

= In 24. <r- por i) del teorema 7.2.1 — 


EJEMPLO 3 


Reformulación de expresiones logaritmicas 


Usar las leyes de los logaritmos para reformular cada expresión, y evaluarla. 
a) In Ve b) ln5e c) In— 

Solución 

a) Como Ve = e 1 ' 2 , entonces de acuerdo con iii) de las leyes de los logaritmos, 

ln\/e = lne 1/2 = \\we = 1 de acuerdo con (7), In e — 1 

b) De i) de las leyes de los logaritmos, y con una calculadora: 

ln5e = In5 + Ine = In5 + 1 « 2.6094. 

c) Segun ii) de las leyes de los logaritmos, 

1 


In— — Ini — Ine — 0 — 1 — — 1. <— de acuerdo con (6) y (7) 

e 

Nótese que aquf también se pudo haber usado iii) de las leyes de los logaritmos: 

In— = Ine -1 = ( —l)lne = —1. 
e 
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EJEMPLO 4 


Valor de un logaritmo 

Si log È 2 = 0.4307 y log fe 3 = 0.6826, encuentre log fe ''v / T8. 

Solución Para empezar, reescribimos VT8 corno (18) 1/3 . Entonces, por las leyes de los 
logaritmos, 

log/,( I 8 ) 1 /3 = 3 log/, 1 8 <— por ni) del teorema 7.2.1 

= |log fc (2 • 3 2 ) 

— 3 [ log;,2 + log;,3“] <—por ;) del teorema 7.2.1 

— 3 [ log/,2 + 2 log;,3] <— por hi) del teorema 7.2. 1 

= 5 [0.4307 + 2(0.6826)] 

= 0.5986. = 


Notas del aula 


i) Con frecuencia los alumnos batallan con el concepto de logaritmo. Puede ser que les 
ayude repetir algunas docenas de veces “un logaritmo es un exponente”. También puede 
ayudarse leyendo una declaración corno 3 = log 10 l 000 en la forma “3 es el exponente al 
que hay que elevar 10 para...”. 

ii) Tenga mucho cuidado al aplicar las leyes de los logaritmos. El logaritmo no se distribuye 
sobre la suma. 


log b (M + N) + log b M + log b N. 


En otras palabras, el exponente de una suma no es la suma de los exponentes. 

log b M 


También, 


lOg;, IV 


+ log;,M - log;,ÌV. 


En generai, no hay manera de reformular ya sea 


logi(M + N) o 1 °^. 

log b N 


Hi) En càlculo, el primer paso de un procedimiento llamado diferenciación logarìtmica 
requiere sacar el logaritmo naturai de ambos lados de una función complicada corno 
x w Vx 2 + 5 

y = — . La idea es usar las leyes de los logaritmos para transformar potencias a 

V 8 jc 3 + 2 

multiplos constantes, productos en sumas y cocientes en diferencias. Véanse los problemas 
61 a 64 de los ejercicios 7.2. 

tv) Al avanzar en cursos superiores de matemàticas, ciencias e ingenierfa, vera diferentes 
notaciones de la función exponencial naturai, asf corno del logaritmo naturai. Por ejemplo, 
en algunas calculadoras se puede ver y = exp x y no y = e x . En el sistema Mathematica, de 
àlgebra computacional, la función exponencial naturai se escribe Exp[x] y el logaritmo 
naturai se escribe Log[x]. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-19. 


En los problemas 1 a 6 reformule la expresión exponencial en 
forma de una expresión logaritmica equivalente. 

1. 4 -1 / 2 = \ 

2. 9° = 1 

3. IO 4 = 10 000 


4. IO 03010 = 2 

5. t~ s = v 

6 . (a + bf = a 2 + 2ab + b 2 

En los problemas 7 a 12 reformule la expresión logaritmica 
en forma de una expresión exponencial equivalente. 
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7. log 2 128 = 7 

8. log 5 è = -2 

9- logV381 = 8 

10- log I6 2 = ì 

11. l0g ft M = V 

12 . \og b b 2 = 2 

En los problemas 13 a 18 determine el valor exacto del loga¬ 
ritmo. 

13. log 10 (0.0000001) 

14. log 4 64 

15. log,(2 2 + 2 2 ) 

16. log, 5 

17. lne e 

18. In (e 4 e 9 ) 

En los problemas 19 a 22 determine el valor exacto de la 
expresión indicada. 

19. 10 logl ° 62 

20 . 25'° 858 

21. e“ ln7 

22 . eì ,n ” 

En los problemas 23 y 24 deduzca una función logaritmica 
f(pc) = log b x tal que la gràfica de/pase por el punto indicado. 

23. (49.2) 

24. (4,|) 

En los problemas 25 a 32, determine el dominio de la función 
/. Determine la intersección con el eje x y la asfntota vertical 
de la gràfica. Trace la gràfica de/. 

25. f(x) = -log 2 x 

26. f(x) = -log 2 (x + 1 ) 

27- f(x) = log 2 (-x) 

28. f(x) = log 2 (3 - x) 

29. f{x) = 3 - log 2 (x + 3) 

30. f{x) = 1 - 21og 4 (x - 4) 

31. f{x) = — 1 + lnx 

32. /( x) = 1 + ln(x - 2) 


En los problemas 33 y 34, resuelva la desigualdad con una 
gràfica. 

33. ln(jc + 1) < 0 

34. log 10 (x + 3) > 1 

35. Demuestre que/(x) = In | x | es una función par. Trace la 
gràfica de /. Determine las intersecciones con el eje x y 
la asfntota vertical de la gràfica. 

36. Use la gràfica que obtuvo en el problema 35 para trazar la 
gràfica de y = In | x — 2 |. Determine la intersección con 
el eje x y la asfntota vertical de la gràfica. 

En los problemas 37 y 38, trace la gràfica de la función/res- 
pectiva. 

37. f(x) = |lnx| 

38. f{x) = |ln(x +l)| 

En los problemas 39 a 42, describa el dominio de la función/. 

39. /(x) = ln(2x - 3) 

40. f(x) = In (3 - x) 

41. /(x) = In(9 ~ x 2 ) 

42. f(x) = ln(x 2 — 2x) 

En los problemas 43 a 48, use las leyes de los logaritmos para 
reescribir la expresión dada corno logaritmo. 

43. log 10 2 + 21og 10 5 

44. 5 log 5 49 - )log,8 + 131og 5 l 

45. ln(x 4 — 4) — ln(x 2 + 2) 

46. — 21nx 3 — 41ny 

47. In 5 + ln5 2 + ln5 3 - ln5 6 

48. 5In2 + 21n3 - 31n4 

En los problemas 49 a 60, para evaluar el logaritmo dado, use 
log/,4 = 0.6021 y log/,5 = 0.6990. Redondee sus respuestas a 
cuatro decimales. 

49. log/,2 

50. log/,20 

51. log/,64 

52. log fo 625 
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53. 

log*V5 

54. 

log„5/4 

55. 

log/v/4 

56. 

logz>80 

57. 

logi0.8 

58. 

log è 3.2 

59. 

log// 


In v 



-!-!—>- In x 

FIGURA 7.2.4 Gràfica 
del problema 65 


60. log 5 57> 


En los problemas 61 a 64 aplique las leyes de los logarit- 
mos de modo que In y no contenga productos, cocientes ni 
potencias. 


61. y = 


r'°\/x 2 + 5 

^8x 3 + 2 


62. y = 


(2x + l)(3x + 2) 


4x + 3 


63. y = 


(x 3 - 3) 5 (x 4 + 3x 2 + l) 8 


V~x{lx + 5) 9 

64. y = 64 x 6 Vx 4- l\Kx 2 + 2 


= Para la discusión 

65. A veces, en ciencias, es util mostrar datos usando coorde - 
nadas logarftmicas. <',Cuàles de las siguientes ecuaciones 
determina la gràfica que muestra la FIGURA 7.2.4? 

;) y = 2x + 1 

ii) y = e + x 2 

iii) y = ex 2 

iv ) x 2 y = e 


66. a) Use un programa de gràficas para o btener la gràfica 

de la función/(x) = ln(x + Vx 2 + 1 ). 
b ) Demuestre que/es una función impar, es decir,/( —x) = 
-/(*). 

67. Si a > Oy b > 0, a =£ b, entonces log M x es un mùltiplo cons¬ 
tante de log h x. Esto es, log fl x = k log fc x. Determine k. 

68 . Demuestre que (log 10 e)(log f 10) = I. <\Se puede generalizar 
este resultado? 

69. Explique: ^cómo pueden obtenerse las gràficas de las fun- 
ciones indicadas a partir de la gràfica de /(x) = In x 
mediante una transformación rigida (un desplazamiento o 
una reflexión)? 

a) y = ln5x 

b) y = ln^ 

c) y = lnx -1 

d) y = ln(—x) 

70. Encuentre las asintotas verticales de la gràfica de/(x) = 
. Trace la gràfica de/ No use calculadora. 

71 . Use la notación matemàtica correda para reescribir la ase- 
veración: 

c es el exponente de 5 que da el nùmero n, 
de dos maneras equivalentes. 

72. Obtenga los ceros de la función/(x) = 5 — log 2 l—x + 41. 
Compruebe sus respuestas. 



| 73 Ecuaciones exponenciales y logarftmicas 


■ Introducción En vista de que las funciones exponenciales y logarftmicas aparecen den¬ 
tro del contexto de muchas aplicaciones, a menudo es necesario resolver ecuaciones que se 
relacionan con estas funciones. Aunque pospondremos las aplicaciones hasta la sección 7.4, 
en la presente sección examinaremos algunos de los mejores métodos que pueden usarse para 
resolver una amplia variedad de ecuaciones exponenciales y logarftmicas. 

■ Resolución de ecuaciones A continuación se presenta una lista breve de estrategias para 
resolver ecuaciones. 
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SOLUCIÓN DE ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITIVIICAS 


i ) Reescriba una expresión exponencial corno expresión logaritmica. 

ii) Reescriba una expresión logaritmica corno expresión exponencial. 

iii) Use las propiedades uno a uno de b x y log^x. 


r\ 


iv) Para las ecuaciones de la forma a x \ = b x 2 , donde a V b, obtenga el logaritmo 
naturai de ambos lados de la igualdad y simplifique usando iii ) de las leyes de 
los logaritmos presentadas en la sección 7.2. 

V___ J 


Por supuesto, està lista no es exhaustiva ni refleja el hecho de que para resolver ecuacio¬ 
nes que incluyen funciones exponenciales y logaritmicas es muy probable que también 
debamos emplear procedimientos algebraicos habituales, corno factorización, y utilizar la 
fòrmula cuadràtica. 

En los primeros dos ejemplos, usamos la equivalencia 

y = log^x si y sólo si x = b y ( 1 ) 

para alternar entre expresiones logaritmicas y exponenciales. 


EJEMPLO 1 


Reescribir una expresión exponencial 


Resuelva e l0k = 7 para k. 


Solución Usamos (1) con b = e, para reescribir la expresión exponencial dada corno 
expresión logaritmica: 


e 10k = 7 significa que 1CM: = ln7. 


Por tanto, con ayuda de una calculadora, 

1 

k = — ln7 « 0.1946. 
10 


EJEMPLO 2 


Reescribir una expresión logaritmica 


Resuelva log 2 x = 5 para x. 


Solución Usamos (1), con b = 2, para reescribir la expresión logaritmica en su forma 
exponencial equivalente: 


x = 2 5 = 32. 


■ Propiedades uno a uno Recuerde que en (1) de la sección 5.6 vimos que una función 
uno a uno/tiene la propiedad que si/(q) =f(x 2 ), entonces, necesariamente, jq = x 2 . Hemos 
visto en las secciones 7.1 y 7.2 que tanto la función exponencial y = b x , b > 0, b 1, y la 
función logaritmica y = log yx son uno a uno. En consecuencia, tenemos: 

Si b x j = b x 2 , entonces x : = x 2 . (2) 

Si log fc X| = log/j.q, entonces x x = x 2 . (3) 


EJEMPLO 3 


Usar la propiedad uno a uno (2) 


Resuelva 2 X 3 = 8' 1 para x. 
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Solución Observe en el lado derecho de la igualdad que 8 puede escribirse corno una 
potencia de 2, es decir, 8 = 2 3 . Ademàs, por iv) de las leyes de los exponentes presentadas 
en el teorema 7.1.1, 


multiplicar exponentes 
I I 

8 jr+1 = ( 2 3 ) jc+ 1 = 2 3x+3 . 

Por consiguiente, la ecuación es lo olismo que 

2* - 3 = 2 3 * + 3_ 

Se desprende de la propiedad uno a uno de (2) que los exponentes son iguales, es decir, 
x — 3 = 3x + 3. Al despejar x obtenemos 2x = —6 o x = —3. Lo invitamos a sustituirx 
por — 3 en la ecuación originai para comprobar està respuesta. = 


EJEMPLO 4 


Usar la propiedad uno a uno (2) 


Resuelva 7 2(jc + b = 343 para x. 


Solución Si tomamos en cuenta que 343 = 7 3 , tendremos la misma base en ambos lados 
de la igualdad: 


2 2(x + 1 ) _ j3 


Por tanto, por (2), podemos igualar los exponentes y despejar x: 

2(x + 1) 

2x + 2 
2x 

x 


= 3 
= 3 

= 1 

_ 1 

~ 2 ' 


EJEMPLO 5 


Usar la propiedad uno a uno (3) 


Resuelva ln2 + ln(4.r — 1) = ln(2x + 5) para x. 


Solución Por i ) de las leyes de los logaritmos del teorema 7.2.1, el lado izquierdo de la 
ecuación se puede escribir asf: 


ln2 + ln(4x - 1) = ln2(4x - 1) = ln(8x - 2). 


Asf pues, la ecuación originai es 

ln(8* - 2) = ln(2x + 5). 


Puesto que los dos logaritmos de la misma base son iguales, de inmediato se desprende 
de la propiedad uno a uno de (3) que 

6 

8 x — 2 = 2x + 5 o 6x = 7 o x = —. = 

1 


En las ecuaciones logarftmicas, en especial las del tipo del ejemplo 5, debe acostumbrarse 
a sustituir su respuesta en la ecuación originai para comprobarla. Es posible que una ecuación 
logaritmica tenga una solución extrana. 
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■ Una solución extrana 

Resuelva log 2 x — log 2 (x — 2) = 3. 


EJEMPLO 6 


Solución Para empezar, nos basamos de nuevo en que la suma de los logaritmos del lado 
izquierdo de la ecuación es igual al logaritmo de un producto: 

log 2 x(x - 2) = 3. 

Con b = 2, usamos (1) para reescribir la ùltima ecuación en la forma exponencial equi¬ 
valente: 


x(x - 2) = 2 3 . 

Por càlculos algebraicos comunes y corrientes, tenemos entonces que 

x 2 — 2x = 8 
x 2 — 2x — 8 = 0 
(x - 4)(x + 2) = 0. 

Por la ùltima ecuación concluimos que r = 4oi= —2. Sin embargo, debemos descartar 
x = — 2 corno solución. En otras palabras, el nùmero x = — 2 es una solución extrana 
porque, al sustituirlo en la ecuación originai, el primer término log 2 (—2) es indefinido. 
Por tanto, la unica solución de la ecuación dada es x = 4. 

Comprobación log 2 4 + log 2 2 = log 2 2 2 + log 2 2 

= log 2 2 3 = 31og 2 2 = 3-1=3. = 

Cuando empleemos la frase “obtenga el logaritmo de ambos lados de una igualdad” lo 
que hacemos en realidad es usar la propiedad que si M y N son dos nùmeros positivos tales 
que M = N, entonces log/,M = log/,A'. 


EJEMPLO 7 


Obtener el logaritmo naturai de ambos lados (miembros) 


Resuelva e 2x = 3* 4 . 


Solución En virtud de que las bases de la expresión exponencial de cada lado de la 
igualdad son diferentes, una forma de proceder consiste en obtener el logaritmo naturai 
(también se puede usar el logaritmo comùn) de ambos lados. Por la igualdad 


lne 2x = In3 x 4 


y Hi) de las leyes de los logaritmos del teorema 7.2.1, obtenemos 

2xlne = (x — 4)ln3. 

A continuación usamos Ine = 1 y la ley distributiva para que la ultima ecuación se con- 
vierta en 


2x = xln3 — 41n3. 


Reunimos los términos que incluyen el simbolo x en un lado de la igualdad y obtenemos 


factorizar x en 
estos términos 

2x — xln3 = —41n3 o (2 — ln3)x = —41n3 


o 


-4 In 3 

x =-. 

2 - In 3 


Lo exhortamos a comprobar que x ~ —4.8752. 
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EJEMPLO 8 


Usar la fòrmula cuadràtica 

Resuelva 5* - 5 -x = 2. 

Solución En vista de que 5 * = l/5\ la ecuación es 



Multiplicamos ambos lados de la ecuación anterior por 5 l y obtenemos 
(5*) 2 - 1 = 2(5*) o (5*) 2 - 2(5*) -1=0. 


Si X = 5 \ entonces la ecuación anterior puede interpretarse corno una ecuación cuadràtica 
X 2 — 2X — 1 = 0. Usamos la fòrmula cuadràtica para resolver X y obtenemos: 

2 ± V4 + 4 r- 

X =-= 1 ± V2 o 5* = 1 ± V2. 

2 

Como 1 — Vi es un nùmero negativo, no existen soluciones reales de 5* = 1 — Vi y, 
por tanto, 

5* = 1 + V2. (4) 


Ahora obtenemos los logaritmos naturales de ambos lados de la igualdad para obtener 

In 5* = ln(l + Vi) 
jrln5 = ln(l + Vi) 
ln( 1 + V2) 

x = -—-. I 

In 5 

Usando la teda I In I de una calculadora, el resultado de la división es x ~ 0.548. 


■ Cambio de base En (4) del ejemplo 8, se desprende de ( 1) que una solución perfectamente 
vàlida de la ecuación 5' — 5 1 = 2 es x = log 5 (l + Vi). Sin embargo, desde el punto de 
vista del càlculo (es decir, expresando x corno un nùmero), està ùltima respuesta no es desea- 
ble porque ninguna calculadora tiene una función logaritmica de base 5. No obstante, si 
igualamos x = log 5 (l 4- Vi) con el resultado de (5), descubriremos que el logaritmo de base 
5 puede expresarse en función del logaritmo naturai: 

/ In ( 1 + Vi) 

log 5 ( 1 + Vi) = -—-■ (6) 

El resultado de (6) es sólo un caso especial de un resultado màs generai conocido corno la 

fòrmula de cambio de base. 


Teorema 7.3.1 Fòrmula de cambio de base 


Si a^ffc^fyM son numeros positivos, entonces 

log h M 


log a M = 


log b a' 


(7) 


Comprobación Si y = log fl M, entonces, por (1), a y = M. Entonces, 


log h a y 
y\og h a 

y 

log a M 


log h M 
log,, M 
log b M_ 

log h a 
log bM_ 

log b a ' 


<— por iii) del teorema 7.2.1 
<— suponiendo que y = log fl M 
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Para obtener el valor numèrico del logaritmo con una calculadora, por lo generai se elige 
b = 10 o b = e en (7): 


log a M 


logio M 
log 10 a 


o 


log „M 


In M 
Ino 


( 8 ) 


EJEMPLO 9 


Cambio de base 


Obtenga el valor numèrico de log 2 50. 


Solución Podemos usar cualquiera de las dos fórmulas de (8). Si elegimos la primera 
fòrmula de (8) con M = 50 y a = 2, tenemos 


log 2 50 


logioSO 
logio2 ' 


Usamos la teda log para calcular los dos logaritmos comunes y luego los dividimos 


para obtener la aproximación 


log 2 50 « 5.6439. 

Por otra parte, la segunda fòrmula de (8) da el mismo resultado: 

In 50 

log 2 50 = —- « 5.6439. 

In 2 

Para comprobar la respuesta del ejemplo 9 en una calculadora, usamos la teda 
Compruebe que 2 5 ' 6439 ~ 50. 



EJEMPLO 10 


Cambio de base 


Obtenga el valor de x en el dominio de/d) 


6 X en el cual f(x) = 73. 


Solución Debemos encontrar una solución de la ecuación 6* = 73. Una forma de proce¬ 
der consiste en reescribir la expresión exponencial corno una expresión logaritmica equi¬ 
valente: 


x = log 6 73. 

Entonces, con la identificación a = 6, se desprende de la segunda ecuación de (8) y la 
ayuda de una calculadora que 

In 73 

x = log 6 73 = — - 2.3946. 

In 6 

Debe comprobar que/(2.3946) = 6 13946 « 73. = 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-19. 


En los problema 1 a 20, resuelva la ecuación exponencial 
dada. 


1. 5*“ 2 = 1 

2 . y = 2T 1 


3. 10 _2x = 


1 

10 000 


4. 2T = 


5. e 5x ~ 2 = 30 


1Y 

e 


= e 3 
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7. 2' • 3 X = 36 

4' 9 

8 . — = — 

3* 16 

9. 2^ = 8 2 ' -3 

10. |(10 _2a ) = 25(10') 

11. 5 - IO 2 ' = 0 

12 . 7“ z = 9 

13. 3 2(j:_1) = 7 2 

14. ( i )“ A+2 = 8(2 A_1 ) 3 

15. 1= ( 2 W“ 2 - 1)-' 

16. Q x = 9 1_2x 

17. 5 W ~‘ = 25 

18. (e 2 / ~ J +3 = 0 

19. 4' = 5 2 ' +1 

20. 3 X+4 = 2 a “ 16 

En los problemas 21 a 40, resuelva la ecuación logaritmica 
dada. 

21. log 3 5x = log 3 160 

22 . ln(10 + x) = ln(3 + 4x) 

23. lnx = In 5 + In 9 

24. 3 loggX = log 8 36 + log 8 12 - log s 2 

1 

25. log 10 ^ = 2 

X 

26. ]og 3 Vx 2 + 17 = 2 

27. log 2 (log 3 x) = 2 

28. logj|l -x| = 1 

29. log 3 81 x - log 3 3 2 ' = 3 

30. 

logli 2 

31. log 10 x = 1 + log 10 Vx 

32. log 2 (x - 3) - log 2 (2x + 1) = -log 2 4 

33. log 2 x + log 2 (10 - x) = 4 

34. log 8 x + log 8 x 2 = 1 

35. log 6 2x - log 6 (x + 1) = 0 

36. log 10 54 - log 10 2 = 21og 10 x - log 10 Vx 

37. log 9 Vl0x + 5 — — = log 9 Vx + 1 


38. log 10 x 2 + log 10 x 3 + log 10 x 4 - log 10 x 5 = log 10 16 

39. In 3 + ln(2x - 1) = In4 + ln(x + 1) 

40. ln(x + 3) + ln(x — 4) — lnx = In3 

En los problemas 41 a 50, factorice o use la fòrmula cuadrà- 
tica para resolver la ecuación dada. 

41. (5 A ) 2 - 26(5') + 25 = 0 

42. 64 A - 10(8') + 16 = 0 

43. log 4 x 2 = (log 4 x) 2 

44. (log 10 x) 2 + log 10 x = 2 

45. (5') 2 - 2(5') -1=0 

46. l 2 * - 12(2 A ) + 35 = 0 

47. (lnx) 2 + lnx = 2 

48. (log 10 2x) 2 = log 10 (2x) 2 

49. 2' + 2~ x = 2 

50. IO 2 ' - 103(10') + 300 = 0 


En los problemas 51 a 56, encuentre las intersecciones con x 
en la gràfica de la función dada. 

51. /(x) = e A+4 - e 

52. /(x) = 1 - j(0.1)* 

53. f(x) = 4 X ~ 1 - 3 

54. /(x) = — 3 2 ' + 5 

55. /(x) = x 3 8 a + 5x 2 8' + 6x8' 

2 X - 6 + 2 3 “ x 


56 - f(x) = 


x + 2 


En los problemas 57 a 62, trace la gràfica de las funciones 
dadas. Determine las coordenadas x aproximadas de los pun- 
tos de intersección en las gràficas. 

57. /(x) = 4e x , g(x) = 3~ x 

58. /(x) = 2 X , g(x) =3-2 x 

59. /(x) = 3' 2 , g(x) = 2(3') 

60. /(x) =^-2' 2 , g(x) = 2' 2 -l 

10 

61. /(x) = log 10 —, g(x) = log 10 x 

X 

62 . /(x) = log 10 -, g(x) = log 2 x 

En los problemas 63 a 66, resuelva la ecuación dada. 

63. x Ux = e 9 
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1 000 


= Para la discusión 


64. X 10 ®'”* = 

x 

65. log* 81 = 2 

66 . log 5 125 1 = 2 

En los problemas 67 y 68, use el logaritmo naturai para obte- 
nerx en el dominio de la función dada, en la cual/asume el 
valor indicado. 

67. /(x) = 6 V ;/M = 51 

68 . f{x) = {\f-f(x) = 7 


69. Explique: ^ còrno encontraria las intersecciones con x en 
la gràfica de la función/(x) = e 2x — 5e x + 4? 

70. Una curiosidad En realidad, el logaritmo obtenido por 
John Napier fue 



Exprese este logaritmo en términos del logaritmo 
naturai. 


| 74 Modelos exponenciales y logaritmicos 


■ Introducción En està sección se examinaràn algunos modelos matemàticos. Hablando 
con generalidad, un modelo matemàtico es una descripción matemàtica de algo que se llama 
sistema. Para construir un modelo matemàtico se comienza con un conjunto de hipótesis 
razonables acerca del sistema que se esté tratando de describir. En estas hipótesis se incluyen 
todas las leyes empiricas que sean aplicables al sistema. El resultado final podria ser una 
descripción tan simple corno lo es una función. 

■ Modelos exponenciales En ciencias ffsicas aparece con frecuencia la expresión expo- 
nencial Ce kt , donde C y k son constantes de modelos matemàticos de sistemas que cambian 
con el tiempo t. En consecuencia, los modelos matemàticos se suelen usar para predecir un 
estado futuro de un sistema. Por ejemplo, se usan modelos matemàticos extremadamente 
complicados para pronosticar el tiempo en diversas regiones de un pafs durante, por ejemplo, 
la semana próxima. 

■ Crecimiento demogràfico En un modelo de una población en crecimiento, se supone que 
la tosa de crecimiento de la población es proporcional a la cantidadpresente en el momento 
t. Si P{t) representa la población, es decir, el nùmero o la cantidad presente cuando el tiempo 
es t, entonces, con ayuda del càlculo, se puede demostrar que està hipótesis determina que 

P(t) = P 0 e k ',k> 0, (1) 

en donde t es el tiempo y P 0 y k son constantes. La función (1) se usa para describir el creci¬ 
miento de poblaciones de bacterias, animales pequenos y, en algunos casos raros, de los 
humanos. Si t = 0, se obtiene P(0) = P 0 , por lo que a P 0 se le llama población inicial. La 
constante k > 0 se llama constante de crecimiento o tasa de crecimiento. Como e kt , k > 0 
es una función creciente en el intervalo [0, °°), el modelo de (1) describe un crecimiento no 
inhibido. 



EJEMPLO 1 


Crecimiento bacteriano 


Se sabe que el tiempo de duplicación* de bacterias E. coli que residen en el intestino grueso 
de las personas saludables, tan sólo es de 20 minutos. Usar el modelo de crecimiento 
exponencial (1) para calcular la cantidad de bacterias de E. coli en un cultivo, después de 
6 horas. 


Solución Se usaràn horas corno unidad de tiempo, y entonces 20 min = |h. Como no se 
especifica la cantidad inicial de E. coli en el cultivo, sólo representaremos por P 0 el tama- 


Bacterias E. coli 


* El tiempo de duplicación en biologia a veces se conoce corno tiempo de generación. 
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no inicial del cultivo. Entonces, usando (1), una interpretación de la primera frase en este 
ejemplo, en forma de función, es P(\) = 2P 0 . Eso quiere decir que P^e m = 2 P 0 , o bien que 
e m = 2. Al despejar k de està ùltima ecuación se obtiene la constante de crecimiento 
k 

- = In2 o k = 31n2 ~ 2.0794. 

3 

Asf, un modelo del tamano del cultivo después de 6 horas es P(t) = P 0 e 2 0194 '. Si t = 6, 
entonces P(6) = P () e 2m ' >4<> ^ ~ 262 1 44/- > 0 . Dicho de otra manera, si el cultivo sólo consiste 
en una bacteria cuando t = 0 (entonces P 0 = 1), el modelo indica que habrà 262 144 bac- 
terias 6 horas después. = 


A principios del siglo xix, el clérigo y economista inglés Thomas R. Malthus usò el 
modelo de crecimiento (1 ) para pronosticar la población en el mundo. Para valores especffi- 
cos de P 0 y k, sucedió que los valores de la función P(t) eran en realidad aproximaciones 
razonables a la población mundial durante cierto periodo del siglo xix. Como P(t) es una 
función creciente, Malthus predijo que el crecimiento futuro de la población rebasarfa la 
capacidad mundial de producción de alimentos. En consecuencia, también predijo que habrfa 
guerras y hambruna mundiales. Era Malthus mas pesimista que vidente, y no pudo prever 
que los suministros alimenticios mundiales crecerìan al paso de la mayor población, a causa 
de progresos simultaneos en ciencias y tecnologfas. 

En 1840, P. F. Verhulst, matemàtico y biòlogo belga, propuso un modelo mas realista 
para poblaciones humanas en palses pequenos. La llamada función logistica 


P(t) 


K 

1 + ce rl ’ 


r < 0, 


( 2 ) 


en donde K, c y r son constantes, ha demostrado, a través de los anos, ser un modelo exacto 
de crecimiento para poblaciones de protozoarios, bacterias, moscas de fruta o animales con- 
finados a espacios limitados. En contraste con el crecimiento desenfrenado del modo malthu- 
siano (1), (2) muestra crecimiento acotado. Mas especificamente, la población predicha por 
(2) no aumentarà mas alla del nùmero K, llamado capacidad limite o de soporte del sistema. 
Para r < 0, —>• 0 y P(t) —> K cuando t —> Se pide al lector que grafique un caso especial 
de (2), en el problema 7 de los ejercicios 7.4. 


■ Decaimiento radiactivo El elemento 88, mejor conocido corno radio, es radiactivo. Eso 
quiere decir que un àtomo de radio decae, o se desintegra, espontàneamente, emitiendo radia- 
ción en forma de particulas alfa, particulas beta y rayos gamma. Cuando un àtomo se desin¬ 
tegra de està forma, su nùcleo se transforma en un nùcleo de otro elemento. El nùcleo del 
àtomo de radio se transforma en el nùcleo de un àtomo de radòn, un gas radiactivo inodoro 
e incoloro, pero muy peligroso, que suele originarse en el suelo. Como puede penetrar un 
piso sellado de concreto, con frecuencia se acumula en sótanos de algunos hogares nuevos y 
con mucho aislamiento. Algunas organizaciones médicas han afirmado que el radòn es la 
segunda causa principal del càncer del pulmón. 

Si se supone que la tasa de decaimiento de una sustancia radiactiva es proporcional a la 
cantidad que queda, o que està presente cuando el tiempo es f, entonces se llega bàsicamente 
al mismo modelo que en (1). La diferencia importante es que k < 0. Si A(t) representa la 
cantidad de sustancia que queda cuando el tiempo es t, entonces 

A(t) = A 0 e kt , k < 0, (3) 

en donde A 0 es la cantidad inicial de la sustancia presente; esto es, A(0) = A 0 . La constante 

k < 0 en (3) se llama constante de decaimiento o tasa de decaimiento. 


EJEMPLO 2 


Desintegración del radio 


Supongamos que inicialmente se tienen a la mano 20 gramos de radio. A los t anos, la 
cantidad que queda se modela con la función A(t) = 20e~°- 000418 '. Calcular la cantidad de 

7.4 Modelos exponenciales y logaritmicos 


^ Cuando deba resolver problemas 
corno éste, asegurese de guardar el 
valor de k en la memoria de su 
calculadora. 



Thomas R. Malthus 
(1776-1834) 



Madame Curie (1867-1934), descu- 
bridora del radio 
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A 



Tiempo 


FIGURA 7.4.1 E1 tiempo T es la vida 
media 



E1 ibuprofeno es un medicamento 
antiinflamatorio no esteroidal 


radio que queda pasados 100 anos. ( ,Qué porcentaje de los 20 gramos originales ha decafdo 
en 100 anos? 

Solución Usando calculadora se ve que 100 anos después quedan 
A(100) = 20e“ 0000418(100) ~ 19.18 g. 


Por lo que sólo 


20 - 19.18 
20 


X 100% = 4.1% 


han decafdo, de los 20 gramos iniciales. 


■ Vida media La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo T que tarda en des- 
integrarse la mitad de determinada cantidad de ese elemento, para transformarse en otro 
elemento. Vea la FIGURA 7.4.1 . La vida media es una medida de la estabilidad de un elemento, 
esto es, mientras mas corta sea la vida media, el elemento es mas inestable. Por ejemplo, la 
vida media del elemento estroncio 90, 90 Sr, que es muy radiactivo y se produce en las explo- 
siones nucleares, es de 29 dfas, mientras que la vida media del isòtopo de uranio, 238 U, es 
de 4 560 000 anos. La vida media del californio, 244 Cf, que fue descubierto en 1950, sólo 
es de 45 minutos. El polonio, 213 Po, tiene una vida media de 0.000001 segundos. 


EJEMPLO 3 


Vida media del radio 


Usar el modelo exponencial del ejemplo 2 para determinar la vida media del radio. 
Solución Si A{t) = 20e~° 000418f , entonces se debe calcular el tiempo T en el cual 


A(T) 


la mitad de la cantidad inicial 

I 


5(20) = 10. 


A partir de 20e~° 0004187 ' = 10, se obtiene e ~ oooomr = i. Està ùltima ecuación se pasa a 
la forma logaritmica — 0.000418L = In 2, y se puede despejar T: 


T = 


In 5 


-0.000418 


1 660 anos. 


Al leer con cuidado el ejemplo 3 vemos que la cantidad inicial presente no tiene influen- 
cia en el càlculo reai de la vida media. Como la solución de A(7) = A 0 e -0 ' 000418r = jA 0 
conduce a e _0 000,IS7 ' = se ve q Ue j es independiente de A 0 . Entonces, la vida media de 1 
gramo, 20 gramos o 10 000 gramos de radio es igual. Se necesitan unos 1 660 anos para que 
la mitad de cualquier cantidad dada de radio se transforme en radòn. 

También los medicamentos tienen vida media. En este caso, la vida media de una medi¬ 
cina es el tiempo T que transcurre para que el organismo elimine, por metabolismo o exere - 
ción, la mitad de la cantidad de medicamento tomada. Por ejemplo, los medicamentos anti- 
inflamatorios no esteroidales (NSAID, de nonsteroidal antiinflamcitory drug), corno aspirina 
e ibuprofeno, que se toman para aliviar dolores constantes, tienen vida media relativamente 
corta, de algunas horas, y en consecuencia se deben tornar varias veces por dia. El naproxén 
es un NSAID y tiene mayor vida media; suele administrarse una vez cada 12 horas. Véase el 
problema 31 de los ejercicios 7.4. 


■ Datación con carbono La edad aproximada de fósiles de materia que alguna vez fue 
viviente se puede determinar con un mètodo llamado datación, o fechado con carbono. El 
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I4 C o carbono 14 es un isotopo radiactivo del carbono, que posiblemente se haya formado a 
una tasa constante en la atmosfera, por interacción de rayos cósmicos con nitrogeno 14. E1 
mètodo de fechado con carbono, inventado por el qufmico Willard Libby alrededor de 1950, 
se basa en que una pianta o un animai absorbe 14 C por los procesos de respiración y alimen- 
tación, y cesa de absorberlo cuando muere. Como se vera en el ejemplo que sigue, el proce- 
dimiento de fechado con carbono se basa en el conocimiento de la vida media del 14 C, que 
es de unos 5 730 anos. El carbono 14 decae y forma el nitrògeno 14 originai. 

Libby ganó el Premio Nobel de Qulmica 
por sus trabajos; su mètodo se ha usado 
hasta la fecha para fechar muebles de 
madera encontrados en las tumbas egipcias, 
los rollos del Mar Muerto, escritos en papiro 
y pieles animales, y el famoso Sudario de 
Turin, de lino, asf corno un ejemplar del 
Evangelio Gnòstico de Judas, recientemente 
descubierto y escrito en papiro. 




El rollo de los Salmos 



Willard Libby (1908-1980) 


EJEMPLO 4 


Datación de un fósil con carbono 


Se analizó un hueso fósil y se determinò que contiene , ,] ()(l de la cantidad inicial de 14 C 
que contenia el organismo cuando estaba vivo. Determinar la edad aproximada del fósil. 


Solución Si la cantidad inicial era de A 0 gramos de 14 C en el organismo, entonces, t anos 
después de sumuerte,hayA(f) = A 0 e to gramosresiduales. Cuando t = 5 730, A(5 730) = \A 0 
y asi k A 0 = A 0 e 5 730i . De està ùltima ecuación se despeja la constante k de decaimiento, 
y queda 


e 5730k 


1 

— y asi 
2 J 


ln^ 

k = -— 

5 730 


—0.00012097. 


Por consiguiente, un modelo de la cantidad de 14 C que queda es A(t) = A 0 e 0 00012097f , Con 
este modelo se debe despejar ahora t de A(f) = nk)^o : 


^-0.00012097, = _J_ Ao impUcaque 


In 


ì 

1 000 


-0.00012097 


~ 57 100 anos. 


La edad determinada en este ùltimo ejemplo sale, en realidad, del limite de exactitud del 
mètodo del carbono 14. Pasadas 9 vidas medias del isòtopo, o sea unos 52 000 anos, ha decaido 
aproximadamente 99.7% del carbono 14, y es casi imposible medirlo en un fósil. 

■ Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton Suponga que un objeto o cuerpo se coloca 
dentro de un medio (aire, agua, etc.) que se mantiene a una temperatura constante T m llamada 
temperatura ambiente. Si la temperatura inicial T 0 del cuerpo u objeto, en el momento de 
colocarlo en el medio, es mayor que la temperatura ambiente T m , el cuerpo se enfriarà. Por ^ 
otra parte, si T 0 es menor que 7„„ se calentarà. Por ejemplo, en una oficina que se mantiene, 
por ejemplo a 70°F, una taza de café hirviente se enfriarà, mientras que un vaso de agua helada 
se calentarà. La hipótesis acostumbrada sobre el enfriamiento o el calentamiento es que la 
rapidez con la que se enfria o calienta un objeto es proporcional a la diferencia T(t) - T m , 
donde T(t) representa la temperatura del objeto en el tiempo t. En cualquier caso, de enfria¬ 
miento o calentamiento, està hipótesis da por resultado que T(t) — T m = (7 0 — T m )e kt , donde 
k es una constante negativa. Nótese que corno e kt —> 0 para k < 0, la ùltima ecuación concuerda 
con la expectativa intuitiva que T(t) — T m —> 0, o lo que es igual, T{t) —» T m , cuando t —>■ °° 

(el café se enfria y el agua helada se calienta, ambos hasta la temperatura ambiente). Si se 
despeja T(t) se obtiene la función de la temperatura del objeto, 

T(t) = T m + (T 0 - T m )e kt , k<0. (4) 
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E1 modelo matemàtico (4) se llama ley de Newton de calentamiento/enfriamiento, por su 
descubridor. Observe que T( 0) = T 0 . 



E1 pastel se enfriarà 


EJEMPLO 5 


Enfriamiento de un pastel 


Se saca un pastel del homo, cuya temperatura era de 350 °F, y se lo coloca en una cocina 
donde la temperatura ambiente es de 75 °F. Un minuto después, se mide la temperatura 
del pastel y resulta de 300 °F. Suponga que la temperatura del pastel en la cocina està dada 
por (4). 


a ) /.Guài es la temperatura del pastel 6 minutos después? 

b) /.En cuànto tiempo la temperatura del pastel serà de 80 °F? 

c) Hacer la gràfica de T(t). 


Solución a) Cuando se saca el pastel del homo, su temperatura es también de 350 °F, 
esto es, T 0 = 350. La temperatura ambiente es la de la cocina, T m = 75. Entonces, 
la ecuación (4) se transforma en T(t) = 75 + 215e k '. La medición F(l) = 300 es la 
condición que determina k. De F(l) = 75 + 275e k = 300, se ve que 


225 9 

275 _ 11 


o 



-0.2007. 


De acuerdo con el modelo T(t) = 75 + 215e °- 2007 ' se determina que 


T 



FIGURA 7.4.2 Gràfica de T(t) del 
ejemplo 5 


T( 6) = 75 + 275éT 0 - 2007(6) = 157.5 °F. (5) 

b) Para determinar el momento en que la temperatura del pastel es de 80 °F se despeja t 
de la ecuación T(t) = 80. La ecuación T(t) = 75 + 275e~°' 2007f = 80 se reacomoda 
en la forma 


-0.2007f _ J 

275 


1 

— se ve que 


1*4 

-0.2007 


20 min. 


c) Con ayuda de una función de graficación obtuvimos la gràfica de T(t) que se ve en 
azul en la FIGURA 7.4.2. Debido a que T(t) = 75 + 275e~°' 2007f —» 75 cuando t —>■ °°, 
T = 75, indicada en rojo en la figura 7.4.2 es una asintota horizontal de la gràfica 
de T(t) = 75 + 275^^ 0 ■ 2007, . = 


■ Interés compuesto Ciertas inversiones, corno las cuentas de ahorro, pagan una tasa anual 
de interés que se puede componer en forma anual, trimestral, mensual, semanai, a diario, 
etcétera. En generai, si un capitai de $P se invierte a una tasa anual de interés r, que se com¬ 
pone n veces por ano, la cantidad S que hay al final de t anos se calcula con 


S = 




( 6 ) 


S es el llamado valor futuro del capitai P. Si aumenta la cantidad n sin limite, entonces se 
dice que el interés es compuesto continuamente. Para calcular el valor futuro de P en este 
caso, sea m = n/r. Entonces n = mr y 




rt 
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En razón de que n —» °° implica que m —» °°, observa en la pàgina 321 de la sección 7.1, que 
(1 + l/m)'" —» e. E1 lado derecho de (6) se transforma en 


P 


1 



P[e] rl 


citando m —> °°. 


Asf, si se compone continuamente una tasa anual r de interés, el valor futuro S de un capitai 
P en t anos es 


S = Pe rl . 


(7) 


EJEMPLO 6 


Comparación de valores futuros 


Supongamos que se depositan $1 000 en una cuenta de ahorros, cuya tasa de interés anual 
es 3%. Comparar el valor futuro de este principal dentro de 10 anos a) si se compone el 
interés mensualmente y b) si se compone el interés continuamente. 


Solución 

a) Como un ano tiene 12 meses, n =12. Ademàs, con P = 1 000, r = 0.03 y t = 10, 
la ecuación (6) se transforma en 


S = 


1 000 1 + 


0.03\ 12(10) 

12 J 


1 000(1.0025) 120 « $1 349.35. 


b) Segun la ecuación (7), 


S = 1 OOOe (003)(10) = 1 OOOe 03 « $1 349.86. 


Entonces, a los 10 anos se ha ganado $0.51 con la composición continua con respecto a 
la capitalización mensual. = 


■ Modelos iogaritmicos Probablemente, la aplicación mas famosa de los logaritmos base 
10, o logaritmos comunes es la escala de Ricther. Charles F. Richter, sismologo estadouni- 
dense, invento en 1935 una escala logaritmica para comparar las energlas de distintos tem- 
blores o sismos. La magnitud M de un sismo se define con 

M = lo gio7r> (8) 


en donde A es la amplitud de la onda sismica màxima del sismo, y A 0 es una amplitud de 
referencia que corresponde a la magnitud M = 0. El nùmero M se calcula con un decimai 
de precisión. Se considera que los sismos de magnitud 6 o mayores son potencialmente des- 
tructivos. 


Charles F. Richter (1900-1985) 



EJEMPLO 7 


Comparación de intensidades 


El sismo del 26 de diciembre de 2004, frente a la costa oeste de Sumatra del Norie, que 
produjo un tsunami que causo 200 000 muertes, se clasificó inicialmente corno de 9.3 en 
la escala de Richter. El 28 de marzo de 2005, una rèplica en la misma zona se clasificó 
corno de 8.7 grados en la misma escala. ^Cuàntas veces màs intenso fue el sismo de 
2004? 


7.4 Modelos exponenciales y Iogaritmicos 
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Solución De acuerdo con ( 8 ), 



S0ren S0rensen (1868-1939) 


9.3 = log 10 (-j-j y 8.7 = log 10 (- j-J . 

V^O/ 2004 \^0 / 2005 

Esto quiere decir, a su vez, que 



Ahora bien, corno 9.3 = 8.7 + 0.6, entonces, por las leyes de los exponentes, 


— 1 = IO 93 = 10°' 6 10 8 ' 7 = 10° 6 ( — 


0/ 2004 


3.981 — 


0/ 2005 


0/ 2005 


Asf, el sismo originai fue unas 4 veces mas intenso que la rèplica. 


En el ejemplo 7 se puede ver que, por ejemplo, si un sismo es de 6.0 y otro es de 4.0 en 
la escala de Richter, el sismo de 6.0 es IO 2 = 100 veces mas intenso que el de 4.0. 

■ pH de una solución En quimica, el potencial hidrógeno o pH de una solución se define 
corno 


pH = —log 10 [H + ], ( 9 ) 

en donde el simbolo [H + ] representa la concentración de iones hidrógeno en la solución, 
expresada en moles por litro. La escala de pH fue inventada en 1909 por Soren Spretiseli, 
bioquimico danés. Las soluciones se clasifican de acuerdo con el valor de su pH: àcidas, 
bàsicas o neutras. Una solución cuyo pH està en el intervalo 0 < pH < 7 se considera àcida; 
cuando el pH > 7, la solución es bàsica (o alcalina). En caso de que pH = 7, la solución es 
neutra o neutral. El agua, si no està contaminada por otras soluciones o por la lluvia àcida, 
es un ejemplo de solución neutra, mientras que el jugo de limón sin diluir tiene un pH en los 
limites pH < 3. Una solución con pH = 6 es diez veces màs àcida que una solución neutra. 
Véanse los problemas 47-50 en los ejercicios 7.4. 

Como se verà en el siguiente ejemplo, los valores de pH se suelen calcular redondeando 
a una cifra decimai. 


EJEMPLO 8 


pH de la sangre humana 


Se sabe que la concentración de iones hidrógeno en la sangre de una persona saludable es 
[H + ] = 3.98 X 10 ~ 8 moles/litro. Calcular el pH de la sangre. 


Solución De acuerdo con (9) y las leyes de los logaritmos (teorema 7.2.1) 


pH = —log 10 [3.98 X 10“ 8 ] 

= -[logi 0 3.98 + log 10 10 -8 ] 

= -[log 10 3.98 - 81og 10 10] <— loglio - ì 

= -[log 10 3.98 - 8 ], 

Con ayuda de la teda log 10 de una calculadora se comprueba que 

pH « -[0.5999 - 8 ] « 7.4. 
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La sangre humana suele ser una solución bàsica. Sus valores de pH caen normalmente 
dentro de los limites bastante estrechos de 7.2 < pH < 7.6. Una persona cuya sangre tiene 
un pH fuera de estos limites puede padecer alguna enfermedad, e incluso puede morir. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-19. 


= Crecimiento demogràfico 

1. Pasadas 2 horas, se observa que la cantidad de bacterias 
en un cultivo se ha duplicado. 

a) Deduzca un modelo exponencial ( 1 ) para determinar 
la cantidad de bacterias en el cultivo, cuando el tiem- 
po es t. 

b ) Determine la cantidad de bacterias presentes en el cul¬ 
tivo después de 5 horas. 

c) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en crecer hasta 
20 veces su tamano inicial. 

2. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo después 
de t horas es la ecuación ( 1 ). 

a) Calcule la constante de crecimiento k si se sabe que 
después de 1 hora la colonia se ha expandido hasta 1.5 
veces su población inicial. 

b ) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en cuadruplicar 
su tamano. 

3. Un modelo de la población de una comunidad pequena es 
P(t) = 1 500e A '. Si la población inicial aumenta 25% en 
10 anos, ('.CLiàl sera la población en 20 anos? 

4. Un modelo de la población de una comunidad pequena, 
después de t anos, se define con (1 ). 

a) Si la población inicial se duplica en 5 anos, ^cuànto 
tardarà en triplicarse? en cuadruplicarse? 

b ) Si la población de la comunidad del inciso a) es 10 000 
después de 3 anos, ,',cuàl era la población inicial? 

5. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo, des¬ 
pués de t horas, es P(t) = P§e kt . Después de 3 horas, se 
observa que hay 400 bacterias. Luego de 10 horas desde 
el inicio, hay 2 000 bacterias. ^Cuàl era la cantidad inicial 
de bacterias? 

6 . Como parte de una investigación de genètica se cultiva 
una pequena colonia de Drosophila (moscas pequenas de 
las frutas, con dos alas) en un ambiente de laboratorio. A 
los 2 dfas se observa que la población de moscas ha aumen- 
tado a 200. Después de 5 dras, la colonia tiene 400 mos¬ 
cas. 

a) Deduzca un modelo P(t) = P 0 e kt de la población de la 
colonia de drosophilas después de t dras. 

b ) /C’uàl sera la población de la colonia en 10 dras? 

c) ^Cuando la población de la colonia tendrà 5 000 mos¬ 
cas? 


7. Un alumno enfermo de un virus de catarro regresa a un 
colegio aislado, de 2 000 estudiantes. La cantidad de estu- 
diantes infectados con catarro, t dras después del regreso 
del alumno enfermo, se calcula con la función logistica 

2 000 

P[t) ~ 1 + 1 999e-° msr 

a) De acuerdo con este modelo, ^cuàntos estudiantes 
seràn infectados por el catarro después de 5 dras? 

b ) / Guanto tiempo pasarà para que la mitad de la pobla¬ 
ción de estudiantes quede infectada? 

c) (' Cuàntos alumnos indica el modelo que se infectaràn 
después de un tiempo muy prolongado? 

d) Trace una gràfica de P(t). 

8 . En 1920, Pearl y Reed propusieron un modelo logistico de 
la población de Estados Unidos, con base en datos de 1790, 
1850 y 1910. La función logistica que propusieron fue 

, . 2 930.3009 

P{t) ~ 0.014854 + eT 0 ' 031339 *’ 
en donde P se expresa en miles, y t representa la cantidad 
de anos después de 1780. 

a) El modelo concuerda muy bien con las cifras de los 
censos de entre 1790 y 1910. Determine las cifras de 
la población de 1790, 1850 y 1910. 

b ) ,'.Qué indica este modelo de la población de Estados 
Unidos después de un tiempo muy largo? ('.Còrno se 
compara està predicción con el censo de población de 
2000 , que fue de 281 millones? 

= Decaimiento radiactivo y vida media 

9. Al principio habra 200 miligramos de una sustancia radiac- 
tiva. Pasadas 6 horas, la masa disminuyó 3%. Forme un 
modelo exponencial A(t) = A 0 e kl de la cantidad residuai de 
la sustancia que se desintegra, pasadas t horas. Calcule la 
cantidad que queda después de 24 horas. 

10. Determine la vida media de la sustancia del problema 9. 

11. Resuelva este problema sin usar el modelo exponencial 
(3). Al principio hay disponibles 400 gramos de una sus¬ 
tancia radiactiva. Si la vida media de la sustancia es de 8 
horas, presente su estimación informada de cuànto queda 
(aproximadamente) luego de 17 horas. Después de 23 
horas. Luego de 33 horas. 
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12. Considere un modelo exponencial A(t) = A 0 e kt de la can- 
tidad que queda de la sustancia radiactiva del problema 
11. Compare los valores calculados de A(17), A(23) y A(33) 
con sus estimaciones. 

13. E1 yodo 131 se usa en procedimientos de medicina nuclear; 
es radiactivo y su vida media es de 8 dfas. Calcule la cons¬ 
tante k de decaimiento del yodo 131. Si la cantidad residuai 
de una muestra inicial después de t dfas se calcula con el 
modelo exponencial A(t) = A () e kt , ('.elianto tardarà en decaer 
95% de la muestra? 

14. La cantidad de una sustancia radiactiva que queda pasadas 
r horas se calcula con A(f) = 100e kl . Después de 12 horas, 
la cantidad inicial disminuyó 7%. ^Cuàntc queda después 
de 48 horas? (.Cuàl es la vida media de la sustancia? 

15. La vida media del polonio 210, 210 Po, es de 140 dfas. Si 
A(r) = A 0 e kl representa la cantidad de 210 Po que queda 
después de t dfas, (.cuàl es la cantidad que queda después 
de 80 dfas? ^Después de 300 dfas? 

16. El estroncio 90 es una sustancia radiactiva peligrosa que 
se encuentra en la lluvia àcida. En ese caso puede llegar a 
la cadena alimentaria, al contaminar el pasto con el cual 
se alimentan unas vacas. La vida media del estroncio 90 
es de 29 anos. 

a) Deduzca un modelo exponencial (3) para determinar 
la cantidad residuai después de t anos. 

b) Suponga que se encuentra 90 Sr en el pastizal, y su 
concentración es 3 veces la concentración de seguridad 
A 0 . ( : i Cuànto tiempo pasarà para que se pueda usar el 
pastizal de nuevo para alimentar vacas? 

= Datación con carbono 

17. En las paredes y techos de una caverna en Lascaux, Francia, 
se encontraron dibujos hechos con carbón vegetai. 
Determine la edad aproximada de las figuras, si se deter¬ 
minò que 86% del 14 C de un trozo de carbón vegetai que 
se encontró en la cueva habfa decafdo por radiactividad. 



Trazos con carbón vegetai, 
del problema 17 


18. El anàlisis de un hueso fósil de animai, en un sitio arqueo- 
lógico, indica que ese hueso ha perdido entre 90 y 95% 
de su 14 C. Indique un intervalo de edades posibles del 
fósil. 

19. El Sudario de Turfn muestra la imagen negativa del cuerpo 
de un hombre, que parece haber sido crucificado. Muchos 
creen que es el sudario con que fue sepultado Jesus de 


Nazaret. En 1988, el Vaticano permitió hacer una datación 
del sudario con radiocarbono. Varios laboratorios inde- 
pendientes analizaron la tela, y el consenso de opiniones 
fue que el sudario tiene unos 660 anos de antigiiedad, edad 
que concuerda con su aspecto histórico. Està edad fue 
refutada por muchos estudiosos. Con està edad, determine 
qué porcentaje de la cantidad originai de 14 C quedaba en 
la tela en 1988. 



Imagen del sudario 
del problema 19 


20. En 1991, unos alpinistas encontraron un cuerpo conser- 
vado de un hombre, parcialmente congelado, en un glaciar 
de los Alpes Austriacos. Se encontró, con técnicas de 
fechado con carbono, que el cuerpo de Òtzi, corno se llamó 
a ese hombre de las nieves, contema 53% del I4 C que 
contiene una persona viva. (.Guài es la fecha aproximada 
de su muerte? 



El hombre de las nieves 
del problema 20 


= Ley de enfriamiento o calentamiento de Newton 

21 . Suponga que sale una pizza del homo a 400 °F y que la 
cocina tiene una temperatura constante de 80 °F. Tres minu- 
tos después, la temperatura de la pizza es de 275 °F. 

a) ('.Cual es la temperatura T(t) de la pizza después de 5 
minuto s? 

b) Determine el tiempo cuando la temperatura de la piz¬ 
za es de 150 °F. 

c) Después de un tiempo muy largo, (.cuàl es la tempe¬ 
ratura aproximada de la pizza? 

22. Un vaso de agua frfa se saca de un refrigerador cuya tem¬ 
peratura interior es de 39 °F, y se deja en un recinto que 
se mantiene a 72 °F. Un minuto después, la temperatura 
del agua es de 43 °F. ('.Cuàl es la temperatura del agua 
después de 10 minutos? (.Y después de 25 minutos? 
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23. Se introduce un termometro que estaba a la intemperie, 
donde la temperatura del aire es de —20 °F, a un recinto 
donde la temperatura del aire es de 70 °F constante. Un 
minuto después, dentro del recinto, el termometro indica 
0 °F. /.Guanto tardarà en indicar 60 °F? 

24. Un termometro se saca del interior de una casa al exterior, 
donde la temperatura del aire es de 5 °F. Después de estar 
afuera un minuto, el termometro indica 59 °F y después 
de 5 minutos indica 32 °F. /.Guài es la temperatura en el 
interior de la casa? 



Termometro del problema 24 

25. Se encontró un cadàver dentro de un cuarto cerrado de 
una casa, donde la temperatura era de 70 °F constantes. 
Cuando lo descubrieron, la temperatura en su interior se 
midió y resultò ser de 85 °F. Una hora después, la segunda 
medición fue de 80 °F. Suponga que el momento de 
la rnuerte corresponde a 1 = 0 , y que en ese momento la 
temperatura interna era de 98.6 °F. Determine cuàntas 
horas pasaron hasta que se encontró el cadàver. 

26. Repita el problema 25, si las pruebas indicaban que la 
persona muerta tenia fiebre de 102 °F en el momento de 
su rnuerte. 


= Interés compuesto 

27. Suponga que se deposita 10 en una cuenta de ahorros que 
paga 1 % de interés anual, compuesto continuamente. 
(■.Guanto dinero habrà en la cuenta después de 2 000 anos? 
(■.Guài es el valor futuro de I 0 en 2 000 anos, si la cuenta 
paga 2 % de interés anual compuesto continuamente? 

28. Suponga que se invierten $100 000 a una tasa de interés 
anual de 5%. Use ( 6 ) y (7) para comparar los valores futu¬ 
res de esa cantidad en 1 ano, llenando la tabla siguiente: 



Interés 

compuesto 

II 

Valor 
futuro S 

Anual 

1 



Semestral 

2 



Trimestral 

4 


A 

Mensual 

12 



S emanai 

52 


/ 

Diario 

365 


Cada hora 

8 760 


Continuamente 

n-* 00 



29. Suponga que deposita $5 000 en una cuenta de ahorros 
que paga 6 % de interés anual compuesto continuamente. 
(■.Cuàntos intereses ganarà en 8 anos? 


30. Valor presente Si se despejaP (el capitai) de (7), estoes, 
si P = Se ", se obtiene la cantidad que se debe invertir hoy, 
a una tasa anual r de interés, para que valgan $S después de 
1 anos. Se dice que P es el valor presente de la cantidad S. 
(■.Guài es el valor presente de $100 000 a una tasa anual de 
3% compuesto continuamente durante 30 anos? 

= Modelos exponenciales diversos 

31. Vida media efectiva Las sustancias radiactivas son eli- 
minadas de los organismos vivos mediante dos procesos: 
decaimiento fisico naturai y metabolismo biològico. Cada 
proceso contribuye a que haya una vida media efectiva E, 
que se define por 


l/E = l/P + 1 IB, 

en donde P es la vida media fisica de la sustancia radiac- 
tiva, y B es la vida media biològica. 

a) El yodo radiactivo, I 31 I, se usa para fiatar el hiperti- 
roidismo (tiroides hiperactiva). Se sabe que para las 
tiroides humanas, P = 8 dlas, y B = 24 dlas. Calcule 
la vida media efectiva del 131 I. 

b) Suponga que la cantidad de 131 1 en la tiroides humana 
después de t dfas se modela con A(t ) = A 0 e kt , k < 0. 
Use la vida media efectiva que determinò en el inciso 
a) para calcular el porcentaje de yodo radiactivo que 
queda en la tiroides humana dos semanas después de 
su ingestión. 

32. Regreso a la ley de enfriamiento de Newton La rapidez 
con que se enfrfa un cuerpo también depende de su super¬ 
ficie S expuesta. Si S es constante, entonces una modifi- 
cación de (4) es 

T{t) =T m + {T 0 - T m )e kst , k < 0. 

Suponga que dos tazas, A y B, se llenan con café al mismo 
tiempo. Al principio, la temperatura del café es de 150 °F. 
La superficie expuesta de la taza de café B es el doble de 
la de la taza de café A. Pasados 30 minutos, la temperatura 
de la taza de café A es de 100 °F. Si T m = 70 °F, /.cuàl es 
la temperatura del café en la taza B a los 30 minutos? 

33. Circuito en serie En un circuito sencillo en serie, for- 
mado por un voltaje constante E, una inductancia de L 
henries y una resistencia de R ohms, se puede demostrar 
que la corriente I{t) es 

I(t) = f(l - e 

Despeje t en función de los otros slmbolos. 

34. Concentración de medicina Bajo ciertas condiciones, la 
concentración de una medicina, en el momento t después 
de inyectarla, es 

cw = l + ( c ° - 1}' 1 ' 


7.4 Modelos exponenciales y logaritmicos 


347 











Aquf, a y b son constantes positivas, y C 0 es la concentra- 
ción de la sustancia cuando t = 0. Determine la concen- 
tración de un medicamento, en estado estable, esto es, el 
valor limite de C(i) cuando t —» °°. Determine el tiempo 1 
en el cual C(t ) es la mitad de la concentración de estado 
estable. 


45. 6.6 

46. 8.1 

En los problemas 47 a 50, determine cuàntas veces mas àcida 
es la primera sustancia que la segunda. 

47. jugo de limón: pH = 2.3, vinagre: pH = 3.3 


= Escala de Richter 

35. Dos de los sismos mas devastadores en el àrea de la bahla 
de San Francisco sucedieron en 1906, a lo largo de la 
Falla de San Andrés, y en 1989 en las Montanas Santa 
Cruz, cerca del Pico Lorna Prieta. Los sismos de 1906 y 
1989 fueron de 8.5 y 7.1 en la escala de Richter, respecti- 
vamente. ^Cuàntas veces mayor fue la intensidad del sismo 
de 1906 que la de 1989? 



Distrito Marina de San Francisco, 
1989 


48. àcido de acumulador: pH = 1, lejfa: pH =13 

49. lluvia àcida: pH = 3.8, lluvia limpia: pH = 5.6 

50. NaOH: [H + ] = 10~ 14 , HC1: [H + ] = 1 

= Modelos logarìtmicos diversos 

51. Escala de Richter y la energia Charles Richter, al traba- 
jar con Beno Gutenberg, desarrolló el modelo 

M = |[log W E - 11.8] 

que relaciona la magnitud Richter, M de un sismo con su 
energia sismica E (expresada en ergs). Calcule la energia 
sismica E del sismo del norte de Sumatra, en 2004, en el 
que M = 9.3. 

52. Nivel de intensidad El nivel de intensidad b de un soni- 
do, expresado en decibeles (dB), se define por medio de 


36. ^Cuàntas veces mayor fue la intensidad del sismo del norte 
de Sumatra en 2004 (ejemplo 7) en comparación con el 
sismo de Alaska, en 1964, cuya magnitud fue de 8.9? 

37. Si un sismo tiene 4.2 de magnitud en la escala de Richter, 
pellài es la magnitud, en escala de Richter, de un sismo 
cuya intensidad es 20 veces mayor? [Pista: primero resuelva 
la ecuación 10 x = 20 ]. 

38. Demuestre que la escala de Richter, definida en ( 8 ) de està 
sección, se puede escribir en la forma 

In A — In A 0 
M = -. 

In 10 

= pH de una solución 

En los problemas 39 a 42, determine el pH de una solución 

con la concentración de iones hidrógeno [H + ] indicada. 

39. 10 ~ 6 

40. 4 X 10 ~ 7 

41. 2.8 X 10 ~ 8 

42. 5.1 X 10 ~ 5 

En los problemas 43 a 46, determine la concentración de 

iones hidrógeno [H + ] de una solución a partir del pH indi- 

cado. 


b = 101 o glo y, ( 10 ) 

A) 

en donde I es la intensidad del sonido expresada en watts/ 
cm 2 e 7 0 = 10 16 watts/cm 2 es la intensidad del sonido màs 
débil que se puede ofr (0 dB). Use (10) y llene la siguiente 
tabla: 


Sonido 

Intensidad I 

(watts/cm 2 ) 

Nivel de 
intensidad 
b (dB) 

Murmullo 

IO -14 


Conversación 

IO -11 


Comerciales de TV 

IO -10 


Alarma de humo 

10“ 9 


Despegue de avión 
a reacción 

10“ 7 


Rock band 

10“ 4 




43. 3.3 

44. 7.3 


53. Umbral de dolor En generai, se toma el umbral del dolor 
corno alrededor de 140 dB. Calcule la intensidad del sonido 
I que corresponde a 140 dB. 
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54. Nivelesde intensidad La intensidad del sonido/es inver¬ 
samente proporcional al cuadrado de la distancia d a su 
fuente, esto es, 



en donde k es la constante de proporcionalidad. Suponga 
que d\ y d 2 son distancias a una fuente de sonido, y que 
los niveles de intensidad correspondientes, de los sonidos, 
son b 1 y b 2 ■ Use (11) en (10) para demostrar que b l y b 2 
se relacionan por 

b 2 = b l + 201og 1( A (12) 

dn 

55. Nivel de intensidad Cuando un avión P x volaba a una 
altitud de 1 500 pies, pasó sobre un punto en el suelo donde 
midieron su intensidad, que resultò ser de b x = 70 dB. Use 
(12) para calcular el nivel de intensidad b 2 de un segundo 
avión P 2 que vuela a 2 600 pies de altura, cuando pasa 
sobre el mismo punto. 

56. Conversación sobre politica A una distancia de 4 pies, 
el nivel de intensidad de una conversación animada es de 
50 dB. Use (12) para calcular el nivel de intensidad a 14 
pies de la conversación. 

57. Pupila del ojo Un modelo empirico, inventado por 
DeGroot y Gebhard, relaciona el diàmetro d de la pupila, 
en milimetros, con la luminancia B de la fuente luminosa 
(expresada en mililamberts, mL): 

log lQ d = 0.8558 - 0.000401 (8.1 + log 10 B) 3 . 
Véase la FIGURA 7.4.3. 



FIGURA 7.4.3 Diàmetro de 
la pupila del problema 57 


a) La luminancia promedio del cielo darò es aproxima- 
damente de B = 255 mL. Calcule el diàmetro de pu¬ 
pila correspondiente. 

b) La luminancia del Sol varia entre aproximadamente 
B = 190 000 mL en la aurora, hasta B = 51 000 000 
a mediodfa. Calcule los diàmetros correspondientes 
de pupila. 

c ) Calcule la luminancia B que corresponde a un diàme¬ 
tro de pupila de 7 mm. 

58. Àrea superficial del cuerpo Los investigadores médicos 
usan el modelo matemàtico empirico 

log 10 A = —2.144 + (O.425)logi 0 m + (O.725)log 10 /i 

para calcular el àrea superficial del cuerpo A (medida en 
metros cuadrados), dada la masa m de una persona (en 
kilogramos) y la estatura h (en centfmetros). 

a) Calcule el àrea superficial del cuerpo de una persona 
cuya masa es m = 70 kg y que mide h = 175 cm de 
estatura. 

b) Determine su masa y estatura y calcule el àrea super¬ 
ficial de su cuerpo. 


| 75 Funciones hiperbólicas 


■ Introducción En la sección 7.4 comprobamos la utilidad de la función exponencial e x 
en diversos modelos matemàticos. Otra aplicación màs consiste en imaginar una cuerda de 
alambre flexible, corno un cable que cuelga sólo bajo su propio peso entre dos soportes fijos. 
Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones, el alambre colgante toma la forma de la 
gràfica de la función 


f(x) 


x l c + e ~ x l c 


( 1 ) 


El simbolo c representa una constante positiva que depende de las caracterfsticas flsicas del 
alambre. Funciones corno la (1), formadas por ciertas combinaciones de e x y e x , aparecen 
en tantas aplicaciones, que se les han asignado nombres. 


■ Funciones hiperbólicas En particular cuando c = 1 en (1), la función resultante 

e x + e ~ x 

f(x) = -se llama coseno hiperbólico. 



Cables telefónicos 


7.5 Funciones hiperbólicas 
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Definición 7.5.1 Funciones hiperbólicas 

Para todo nùmero reai x, el seno hiperbólico de x, representado por senh x, es 

e x - e~ x 

senhx =- , 

2 

y el coseno hiperbólico de x, representado por cosh x, es 

e x + e~ x 
coshx =-. 


( 2 ) 


(3) 



Arco Gateway, St. Louis, MO„ 
Estados Unidos 


En forma anàloga a las funciones trigonométricas tan x, cot x, sec x y esc x, que se defi- 
nen en términos de sen x y cos x, hay cuatro funciones hiperbólicas mas, tanh x, coth x, sech 
x y csch x, que se definen en términos de senh x y cosh x. Por ejemplo, las funciones tangente 
hiperbólica y secante hiperbólica se definen corno sigue: 


senhx 

tanhx =- 

coshx 

1 

sechx =- 

coshx 


e* + éT* 

2 

e* + éT* 


1 

y cothx =- 

tanhx 

1 

y cschx =- 

senhx 


+ e~ x 



(4) 

(5) 


■ Gràficas La gràfica del coseno hiperbólico, que muestra la FIGURA 7.5.1, se llama cate¬ 
naria. La palabra catenaria se deriva de la palabra catena, cadena en griego. La forma del 
famoso arco Gateway de St. Louis Missouri, de 630 pies de altura, es una catenaria invertida. 
Compare la forma de la figura 7.5.1 con la de la foto adjunta. La gràfica de y = senh x se ve 

en la FIGURA 7.5.2. 




FIGURA 7.5.1 La gràfica de y = FIGURA 7.5.2 Gràfica de 

cosh x es una catenaria y = senh x 


Las gràficas de la tangente, cotangente, secante y cosecante hiperbólicas se presentan 
en la FIGURA 7.5.3. Observe que y = 1 y y = — 1 son las asfntotas horizontales en las gràficas 
de y = tanh x y y = coth x y que x = 0 es una asmtota vertical en las gràficas de y = coth x 
y y = csch x. 

■ Identidades Aunque las funciones hiperbólicas no son periódicas, poseen identidades 
parecidas a las identidades trigonométricas. En forma parecida a la identidad pitagòrica bàsica 
de trigonometria, sen 2 x + cos 2 x = 1 , en los casos del seno y del coseno hiperbólicos: 

cosh 2 x — senh 2 x =1. (6) 

Véanse los problemas 1 a 6 en los ejercicios 7.5. 
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FIGURA 7.5.3 Gràficas de la tangente hiperbólica a), cotangente hiperbólica b), secante hiperbólica c) y 
cosecante hiperbólica d) 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-20. 


En los problemas 1 a 6 , use las definiciones de cosh x y senh x, 
en (2) y (3), para verificar la identidad. 

1 . coslrx — senh 2 x = 1 

2 . 1 — tanh 2 x = sech 2 x 

3. cosh(— x) = coshx 

4. senh(— x) = — senhx 

5. senh 2x = 2 senh x cosh x 

6 . cosh 2 x = cosh 2 x + senlrx 

7. a) Si senh x = —use la identidad dada en el problema 

1 para encontrar el valor de cosh x. 
b) Use el resultado del inciso a) para encontrar los valo- 
res numéricos de tanh x, coth x, sech x, y csch x. 


8 . a) Si tanh x = use la identidad dada en el problema 2 

para encontrar el valor de sech x. 
b ) Use el resultado del inciso a) para encontrar los valo- 
res numéricos de tanh x, coth x, sech x, y csch x. 

9. Como puede observarse en la figura 7.5.2, la función seno 
hiperbólico y = senh x es uno a uno. Use (2) de la defini - 
ción 7.5.1 en la forma e x — 2y — e~ x = 0 para demostrar 
que el seno hiperbólico inverso senh 1 x està dado por 

senlT'x = ln(x + Vx 2 + l). 

10. La función y = cosh x en el dominio restringido [0, °°) es 
uno a uno. Proceda corno en el problema 9 para encontrar 
el inverso de y = cosh x, x & 0 . 



Conceptos importantes Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Función exponencial: 
base b > 0 , b 1 
creciente, b > 1 
decreciente, b < 1 
Leyes de los exponentes 
Inverso de la función exponencial 
El numero e 

Función exponencial naturai 
Función logaritmica: 
base b > 0 , b # 1 


Leyes de los logaritmos 
Logaritmo comun 
Logaritmo naturai 
Fòrmula de cambio de base 
Crecimiento y decaimiento: 
constante de crecimiento 
constante de decaimiento 
Vida media 
Datación con carbono 
Interés compuesto continuo 


pH de una solución 
Escala de Richter 
Funciones hiperbólicas: 
coseno 
seno 
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E32UI!fHÌEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-20. 


= A. Verdadero/Falso 

En los problemas 1 a 14, conteste cierto o falso. 

1 . y = In x y y = e x son funciones inversas._ 

2. E1 punto ( b , 1) està en la gràfica de /(x) = log b x. 

3. y = 10 _ *y y = (0.1)* son la misma función._ 

4. Si/(x) = e x — 1, entonces/(x) = 1 cuando x = ±ln\/2. 


5. 4 */ 2 = 2* 



7. 2* + 2“* = (2 + 2“')*_ 

8 . 2 3+3jr = 8 1+ *_ 

9. —ln2 = ln(|)_ 

e a 

10 . In —t = a — b 

e b - 

11 . ln(lne) = 1 _ 

/— In 43 

12 . lnV43 =- 

2 

13. In (e + e) = 1 + ln2_ 

14. 1086(36)-' = -2_ 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 22, llene los espacios. 

1. La gràfica de y = 6 — e - * corta el eje y en_y su 

asfntota horizontal es y =_. 

2. El corte de la gràfica de y = —10 + IO 5 * con el eje x està 

en_. 

3. La gràfica de y = ln(x + 4) corta al eje x en_y 

su asfntota vertical es x =_. 

4. La gràfica de y = log 8 (x + 2) interseca el eje y en_ 


5. log 5 2 - log 5 10 = 

1 

6. 61ne + 31n— =_ 


8. io logl ° 4 - 89 = 

9. log 4 (4 • 4 2 • 4 3 ) = 


log 5 625 

10 . -= 

l° g 5 125 - 

11. Si log ,A' = — 2, entonces N = _. 

12 . Si log fc 6 = 2 , entonces b = _. 

13. Si In e 3 = y, entonces y =_. 

14. Si In 3 + In (x — 1) = In 2 + In x, entonces x =_. 

15. Si — 1 + ln(x — 3) = 0, entonces x =_. 

16. Si ln(ln x) = 1, entonces x =_. 

17. Si 100 — 20e-° 15f = 35, entonces, redondeando a cuatro 

decimales, t = _. 

18. Si 3* = 5, entonces 3- 2 * =_. 

19. /(x) = 4 3 * = (_)* 

20 . /(x) = (eY 6 = (_ ) x 

21 . Si la gràfica dey = e *~ 2 + C pasa por (2, 9), entonces C 

22. Con transformaciones rfgidas, el punto (0, 1) de la gràfica 

de y = e* se desplaza al punto_en la gràfica de 

y = 4 + e* -3 . 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, reformule la expresión exponencial 
corno una expresión logaritmica equivalente. 

1 . 5-' = 0.2 

2. \K512 = 8 

En los problemas 3 y 4, reformule la expresión logaritmica 
corno una expresión exponencial equivalente. 

3. log, 27 = 1.5 

4. log 6 (36)- 2 = -4 

En los problemas 5 a 12, calcule x. 

5. 2'“* = 8 

6 . 3 2 * = 81 

7. e 1 " 2 * = e 2 

8. e* 2 - e 5 e x ~ l = 0 

9. 2 1 "* = 7 
10 . 3* = 7 * _1 
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11 . e x+2 = 6 

12. 3e l = 4e~ 3x 

En los problemas 13 y 14, resuelva la variable indicada. 

13. P = Se para m 

14. P = Kl 1 + ce 1 ' 1 ', para t 

En los problemas 15 y 16, grafique las funciones en el mismo 
conjunto de ejes coordenados. 

15. y = 4', y = log 4 x 

16- y = G) x , y = logi /2 * 

17. Indique la correspondencia de la letra en la gràfica de la 
FIGURA 7.R.1 con la función adecuada. 

i) /(x) = b x ,b> 2 

ii) f(x) = b x , 1 < b < 2 

iii) f(x) = b x ,\<b < 1 

iv) /(*) = b x , 0 < b < 3 



FIGURA 7.R.1 Gràficas del 
problema 17 


18. En la FIGURA 7.R.2 llene los espacios en bianco de las coor- 
denadas de los puntos en cada gràfica. 



FIGURA 7.R.2 Gràficas del problema 18 

En los problemas 19 y 20, determine la pendiente de la recta 
L que se indica en cada figura. 



FIGURA 7.R.3 Gràfica del 
problema 19 



FIGURA 7.R.4 Gràfica del 
problema 20 


En los problemas 21 a 26, indique la correspondencia de las 
siguientes funciones con una de las gràficas de abajo. 

i) y = In (x — 2) 

ii) y = 2 — lnx 

iii) y = 2 + ln(x + 2 ) 

iv) y = —2 — ln(x + 2 ) 

v) y = —ln( 2 x) 

vi) y = 2 + ln(—x + 2 ) 



FIGURA 7.R.5 Gràfica del problema 21 



FIGURA 7.R.6 Gràfica del problema 22 
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FIGURA 7.R.7 Gràfica del problema 23 



FIGURA 7.R.8 Gràfica del problema 24 



FIGURA 7.R.9 Gràfica del problema 25 



FIGURA 7.R.10 Gràfica del problema 26 


En los problemas 27 y 28, describa la gràfica de la función/ 
en términos de una transformación de la gràfica de y = In x. 

27. f(x) = In ex 

28. f(pc) = In x 3 


29. Deduzca la función/(x) = Ae fa si (0, 5) y ( 6 , 1) son puntos 
en la gràfica de/. 

30. Deduzca la función/(x) = A 10 tl si/(3) = 8 y /(0) = 

31. Deduzca la función/(x) = a + b x , 0 < b < 1, si/(l) = 5.5 
y la gràfica de/tiene corno una asfntota horizontal y = 5. 

32. Deduzca la función/(x) = a + log 3 (x — c) si/(l 1) = 10 y 
la gràfica de/tiene una asfntota vertical x = 2 . 

33. Tiempo para duplicarse Si la cantidad inicial de bacterias 
presentes en un cultivo se duplica después de 9 horas, 
( : c'uànt() tiempo pasarà para que la cantidad de bacterias se 
vuelva a duplicar? 

34. /Tienes cebo? Un lago de pesca comercial se abastece 
con 10 000 crfas de pez. Deduzca un modelo P[t) = P 0 e kt 
de la población de peces en el lago, cuando el tiempo es t, 
si su propietario estima que entonces quedaràn 5 000 peces 
después de 6 meses. ^Después de cuàntos meses el modelo 
predice que quedaràn 1 000 peces? 

35. Desintegración radiactiva El tritio es un isòtopo del 
hidrógeno que tiene vida media de 12.5 anos. ^Cuàntc de 
una cantidad inicial de este elemento queda después de 50 
anos? 

36. Huesosviejos Un esqueleto humano que se encontró en 
un sitio arqueológico ha perdido 97% de I 4 C. <',Cuàl es la 
edad aproximada del esqueleto? 

37. Ilusiones Una persona se jubila e invierte $650 000 en 
una cuenta de ahorros. Desea que la cuenta tenga $ 1 000 000 
en 10 anos. ^Qué tasa r de interés anual compuesto conti¬ 
nuamente satisfarà su deseo? 

38. Intensidad de la luz De acuerdo con la ley de Lambert- 
Bouguer, la intensidad I (expresada en lumenes) de un haz 
luminoso vertical que atraviesa una sustancia transparente 
disminuye de acuerdo con la función exponencial /(x) = 
/gè**, k < 0 , donde I 0 es la intensidad del rayo incidente y 
x es la profundidad, expresada en metros. Si la intensidad 
de la luz a 1 metro abajo de la superficie del agua es 30% de 
Iq, (Cuài es la intensidad a 3 metros abajo de la superficie? 
lA qué profundidad es la intensidad 50% de lo que era en 
la superficie? 

39. La gràfica de la función y = ae b ‘‘ se conoce corno curva 
de Gompertz. Resuelvax en términos de los otros sfmbo- 
los. 

40. Si a > 0 y b > 0 , demuestre que log a 2 b 2 = log,,/;. 
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TRIGONOMETRIA DELTRIANGULO 


RECTANGULO 



I 


En este capiti!lo 


8.1 Àngulos y sus medidas 

8.2 Trigonometria del triàngulo rectàngulo 

8.3 Funciones trigonométricas de àngulos especiales 

8.4 Funciones trigonométricas de àngulos generales 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Los rudimentos de la trigonometria se remontan 
al trabajo de matemàticos griegos, egipcios, indios, àrabes y chinos. La 
palabra trigonometria se deriva de dos vocablos griegos: trigon ,que 
significa triàngulo, y metro ,que significa medida. Por tanto, el nombre 
trigonometria hace alusión a las diversas relaciones entre los àngulos 
de un triàngulo y sus lados. El astrònomo y matemàtico griego Hiparco, 
que vivió en el siglo n antes de Cristo, fue uno de los principales inven- 
tores de la trigonometria. Las tablas de “cuerdas” que elaborò fueron 
precursoras de las tablas de valores de las funciones trigonométricas que apa- 
recfan en todos los textos de trigonometria hasta antes de la invención de la 
calculadora de mano. El primer matemàtico europeo que definió las funciones 
trigonométricas directamente en términos de triàngulos rectàngulos en lugar 
de ctrculos, con tablas de las seis funciones trigonométricas, fue el matemàtico 
y astrònomo austriaco Georg Joachim von Lauchen (1514-1574), también 
conocido corno Georg Joachim Rheticus. Ademàs, Rheticus es recordado por- 
que fue el ùnico disctpulo de Nicolas Copérnico (1473-1543) y el primer defen¬ 
sor de la teoria heliocéntrica del sistema solar propuesta por su maestro. 

Empezaremos este capltulo con una explicación de los àngulos y dos formas 
de medirlos. La sección 8.2 se dedicarà a definir las funciones trigonométri¬ 
cas de los àngulos agudos de un triàngulo rectàngulo. En la sección 8.4 exten- 
demos estas definiciones a los àngulos generales. 




Una rebanada de 
pizza es un 
ejemplo de sector 
circular. Véase el 
problema 73 de 
los ejercicios 8.1. 








| 8.1 Àngulosy sus medidas 


Lado 

Vèrtice 

inicial 

a) Dos medios rayos 




b) Posición normal 

FIGURA 8.1.1 Lados inicial y termi¬ 
nal de un àngulo 


■ Introducción Comenzamos nuestro estudio de la trigonometria con la descripción de los 
àngulos y dos métodos para medirlos: en grados y en radianes. Como veremos en la sección 
9.1, la medida de un àngulo en radianes es lo que nos permite definir funciones trigonomé- 
tricas en conjuntos de numeros reales. 

■ Àngulos Un àngulo se forma con dos rayos o semirrectas, que tienen un extremo co muti 
llamado vèrtice. A un rayo lo llamaremos lado inicial del àngulo, y al otro, lado terminal. Es 
util imaginar al àngulo corno formado por una rotación, desde el lado inicial hasta el lado ter¬ 
minal, corno se ve en la FIGURA 8.1.1 a). El àngulo se puede poner en un plano cartesiano con su 
vèrtice en el origen y su lado inicial que coincida con el eje positivo de las x, corno se ve en 
la figura 8.1.1 b). En ese caso se dice que el àngulo està en su posición normal o estàndar. 

■ Medición en grados La medición de un àngulo en grados se basa en la asignación de 
360 grados (se escribe 360°) al àngulo formado por una rotación completa en sentido contra¬ 
rio al de las manecillas del reloj, corno se indica en la FIGURA 8.1.2. Entonces, otros àngulos 
se miden en función de un àngulo de 360°, y un àngulo de 1° es el que se forma por de 
una rotación completa. Si la rotación es contraria a la de las manecillas del reloj, la medida 
serà positiva', si es en el sentido de las manecillas del reloj, la medida serà negativa. Por 
ejemplo, el àngulo de la FIGURA 8.1.3a) se obtiene con un cuarto de rotación completa en sen¬ 
tido contrario al de las manecillas del reloj, y es 


1(360°) = 90°. 


También se ve en la figura 8.1.3/?) el àngulo formado por tres cuartos de rotación completa 
en sentido de las manecillas del reloj. Este àngulo mide: 

f( —360°) = -270°. 



FIGURA 8.1.2 Àngulo de 360 grados 






90° 


3V 



-270° 


a) Àngulo de 90° b ) Àngulo de -270° 

FIGURA 8.1.3 a) Medida positiva; 

b) medida negativa 



FIGURA 8.1.4 Tres àngulos 
coterminales 


■ Àngulos coterminales Una comparación de la figura 8.1 3a) con la figura 8.1 3b) demues- 
tra que el lado terminal de un àngulo de 90° coincide con el lado terminal de un àngulo de 
—270°. Cuando dos àngulos en la posición normal tienen los mismos lados terminales se dice 
que los àngulos son coterminales. Por ejemplo, los àngulos 6, 6 + 360° y 6 — 360° que se 
ven en la FIGURA 8.1.4 son coterminales. De hecho, la suma de cualquier mùltiplo entero de 
360° a un àngulo dado da corno resultado un àngulo coterminal. Al revés, dos àngulos coter¬ 
minales cualesquiera tienen medidas en grados que difieren por un mùltiplo entero de 360°. 


EJEMPLO 1 


Àngulos y àngulos coterminales 


En el caso de un àngulo de 960°, 


a) Ubicar el lado terminal y trazar el àngulo. 

b) Determinar un àngulo coterminal entre 0° y 360°. 

c ) Determinar un àngulo coterminal entre —360° y 0°. 
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Solución 

a) Primero se determina cuàntas rotaciones completas se dan para formar este àngulo. 
Al dividir 960 entre 360 se obtiene un cociente de 2, y un residuo de 240; esto es, 

960 = 2(360) + 240. 

Entonces, este àngulo se forma dando dos rotaciones en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, y haciendo después ^ = § de otra rotación. Como se ve en la 
FIGURA 8.1.5a), el lado terminal de 960° està en el tercer cuadrante. 

b ) La figura 8.1.56) muestra que el àngulo de 240° es coterminal con un àngulo de 
960°. 

c) La figura 8.1.5c) muestra que el àngulo de —120° es coterminal con un àngulo de 
960°. 



FIGURA 8.1.5 Los àngulos en b) y en c) son coterminales con el àngulo en a). 


■ Minutos y segundos Con las calculadoras es conveniente expresar las fracciones de 
grados con decimales, por ejemplo, 42.23°. Sin embargo, tradicionalmente las fracciones 
de grados se han expresado en minutos y segundos, donde 

1 ° = 60 minutos (se escribe 60')* (1 ) 

y 1' = 60 segundos (se escribe 60") (2) 

Por ejemplo, un àngulo de 7 grados, 30 minutos y 5 segundos se expresa asf: 7°30'5". Algunas 
calculadoras tienen una teda especial DMS (notación DMS, acronimo en inglés que significa 
grados, minutos y segundos) para convertir un àngulo expresado en grados decimales en gra¬ 
dos, minutos y segundos y viceversa. Los siguientes ejemplos muestran còrno realizar a mano 
estas conversiones. 


EJEMPLO 2 


Usar (1 ) y (2) 


Convierta: 

a) 86.23° en grados, minutos y segundos; 

b) 17°47'13" en notación decimai. 


Solución En cada caso usaremos (1) y (2). 

a) Como 0.23° representa -pjg de 1° y 1° = 60', tenemos 


86.23° = 86° + 0.23° 

= 86° + (0.23) (60') 
= 86° + 13.8' 


Ahora bien, 13.8' = 13' + 0.8', por lo que debemos convertir 0.8' en segundos. Puesto 

g 

que 0.8' representan jq de 1 ' y 1' = 60", tenemos 


* El uso del nùmero 60 corno base se remonta a los babilonios. Otro ejemplo del uso de està base en nuestra cultu¬ 
ra es la medida del tiempo (1 hora = 60 minutos y 1 minuto = 60 segundos). 
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86 ° + 13' + 0.8' = 86° + 13' + (0.8)(60") 
= 86° + 13' + 48". 



FIGURA 8.1.7 Clrculos concéntricos 


Por tanto, 86.23° = 86°13'48". 

b) En virtud de que 1° = 60', se desprende que 1 ' = (^)°. Del mismo modo, encontramos 
que !" = (è) = (rigo) 0 - As b tenemos 

17°47'13" = 17° + 47' + 13" 

= 17° + 47( A )° + 13(34,)° 

« 17° 4- 0.7833° 4- 0.0036° 

= 17.7869°. = 


■ Medida en radianes En el càlculo, la unidad mas comoda para medir àngulos es el radiàn. 
La medida de un àngulo en radianes se basa en la longitud de un arco del clrculo unitario 

x 2 + y 2 = 1. 

Como ya sabemos, un àngulo 9 en posición normal se puede considerar corno formado por 
la rotación del lado inicial, desde el eje positivo de x hasta el lado terminal. Como se ve en la 
FIGURA 8.1.6, el lado inicial de 0 recorre una distancia ? a lo largo de la circunferencia del 
clrculo unitario. Se dice que la medida de 6 es t radianes. 

En radianes se usa la misma convención que con la medida en grados: un àngulo formado 
por una rotación contraria a las manecillas del reloj se considera positivo, mientras que un 
àngulo formado por una rotación en el sentido de las manecillas del reloj es negativo. Como 
la circunferencia del clrculo unitario es 2tt, un àngulo formado por una rotación en contra de 
las manecillas del reloj es 2tt radianes. En la FIGURA 8.1.7 se han ilustrado àngulos de 7t/2, 
— 7t/2, 7t y 3tt radianes, respectivamente. De acuerdo con las figuras 8.1.8c) y 8.1.8<7), un 
àngulo de ir radianes es coterminal con uno de 377 radianes. 

0 = ~ (3) 

r 

En el caso en que el lado terminal de 9 atraviesa un arco de longitud s a lo largo de 
la circunferencia del clrculo igual al radio r del clrculo, nos damos cuenta, por (3), de que la 
medida del àngulo 9 es 1 radiàn. Véase la figura 8.1.6i>) 




a) b) 

FIGURA 8.1.6 Àngulo centrai en a)\ àngulo de 1 radiàn en b ) 


La definición dada en (3) no depende del tamano del clrculo. Para entender esto, lo ùnico 
que necesitamos hacer es dibujar otro clrculo centrado en el vèrtice de 9 de radio r' y longi¬ 
tud de arco subtendido s'. Véase la FIGURA 8.1.7. Debido a que los dos sectores circulares son 
similares, las razones slr y s'Ir' son iguales. Por consiguiente, independientemente del clrculo 
que utilicemos, obtendremos la misma medida en radianes de 9. 

En la ecuación (3) se puede usar cualquier unidad de longitud conveniente para s y r, 
pero es necesario usar la misma unidad tanto para s corno para r. Asl, 

s (unidades de longitud) 

0 (en radianes) =- 

r (unidades de longitud) 
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parece ser una cantidad “sin dimensióni Por ejemplo, si 5 = 6 pulgadas y r = 2 pulgadas, 
entonces la medida del àngulo en radianes es 


4 pulgadas 

6 —-— 2 , 

2 pulgadas 

donde 2 es simplemente un nùmero reai. Por està razón, algunas veces se omite la palabra 
radianes cuando el àngulo se mide en radianes. Retomaremos està idea en la sección 9.1. 

Una rotación completa del lado inicial de 0 atravesarà un arco igual en longitud a la 
circunferencia del cfrculo 2irr. Se desprende de (3) que 

s 27 rr 

una rotación = - =-= 277 radianes. 

r r 


Tenemos la misma convención que antes: un àngulo formado por una rotación en sentido 
contrario a las agujas del reloj se considera positivo, mientras que un àngulo formado por una 
rotación en el sentido de las agujas del reloj es negativa. En la FIGURA 8.1.8 ilustramos àngulos 
en las posiciones estàndares de ir 12, — ir 12, 77 y 377 radianes, respectivamente. Tenga en cuenta 
que el àngulo de 77/2 radianes que se muestra en a) se obtiene de un cuarto de una rotación 
completa en sentido contrario a las agujas del reloj; es decir 


l 

4 


(277 radianes) = — radianes. 


El àngulo que presenta la figura 8.1.8Ò), obtenido de un cuarto de rotación completa en el 
sentido de las agujas del reloj, es —77/2 radianes. El àngulo ilustrado en la figura 8.1.8c) es 
coterminal con el àngulo de la figura 8.1 ,8d). En generai, la suma de cualquier mùltiplo entero 
de 277 radianes a un àngulo expresado en radianes da corno resultado un àngulo coterminal. 
Al revés, dos àngulos coterminales cualesquiera expresados en radianes diferiràn en un mùl¬ 
tiplo entero de 2tt. 


y,. 




n 

2 


X 


y 



y 

n 


jl 


a) b) c ) 

FIGURA 8.1.8 Àngulos expresados en radianes 



d) 


EJEMPLO 3 


Àngulo coterminal 


Determinar un àngulo entre 0 y 277 radianes, que sea coterminal con 0=1177/4 radianes. 
Trazar el àngulo. 


Solución Como 2ir < 1177/4 < 377, se resta el equivalente de una rotación, o sea 277 
radianes, para obtener 


1177 II77 877 377 

- 277 =-= -. 

4 4 4 4 


De igual forma, una alternativa es proceder corno en el inciso a) del ejemplo 1, y dividir: 
II77/4 = 277 + 377/4. Entonces, un àngulo de 377/4 radianes es coterminal con 9, corno 
vemos en la FIGURA 8.1.9. = 


■ Fórmulas de conversión Si bien muchas calculadoras cientfficas tienen teclas que con- 
vierten mediciones entre grados y radianes, hay una forma fàcil de recordar la relación entre 



FIGURA 8.1.9 Àngulos coterminales 
del ejemplo 3 
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las dos medidas. Como la circunferencia de un cfrculo unitario es 2tt, una rotación completa 
mide 2tt radianes, y también 360°. Por consiguiente, 360° = 277 radianes, o 

180° = 77 radianes. (4) 

Si (4) se interpreta corno 180 (1°) = 7r(l radiàn), entonces se obtienen las dos fórmulas 
siguientes para convertir entre grados y radianes. 


e 


CONVERSION ENTRE GRADOSY RADIANES 


9 


(5) 

( 6 ) 

Con una calculadora se hacen las divisiones en (5) y (6), y se llega a 

1° « 0.0174533 radiàn y 1 radiàn « 57.29578°. 


1° =-radiàn 

180 


1 radiàn = 


180\° 


EJEMPLO 4 


Conversión entre grados y radianes 


Convertir 

a) 20° a radianes, b ) 777 / 6 radianes a grados, c) 2 radianes a grados. 

Solución 

a) Para convertir grados en radianes se usa la ecuación (5): 


20 ° 


20 ( 1 °) = 20 - 



radiàn 


77 

— radiàn. 
9 


b) Para convertir radianes en grados, se usa la ecuación (6): 


777 


777 


radianes = —- • (l radiàn) = 

6 6 6 


777 / 180 V 


= 210 °. 


c) De nuevo se usa (6): 


2 radianes = 2 • (1 radiàn) 



respuesta aproximada 
redondeada a 
dos decimales 



La tabla que sigue muestra las medidas de los àngulos de uso màs frecuente, 
expresadas en radianes y en grados. 

■ Terminologia E1 lector recordarà que, en geometria, a un àngulo de 90° se le llama 
àngulo recto, y a un àngulo de 180° se le llama àngulo recto doble. En radianes, 77/2 
es un àngulo recto, y 77 es un àngulo recto doble. Un àngulo agudo mide entre 0° y 
90° (o entre 0 y 77/2 radianes), y un àngulo obtuso mide entre 90° y 180° (o entre 7r/2 y 77 
radianes). Se dice que dos àngulos agudos son complementarios si suman 90° (o tt/2 radia¬ 
nes). Dos àngulos positivos son suplementarios si suman 180° (o 77 radianes). Un triàngulo 
que contiene un àngulo recto se llama triàngulo rectàngulo. Un àngulo cuyo lado terminal 


Grados 

0 

30 

45 

60 

90 

180 

Radianes 

0 

77 

6 

77 

4 

77 

3 

77 

2 

77 
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coincide con un eje de coordenadas se llama àngulo cuadrantal. Por ejemplo, 90° (o tt/2 
radianes) es un àngulo cuadrantal. Un triàngulo que contiene un àngulo recto se llama triàn- 
gulo rectàngulo. Las longitudes a, b y c de los lados de un triàngulo rectàngulo satisfacen 
la relación pitagorica a 2 + b 2 = c 2 , donde c es la longitud del lado opuesto al àngulo recto 
(la hipotenusa); los otros dos lados, a y b, son los catetos. 


EJEMPLO 5 


Àngulos complementarios y suplementarios 


a) Calcular el àngulo que es complementario de 9 = 74.23°. 

b) Calcular el àngulo que es suplementario de <fr = tt/3 radianes. 


Solución 

a) Como dos àngulos son complementarios si suman 90°, se ve que el àngulo que es 
complementario de 9 = 74.23° es 


90° - 0 = 90° - 74.23° = 15.77°. 

b) Como dos àngulos son suplementarios si suman n t radianes, se ve que el àngulo que 
es suplementario de <f> = tt/3 radianes es 

7T 37T 7T 2 TT _ 

77 <p — tt - =-= —radianes. = 

3 3 3 3 


■ Longitud de arco Un àngulo 0 con su vèrtice en el centro de un cfrculo de radio r se llama 
àngulo centrai. La región dentro del cfrculo contenida en el àngulo centrai 0 se llama sector. 
Como se ve en la FIGURA 8.1.10, la longitud del arco del cfrculo abarcado (subtendido, o cortado) 
por el àngulo 9 se representa con ,v. Cuando se mide en radianes, el àngulo centrai 6 corres- 
ponde a 9/2tt de una rotación completa. Por consiguiente, el arco abarcado por 6 es 6/2tt de 
la circunferencia del cfrculo. Asf, la longitud s del arco es 

6 , 

s = —(2Trr) = rO, 

2tt 



FIGURA 8.1.10 Longitud de arco s, 
determinada por un àngulo centrai 6 


siempre que 6 se exprese en radianes. Este resultado se résumé corno sigue: 


Teorema 8.1.1 Fòrmula de la longitud del arco 

Un àngulo centrai de 0 radianes en un cfrculo de radio r abarca un arco de longitud 

s = r0. (7) 


Mediante la ecuación (7) se puede expresar la medida 0 en radianes de un àngulo centrai, 
en un cfrculo, en función de la longitud del arco abarcado s y del radio r del cfrculo: 

9 (en radianes) = —. 


EJEMPLO 6 


Càlculo de la longitud del arco 


Calcular la longitud del arco abarcado por un àngulo centrai de: a) 2 radianes en un cfrculo 
de 6 pulgadas de radio, b ) 30° en un cfrculo de 12 pies de radio. 


Solución 

a) De acuerdo con la fòrmula (7) de la longitud del arco, con 6 = 2 radianes, y r = 6 
pulgadas, s = r6 = 2 • 6 = 12. Entonces, la longitud del arco es de 12 pulgadas. 

b) Primero se debe expresar 30° en radianes. Recordamos que 30° = 77/6 radianes. 

Entonces, de la fòrmula (7) de la longitud del arco, s = rO = ( 12 )(77/6) = 2tt. Entonces, 
la longitud del arco es 2tt ~ 6.28 pies. = 


Con frecuencia, los alumnos apli- 
can la fòrmula de la longitud del 
arco en forma incorrecta, porque 
usan grados. Recuerde que s = rO 
sólo es vàlida si 6 se expresa en 
radianes. 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-20. 


En los problemas 1 a 16, trace el àngulo indicado en la posi- 
ción normal. Tenga en cuenta que cuando no hay simbolo de 
grados (°) en una medida angular, quiere decir que el àngulo 
està expresado en radianes. 

23. 30.81° 

24. 110.5° 

1. 60° 

En los problemas 25 a 32, convierta los grados en radianes. 

2. -120° 

25. 10° 

3. 135° 

26. 15° 

o 

o 

27. 45° 

5. 1 140° 

28. 215° 

6. -315° 

29. 270° 

7. -240° 

30. -120° 

8. -210° 

31. -230° 

77 

9. y 

32. 540° 

577 

10 T 

En los problemas 33 a 40, convierta los radianes en grados. 

777 

11 ~6 

2ir 

33. - 

9 

277 

12. - T 

1 177 

34 ' 6 

277 

77 

13 ' “6 

35. T 

14. —3t t 

577 

36 ‘ ~Ì2 

15. 3 

577 

16. 4 

37 - T 

En los problemas 17 a 20, exprese el àngulo dado en notación 
decimai. 

38. Itt 

39. 3.1 

17. 10°39'17" 

40. 12 

18. 143°7'2" 

En los problemas 41 a 44, calcule el àngulo coterminal de 

19. 5°10' 

cada àngulo indicado a) entre 0° y 360°, y b ) entre —360° 

20. 10°25' 

y 0°. 

41. 875° 

En los problemas 21 a 24, exprese el àngulo dado en términos 
de grados, minutos y segundos. 

42. 400° 

21. 210.78° 

43. -610° 

22. 15.45° 

O 

O 

in 

T 
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45. Encuentre el àngulo entre —360° y 0° que es coterminal 
con el àngulo del problema 4L 

46. Encuentre el àngulo entre —360° y 0° que es coterminal 
con el àngulo del problema 43. 


En los problemas 47 a 52, calcule el àngulo coterminal de 
cada àngulo indicado a) entre 0 y 2tt radianes, y b) entre -Itt 
y 0 radianes. 

9tt 

47 ' ~ 

17tt 


49. 5.3t r 
9tt 

5°. ~ — 

51. -4 

52. 7.5 

53. Encuentre el àngulo entre —2tt y 0 radianes que es coter¬ 
minal con el àngulo del problema 47. 

54. Encuentre el àngulo entre — 277 y 0 radianes que es coter¬ 
minal con el àngulo del problema 49. 


En los problemas 55 a 62, calcule un àngulo que sea a) com- 
plementario y b ) suplementario del àngulo indicado, o diga 
por qué no puede calcularse ese àngulo. 


55. 48.25° 

56. 93° 

57. 98.4° 


58. 63.08° 


59. 


77 

4 


60. 


77 

6 


61. 


277 

3 


62. 


577 

~ 6 ~ 


63. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del àngulo 
formado por a) tres quintas partes de una rotación en sen- 
tido contrario al de las manecillas del reloj, y b) cinco y 
un octavo rotaciones en el sentido de las manecillas del 
reloj. 

64. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del àngulo 
obtuso formado por las manecillas de un reloj a) a las 8:00, 
b) a la 1:00 y c) a las 7:30. 


65. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del àngulo 
que recorre la manecilla de las horas de un reloj en 2 
horas. 

66. Conteste la pregunta del problema 65 del minuterò. 

67. La Tierra gira sobre su eje una vez cada 24 horas. ^Guanto 
tarda en girar un àngulo de a) 240° y b) tt! 6 radianes? 

68 . El pianeta Mercurio completa una rotación sobre su eje 
cada 59 dfas. /,Qué àngulo (medido en grados) gira en a) 
1 dia terrestre, b ) 1 hora y c) 1 minuto? 



Pianeta Mercurio del problema 68 


69. Calcule la longitud del arco abarcada por un àngulo centrai 
de 3 radianes, en un cfrculo de a) radio 3 y b) radio 5. 

70. Calcule la longitud del arco abarcado por un àngulo centrai 
de 30° en un cfrculo de a) radio 2 y b) radio 4. 

71. Calcule el àngulo centrai 9 en un cfrculo de radio 5, si 9 
subtiende un arco de longitud de 7.5. Exprese 9 en a ) radia¬ 
nes y b ) grados. 

72. Calcule el àngulo centrai 9 en un cfrculo de radio 1 si 0 
subtiende un arco de tt/ 3 de longitud. Exprese 6 en a) 
radianes y b ) grados. 

73. Demuestre que el àrea A de un sector formado por un 
àngulo centrai de 9 radianes en un cfrculo de radio r es 
A = kr 2 9. [Pista: use la propiedad geomètrica de propor- 
cionalidad: la relación del àrea A de un sector circular entre 
el àrea total 77r 2 del cfrculo es igual a la relación del àngulo 
centrai 9 entre el àngulo de una revolución completa, 
27t]. 

74. ( Cuài es el àrea de la banda circular roja de la FIGURA 8.1.11 . 
si 9 se expresa a) en radianes y b ) en grados? [Pista: use 
el resultado del problema 73]. 



FIGURA 8.1.11 Banda circular del 
problema 74 
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75. Velocidad angulary lineai Sidividimos(7)poreltiempo 
t, obtenemos la relación v = rat, donde v = s/t se llama 
velocidad lineai de un punto en la circunferencia de un 
cuculo y co = 6/t se llama velocidad angular del punto. 
Un satélite de telecomunicaciones se coloca en una òrbita 
geosincrónica circular a 37 786 km por encima de la super¬ 
ficie de la Tierra. E1 tiempo que tarda el satélite en realizar 
una revolución completa alrededor de la Tierra es de 23 
horas, 56 minutos, 4 segundos y el radio de la Tierra es de 
6 378 km. Vea la FIGURA 8.1.12. 

a) ^Cuàl es la velocidad angular del satélite en rad/s? 

b ) (i Cuàl es la velocidad lineai del satélite en km/s? 



FIGURA 8.1.12 Satélite del problema 75 

76. Péndulo de reloj Un péndulo de reloj tiene 1.3 m de 
longitud, y oscila describiendo un arco de 15 cm. Calcule 
a) el àngulo centrai y b) el àrea del sector que barre el pén¬ 
dulo en una oscilación. [ Pista: para contestar el inciso b), 
use el resultado del problema 61]. 

= Aplicaciones diversas 

77. Navegación maritima Una milla nàutica, omilla marina, 
se define corno la longitud del arco abarcado, en la super¬ 
ficie de la Tierra, por un àngulo centrai que mide 1 minuto. 
Si el diàmetro de la Tierra es de 7 927 millas terrestres, 
calcule cuàntas millas terrestres hay en una milla nàu¬ 
tica. 

78. Circunferencia de la Tierra Alrededor de 230 a.C., 

Eratóstenes calculó la circunferencia de la Tierra con las 
siguientes observaciones. A mediodfa del dia màs largo 
del ano, el Sol estaba directamente arriba de Siene (ahora 
Aswan), mientras que estaba inclinado 7.2° de la vertical 
en Alejandna. Creta que las dos ciudades estaban en el 
mismo meridiano, y supuso que los rayos del Sol son para- 
lelos. Asf, llegó a la conclusión que el arco de Siene a 
Alejandna era subtendido por un àngulo centrai de 7.2°. 
Vea la FIGURA 8.1.13. En esos dfas, la distancia medida de 
Siene a Alejandna era de 5 000 estadios. Si un estadio 
equivale a 559 pies, calcule la circunferencia de la Tierra 
en a) estadios y b) millas. Demuestre que los datos de 
Eratóstenes llegan a un resultado dentro de 7% del valor 
corredo, si el diàmetro de la Tiena, con aproximación de 
cientos de millas, es de 7 900 millas. 



FIGURA 8.1.13 La Tierra del problema 78 


79. Movimiento circular de un yoyo Un yoyo se hace girar 
en torno a un circulo en el extremo de su cordón de 100 
cm. a) Si hace 6 revoluciones en 4 segundos, calcule su 
rapidez de giro (es la magnitud de su velocidad angular), 
en radianes por segundo. b) Calcule la rapidez lineai (es 
la magnitud de su velocidad lineai) a la que viaja el 
yoyo, en centfmetros por segundo. 



Yoyo de los problemas 79 y 80 

80. Mas yoyos Si hay un nudo en el cordón del yoyo del 
problema 68, a 40 cm del yoyo, calcule a) la rapidez angu¬ 
lar del nudo y b ) la rapidez lineai. 

81. Movimiento circular de un neumatico Si un automóvil 
con neumàticos de 26 pulgadas de diàmetro viaja a 55 
millas por hora, calcule a) la cantidad de revoluciones por 
minuto de sus neumàticos y b) la rapidez angular de los 
neumàticos, en radianes por minuto. 

82. Diametro de la Luna La distancia promedio de la Tierra 
a la Luna segun NASA es de 238 855 millas. Si el àngulo 
subtendido por la Luna a los ojos de un observador en la 
Tierra es de 0.52°, ^cuànto mide aproximadamente el dià¬ 
metro de la Luna? La FIGURA 8.1.14 no es a escala. 



238 855 mi 

A 

---- 

I 



——— " Observador 


en la Tierra 

Luna 


FIGURA 8.1.14 El arco rojo representa el diàmetro aproximado 
de la Luna 
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| 8.2 Trigonometria del triàngulo rectàngulo 


■ Introducción La palabra trigonometrìa (del griego trigonon, triàngulo, y metrici, medición) 
se refiere a la medición de triàngulos. En la sección 4.2 se definieron las funciones trigono- 
métricas mediante coordenadas de puntos en el circulo unitario, y por medio de radianes se 
pudieron definir las funciones trigonométricas de cualquier àngulo. En està sección demos- 
traremos que las funciones trigonométricas de un àngulo agudo de un triàngulo rectàngulo 
tienen una definición equivalente en función de las longitudes de los lados del triàngulo. 

■ Terminologia En la FIGURA 8.2.1 se ha trazado un triàngulo rectàngulo, y sus lados se 
identifican con a,by c (que indican sus longitudes respectivas), y uno de los àngulos agudos 
representado por 9. Por el teorema de Pitàgoras, a 2 + b 1 = c 2 . El lado opuesto al àngulo 
recto se llama hipotenusa; los otros lados son los catetos del triàngulo. Los catetos indicados 
con a y b son, respectivamente, el cateto adyacente al àngulo 0 y el cateto opuesto al àngulo 
0. También usaremos las abreviaturas hip, ady y op para representar las longitudes de esos 
lados. 


Definición 8.2.1 Funciones trigonométricas 

Las funciones trigonométricas de un àngulo agudo 9 en un triàngulo rectàngulo son 


sen 9 

= op 

cos 9 

ady 

hip 

hip 

tanè? 

= op 

cot 9 

ady 


ady 


op 

sec 9 

hip 

esc 9 

hip 

ady 

op 


■ Dominios El dominio de cada una de estas funciones trigonométricas es el conjunto de 
todos los àngulos agudos. En la sección 8.4 extenderemos estos dominios para incluir otros 
àngulos, aparte de los agudos. Luego, en el capitulo 9, veremos còrno se definen las funcio¬ 
nes trigonométricas con dominios formados por ntimeros reales, en lugar de àngulos. 

Los valores de las funciones trigonométricas dependen sólo del tamano del àngulo 0, y 
no del tamano del triàngulo rectàngulo. Para entender esto, considere los dos triàngulos rec- 
tàngulos que se muestran en la FIGURA 8.2.2. Como los triàngulos rectàngulos tienen el mismo 
àngulo agudo 9 son semejantes y, por tanto, las razones de los àngulos correspondientes son 
iguales. Por ejemplo, por el triàngulo rojo de la figura 8.2.2a) tenemos 


op b 

sen 9 = - = —, op = cateto opuesto, hip = hipotenusa 

hip c 

mientras que en el triàngulo azul màs pequeno de la figura 8.2.2 b) tenemos 

op b' 

sen 9 = —— = -,. 
hip c 

Sin embargo, corno el triàngulo rojo es semejante al triàngulo azul, debemos tener que 

V_ b 
c' c ' 


En otras palabras, obtenemos el mismo valor de sen 9 independientemente del triàngulo 
rectàngulo que utilicemos para calcularlo. Se puede decir lo mismo de las restantes cinco 
funciones trigonométricas. 



ady 


FIGURA 8.2.1 Definición de las fun¬ 
ciones trigonométricas de 6 



a' 


b) 

FIGURA 8.2.2 Triàngulos semejantes 
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EJEMPLO 1 



FI G U RA 8.2.3 Triàngulo rectàngulo 
del ejemplo 1 


Valores de las funciones trigonométricas 

Determinar los valores exactos de las seis funciones trigonométricas del àngulo d del 
triàngulo rectàngulo de la FIGURA 8.2.3. 

Solución En la figura 8.2.3 se ve que el cateto opuesto a d tiene 8 de longitud, y que el 
cateto adyacente tiene 15 de longitud. De acuerdo con el teorema de Pitàgoras, la longitud 
de la hipotenusa es 

c 2 = 8 2 + 15 2 = 289 y asf c = V289 = 17. 

Entonces, de acuerdo con (1), los valores de las seis funciones trigonométricas son: 


send 

tand 

secd 


op _ 8 
hip ~~ 17’ 
op _ 8 
ady 15’ 
hip 17 
ady 15’ 


cosd = 


cotd = 


cscd = 


ady 

hip 

ady 

op 

hip 

op 


15 

17’ 
15 
8 ’ 
17 
8 ' 


■ Identidades por cociente y reciprocas Existen muchas relaciones importantes entre las 
funciones trigonométricas. Las bàsicas se presentan a continuación y se denominan identi¬ 
dades fundamentales. debe memorizarlas. 


Identidades por cociente: 

sen d 

tand =-, 

cosd 

Identidades reciprocas: 

1 


cotd = 


cosd 
sen d 


secd = 


cos d 


cscd = 


sen d 


cotd = 


tand 


( 2 ) 

(3) 


Las identidades (2) y (3) se obtienen de la definición 8.2.1. Por ejemplo, la primera de las 
identidades por cociente se comprueba corno sigue: 


sen d op /hip 

cos d ady/hip 


-= tand. 

ady 


Las demàs pueden comprobarse del mismo modo. Con estas identidades podemos obtener 
los valores de las seis funciones trigonométricas una vez que conocemos los valores de sen 
d y cos 0. 


EJEMPLO 2 


Usar (2) y (3) 


Dado que sen d = f y cos d = f, encuentre los valores de las restantes cuatro funciones 


trigonométricas. 

Solución Con base en las identidades fundamentales, tenemos 


tand 

secd 

cscd 

cotd 


sen d 5 41 

= T = r <— de (2) 

cos d | 3 J 

11 5 ' 

cosd | 3 

1 1 5 


1 _ J_ _ 3 

tand \ 4 

3 
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Aunque usamos la identidad reciproca de (3) para calcular cot tì, también podrfamos haber 
usado la identidad por cociente de (2) para calcular cot tì. = 


EJEMPLO 3 


Usar un triàngulo rectàngulo 


Dado que cos 0 = \y tan tì = 2V2, calcule sen tì. 

Solución Para obtener sen tì, multiplicamos la primera identidad de (2) por cos 0: 

1 ^ 2V2 

sentì = costìtantì = — • 2v2 =-. 

3 3 


E1 siguiente ejemplo ilustra que si conocemos el valor de sólo una función trigonomètrica 
de un àngulo agudo, podemos obtener los valores de las otras cinco funciones si dibujamos 
el triàngulo apropiado. 


EJEMPLO 4 


Uso del triàngulo 


Si tì es un àngulo agudo y sentì = 2 , 
nométricas de tì. 


determinar los valores de las demàs funciones trigo- 


Solución Se traza un esquema de un triàngulo rectàngulo con un àngulo agudo 0 que 
satisfaga sentì = |, haciendo que op = 2 e hip = 7, corno se ve en la FIGURA 8.2.4. Segun 
el teorema de Pitàgoras, 


2 2 + (ady) 2 = 7 2 y entonces (ady) 2 = 7 2 — 2 2 = 45. 


Por tanto, 


ady = V45 = 3\/5. 


Los valores de las cinco funciones trigonométricas restantes se obtienen con las definicio- 
nes de (1): 


„ ady 

3V5 


sectì = 

hip 

7 

costì =-= 

hip 

7 ’ 


ady 

3à/5 

op 

tantì =-= 

2 

2V5 

cottì = 

ady 

3V5 

ady 

3V5 

15 ’ 

csctì = 

hip 7 

op 2' 

op 

2 


7V5 

15 


■ Cofunciones El uso de la terminologia seno y coseno, tangente y cotagente, y secante y 
cosecante es resultado de la siguiente observación. Como se muestra en la FIGURA 8.2.5, si los 
dos àngulos agudos de un triàngulo rectàngulo ABC se denominan a y [3 y « es la longitud 
del lado opuesto a a, tì es la longitud del lado opuesto a /3, y c es la longitud del lado opuesto 
al àngulo recto, entonces, por la definición 8.2.1, 

a 

sena = — = cos fi, cosa 
c 

a 

tana = — = cot/3, cot a 
tì 


seca = — = esc [3, esca 
tì 

Debido a que la suma de los àngulos de todo triàngulo es 180° (o 7 r radianes), los àngulos 
agudos a y jS de un triàngulo rectàngulo son complementarios. Por tanto, el coseno de un 
àngulo agudo es igual al seno del àngulo complementario, la cotangente de un àngulo agudo 


= — = sen 6, 
c 

b 

= — = tanfi 
a 

c 

= — = seco. 
a 



ady 


FIGURA 8.2.4 Triàngulo rectàngulo 
del ejemplo 4 


B 



A b C 


FIGURA 8.2.5 Àngulos agudos a y fi 
de un triàngulo rectàngulo 
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es igual a la tangente del àngulo complementario, la cosecante de un àngulo agudo es igual 
a la secante del àngulo complementario, y viceversa. Por està razón decimos que seno y 
coseno, tangente y cotangente y secante y cosecante son cofunciones una de otra. Podemos 
resumir està exposición en una sola oración: 

Las cofunciones de àngulos complementarios son iguales. (4) 


■ Identidades de cofunción Si a y (3 son los àngulos agudos del triàngulo de la figura 
8.2.5, entonces 


7T 

“ + ' 3_ 2 


77 

“ - 2 “ 


Debido a que cos [3 = sen a, obtenemos 


cos/3 = sen( — — (3 ). 


Està ultima expresión es una de las seis identidades por cofunción. 


Identidades de cofunción: 


cos fi = sen( —— 9 


senti = cosi — — 9 


cot 9 = tan( —— 6 


tanfi = coti --9 


esc 9 = sec- 9 

2 


sec 9 = csc( —— 9 


( 5 ) 


o, lo que es lo mismo. 


cos fi = sen(90° — 9) 
senfi = cos(90° — 9) 


cot 9 = tan(90° — 9) 
tanfi = cot (90° — 6) 


esc 9 = sec(90° - 9) 
sec 9 = csc(90° — 9). 


( 6 ) 


En (5) y (6) se sobreentiende que 0 se mide en radianes y grados, respectivamente. 


EJEMPLO 5 


Usar (5) y (6) 


Por (5): 


àngulos complementarios 

i j. 

77 f 7T 77 \ 77 

a) cot — = tan -= tan — 

6 \ 2 6 J 3 

77 / 77 77 \ 77 

b) cos— = sen-= sen—. 

4 \2 4/ 4 

Por (6): 

c) esc 27° = sec(90 — 21°) sec 63° 

d) cot 15° = tan(90° - 15°) = tan 75°. = 

■ Identidades pitagóricas Si sólo conocemos el valor de una función trigonomètrica de 
un àngulo agudo, podemos calcular los valores de las otras cinco funciones sin utilizar las 
relaciones de (1). Debido a que el triàngulo de la figura 8.2.1 es un triàngulo rectàngulo, el 
teorema de Pitàgoras relaciona las longitudes de los lados del triàngulo mediante 

a 2 + b 2 = c 2 . 
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(7) 


0 'ì 9 i 9 9 

Si dividimos este ùltimo resultado por c , obtenemos ale + Irle = 1 o 



Asimismo, si dividimos a~ + b = c por a y b , obtenemos, a su vez, 



( 8 ) 

0 ) 


E1 uso de la definición apropiada de (1) en los resultados de (7), (8) y (9) produce otro con- 
junto de identidades importantes. 

Identidades pitagóricas: 


sen 2 0 + cos 2 9 = 1 (10) 

1 + tan 2 9 = sec 2 6 (11) 

cot 2 6 + 1 = esc 2 6. (12) 


En las fórmulas (10), (11) y (12), el cuadrado de las funciones trigonométricas se escribe 
(sen 6) 2 = sen 2 9, (cos 6) 2 = cos 2 9, (tan 9) 2 = tan 2 9, etcétera. 


EJEMPLO 6 


Si 9 es un àngulo agudo y tan 9 = V5, calcule el valor de cos 9. 

Solución Hay varias formas de resolver este problema. Una de ellas es usar la identidad 
pitagòrica (11): 


sec 2 0 = tan 2 0 + 1 = (V5) 2 + 1 = 5 + 1 = 6 

y, por tanto, sec 9 = Vó . Debido a que sec 9 = l/cos 9, tenemos que cos 9 = 1/sec 9. Por 
tanto, cos 9 = l/Vó = Vó /6. = 


Notas del aula 

Como veremos en la sección 9.4, todas las identidades presentadas en està sección son 
vàlidas con cualquier àngulo 9 (y no sólo con àngulos agudos). 



rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-21. 


En los problemas 1 a 10 determine los valores de las seis fun¬ 
ciones trigonométricas del àngulo 9 del triàngulo. 



3 FIGURA 8.2.6 Triàngulo del problema 1 del problema 2 


8.2 Trigonometria del triàngulo rectàngulo 
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3. 


10 . 



FIGURA 8.2.8 Triàngulo del 
problema 3 



FIGURA 8.2.9 Triàngulo del 
problema 4 


5. 

5/ 




L 


FIGURA 8.2.10 Triàngulo del 
problema 5 



FIGURA 8.2.11 Triàngulo del 
problema 6 



FIGURA 8.2.12 Triàngulo del 
problema 7 



FIGURA 8.2.13 Triàngulo 
del problema 8 



FIGURA 8.2.14 Triàngulo el 
problema 9 



FIGURA 8.2.15 Triàngulo del problema 10 

En los problemas Ila 20, use las identidades presentadas en 
està sección para obtener los valores de las cuatro funciones 
trigonométricas restantes del àngulo agudo tì. 

2 . 3 


11. sentì = 

12 . sentì = 


Vl3’ 

1 

vTo’ 


costì = 

costì = 


13. sentì = —, costì = 

7 7 


Vl3 
3 

vTo 

3V5 


14. sentì 

15. sentì 

16. costì 


5 1 

, costì = 


V26 
1 


V26 


——, tantì = — 

V65 8 

5 5 

-,— , cottì = - 

V29 2 


17. csctì = —, sectì = — 
3 4 


18. sentì 


1 


V50 


:, COttì = 7 


2V2 


1 3 

19. costì = —, csctì = 

3 

1 

20 . sentì = ——, cottì = 7 

V5Ò 


En los problemas 21 a 28, dibuje el triàngulo apropiado para 
obtener el valor de las funciones trigonométricas restantes. 


12 
13 
2 

V5 

2 

V3 

24. csctì = VTO 


21 . sentì 

22 . costì 

23. sec tì 


25. tantì 

26. cottì 

27. sectì = — 
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28. tan 0 = 3 

29. Si cos 75° = |(Vó — V2), obtenga el valor exacto de 
sen 15°. 

30. Si cos 75° = j(V6 — V2), obtenga el valor exacto de 
sec 75°. 

31 . Si tan (77/8) = V2 — 1, obtenga el valor exacto de 
cot (37 t/ 8). 

32. Si tan (7r/8) = V2 — 1, obtenga el valor exacto de 
tan (37 t/ 8). 

En los problemas 33 a 46, use las identidades de està sección 
para obtener el valor exacto de la expresión trigonomètrica 
dada. No use calculadora. 

- 77 ry 77 

33. 3 sen 2 -b 3 cos 2 — 

12 12 

34. sen 2 35° + sen 2 55° 

35. 1 + cos 2 18° + sen 2 18° 

36. 1 + tan 2 33° - sec 2 33° 

-77 - 77 

37. tan-sec - — 

8 8 

38. —4 csc 2 13° + 4 cot 2 13° 

sen 10° sen 10° 

39. _ 

sen 80° cos 10° 


40. 

sec 20 ° - 

- esc 70° 


41. 

5 cot 41° 

cot 49° 


42. 

5 cos 11 ° 

sec 11 ° 


43. 

sen 28° cot 28° esc 62° 


77 

77 

77 

44. 

10 sen — 
3 

cot—sec 
3 

y 

45. 

sen 10 °cos 80° + 

cos 10 °sen 80' 

46. 

tan 30°cot 60° — sec 30°csc 30° 


En los problemas 47 a 54, dado que cos 30° = V3/2, use las 
identidades de està sección para obtener el valor exacto de la 
función trigonomètrica presentada. No use calculadora. 

47. sen 30° 

48. cos 60° 

49. tan 60° 

50. cot 30° 

51. sec 30° 

52. esc 30° 

53. cos 30° tan 30° 

54. tan 30° + cot 60° 


| 8.3 Funcionestrigonométricas de àngulos especiales 


■ Introducción Los àngulos de 30° (tt/ 6 radianes), 45° ( 77/4 radianes) y 60° ( 77/3 radianes) 
se consideran especiales porque se presentan muy a menudo en el estudio de trigonometria 
y su uso en càlculo. Por tanto, es muy conveniente que aprenda los valores exactos del seno y 
coseno de cada uno de estos àngulos. En la siguiente explicación obtenemos estos valores 
por medio de algunos resultados de la geometria euclidiana. 

■ Valores de sen 45° y cos 45° Para obtener los valores de las funciones seno y coseno 
de un àngulo de 45°, consideramos el triàngulo rectàngulo isósceles con dos lados iguales de 
longitud 1 que se ilustra en la FIGURA 8.3.1. Por la geometria euclidiana sabemos que los 
àngulos agudos de este triàngulo son iguales; por tanto, cada àngulo agudo mide 45°. Para 
obtener la longitud de la hipotenusa, aplicamos el teorema de Pitàgoras: 

(hip) 2 = (l) 2 4- (1 ) 2 = 2 da por resultado hip = V2. 

FIGURA 8.3.1 Triàngulo rectàngulo 
isósceles 

( 1 ) 


( 2 ) 


Por consiguiente, por (1) de la sección 8.2 obtenemos 

op 1 V2 


sen 45° = 


cos45° = 


hip V2 2 

ady _ 1 _ V2 

hip V2 2 
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■ Valores de sen 30° y cos 30° Para obtener los valores de las funciones trigonométricas 
de los àngulos de 30° y 60°, consideramos el triàngulo equilàtero AOB con lados de longitud 
2 que se ilustra en la FIGURA 8.3.2a). Por la geometria euclidiana sabemos que los tres àngulos 
de un triàngulo equilàtero miden cada uno 60°. Como se muestra en la FIGURA 8.3.2 b), si divi- 
dimos en dos el àngulo en O, entonces CO es la bisectriz perpendicular de AB. Se desprende 
que 


CAOC = \CAOB = |(60°) = 30°, 

AC = \AB = \{2) = 1 y CACO = 90°. 




FIGURA 8.3.2 Triàngulo equilàtero en a); dos triàngulos rectàngulos congruentes en b) 


Si aplicamos el teorema de Pitàgoras al triàngulo rectàngulo rojo ACO de la figura 8.3.2/?), 
obtenemos (CO) 2 + l 2 = 2 2 . Despejamos CO y obtenemos CO = V3. Por tanto, del triàngulo 
rectàngulo ACO y (1) de la sección 8.2, obtenemos los siguientes valores: 


sen 30° 

cos 30° 


op 

hip 

ady 

hip 


1 

2 

V3 
2 ' 


( 3 ) 

( 4 ) 


■ Valores de sen 60° y cos 60° Ahora usamos el àngulo de 60° del triàngulo rectàngulo 
rojo ACO de la figura 8.3.2 b) e identificamos op = V3, ady = 1 e hip = 2. 

Por tanto, 


sen 60° 

cos 60° 


op _ V3 
hip 2 
ady 1 
hip 2 


( 5 ) 

( 6 ) 


■ Cofunciones No tuvimos que usar un triàngulo rectàngulo para obtener los valores en 
(5) y (6). Recuerde que en la sección 8.2 demostramos que las cofunciones de àngulos com- 
plementarios son iguales. Asf, (5) y (6) se desprenden de inmediato de los resultados de (3) 

Y (4): 


sen 60° = cos 30° 
cos 60° = sen 30° 


V3 

2 

I 

2' 
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EJEMPLO 1 


Valores de las otras funciones trigonométricas 

Obtenga los valores de tan (77-/6), cot (77/6), sec (77/6) y esc (77/6). 

Solución E1 àngulo de 30° es equivalente a 77/6 radianes. Usando las identidades por 
cociente y reciproca de la sección 8.2 junto con los resultados de (3) y (4), obtenemos 


77 

tan — 

6 

77 

cot — 

6 

77 


sec 


6 


77 


CSC 


6 


sen(77/6) 

1/2 

1 

V3 

COS(77/6) 

V3/2 

V3 

3 

1 

1 

= V3 

2 


tan(77/6) 

1 

1/V3 

1 

2V3 

COS(77/6) 

V3/2 

V3 

3 


sen(77/6) 1/2 


Dejaremos que usted mismo obtenga los valores de tan 0, cot 0, sec 0 y esc 0 de 0 = tt/4- 
y 0 = 77/3 corno ejercicio. Véanse los problemas 1 y 2 de los ejercicios 8.3. 

La tabla 8.3.1 résumé los valores de las funciones seno, coseno y tangente que acabamos 
de determinar para los àngulos especiales de 30°, 45° y 60°. Como mencionamos en la intro- 
ducción a està sección, estos valores de funciones se usan con tanta frecuencia que creemos 
que debe memorizarlos. Conocer estos valores y las identidades fundamentales que estudia- 
mos antes le permitirà determinar cualquiera de las funciones trigonométricas de estos àngu¬ 
los especiales. 


TABLA 8.3.1 


0 

0 




(grados) 

(radianes) 

send 

cos 0 

tan 0 


77 

1 

V3 

V3 

30° 

— 

— 




6 

2 

2 

3 


77 

V2 

V2 



4 

2 

2 



77 

V3 

1 


60° 




V3 


3 

2 

2 



EJEMPLO 2 


Obtención de los valores exactos 


Obtenga el valor exacto de la expresión trigonomètrica dada. 


a) sen 2 


cos- 


b ) cos30°tan60° c) 2 + 4sen- 


4 3 3 

Solución En cada caso usaremos la información de la tabla 8.3.1. 


6cos 


a) sen 2 


77 

cos— = 

3 


V2 X2 

2 


1 


= 0 


V3 /- 3 

b ) cos 30° tan 60° =-V3 = — 

2 2 

77 77 V3 V3 r- 

c ) 2 + 4sen-6cos — = 2 + 4-6-= 2 + 2 v3 — 3 V3 = 2 — v3 

3 6 2 2 
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■ Uso de calculadora Se pueden obtener aproximaciones de los valores de las funciones 
trigonométricas con una calculadora cientffica. Sin embargo, antes de usar una calculadora 
para obtener valores de funciones trigonométricas de àngulos medidos en radianes, es nece- 
sario seleccionar el modo de radianes de la calculadora. Si los àngulos se miden en grados, 
entonces hay que seleccionar el modo de grados antes de realizar los càlculos. Ademàs, si los 
àngulos se dan en grados, minutos y segundos, antes deben convertirse a decimales. Las 
calculadoras cientificas tienen teclas con las leyendas sin, cos y tan para calcular los valores 
de estas funciones. Para obtener los valores de |esc| . |sec| o |cot| . se usan las te¬ 
clas 1 sin 1 . |cos| y |tan| con la teda de reciproco 11 /x| . El siguiente ejemplo ilustra el proceso. 


EJEMPLO 3 


Usar una calculadora 


Use una calculadora para aproximar cada uno de lo siguiente: 


a) sen 45° 

b) cos 8°15' 

c) sec 0.23 

77 

d) coi — 


Solución a) En primer lugar, debemos asegurarnos de que la calculadora esté funcio- 
nando en modo de grados. A continuación, introducimos 45 y usamos la teda |sin| para 
obtener 


sen 45° « 0.7071068, 

que es una aproximación con siete decimales del valor exacto V2/2 dado en (1). 

b) Puesto que el àngulo està dado en grados y minutos, primero es necesario convertirlo 
a forma decimai: 8°15' = 8° + (gg)° = 8.25°. Ahora, con la calculadora en modo de gra¬ 
dos, introducimos 8.25 y usamos la teda | cos | para obtener 

cos 8°15' = cos 8.25° « 0.9896514 

c) Como no se indican los grados, reconocemos que este àngulo està medido en radianes. 
Para evaluar sec 0.23, usaremos la identidad fundamental sec 9 = l/cos 9. Con la calcu¬ 
ladora en modo de radianes, introducimos 0.23, usamos la teda |cos | y luego oprimimos la 
teda |l/x| para sacar el reciproco del resultado. Asi, tenemos 

1 

sec 0.23 =-« 1.0270458. 

cos 0.23 

d) Observamos que este àngulo està medido en radianes y configuramos la calculadora 
en consecuencia. Primero introducimos 77, dividimos por 7, usamos la teda Itanl y luego 
la teda |l /x | para obtener 

77 1 

cot- =-« 2.0765214. = 

7 TT 
tan — 

7 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-21. 


En los problemas 1 y 2, use los resultados de està sección 

para obtener los valores de tan 9, cot 9, sec 9 y esc 9 del 

àngulo dado. 2. 77/3 
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En los problemas 3 a 22, obtenga el valor exacto de la expre- 
sión trigonomètrica dada. No use la calculadora. 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 


COS" 


tan' 


3 

,77 


sec 45° esc 45° 
sen 60°cos30° 

77 77 

sen— cot — 

4 4 

77 77 

6 sec — esc — 

3 6 

9sec 45°csc45° 
tan 60° cot 30° 

77 77 77 77 

sen — cos- V cos — sen — 

3 4 3 4 

77 77 77 77 

cos — cos-sen — sen — 

3 6 3 6 

6 tan 30° + 7 tan 60° 


3 sen 


5 cos- 


4 4 

tan 45° — cot 45° 

r\ 77 -y 77 

sec"-b 4csc — 

4 3 

8 sen ( 77 / 4 ) 

sec ( 77 / 3 ) 

2 — V2sen(77/4) 
COS(77/4) 


19. sen 2 30° + cos 2 45° 

20 . 2 + cot 2 30° - 10 esc 2 30° 

tan(77/4) — tan(77/6) 

21 . - 

1 + tan(77/4)tan(77/6) 

tan(77/3) + tan(77/4) 

1 — tan(77/3)tan(77/4) 

En los problemas 23 a 32, use una calculadora para obtener 
los valores aproximados de las seis funciones trigonométricas 
del àngulo dado. Redondee su respuesta a cuatro posiciones 
decimales. 

23. 17° 

24. 82° 

25. 14.3° 

26. 34.75° 

27. 71°30'15" 

28. 46° 15'8" 

77 

29. y 

77 

30 - w 

31. 0.6725 

32. 1.24 


= Para la discusión 

33. Sin usar la calculadora, obtenga el valor exacto del pro- 
ducto 


77 277 377 

tan-tan-tan-■ ■ ■ tan 


180 180 180 


8977 
180 ' 


| 8.4 Funciones trigonométricas de àngulos generales 


■ Introducción Hasta el momento sólo hemos definido las funciones trigonométricas de 
los àngulos agudos. Sin embargo, muchas aplicaciones de trigonometria incluyen àngulos 
que no son agudos. En consecuencia, es necesario ampliar la definición de las seis funciones 
trigonométricas en (1) de la sección 8.2 a todos los àngulos generales. Como es naturai, 
necesitamos que la definición ampliada coincida con la definición anterior siempre que el 
àngulo sea agudo. Para lograrlo, procedemos de la siguiente manera. 

Sea 6 un àngulo agudo en posición estàndar y seleccionemos el punto P(x, y) en el lado 
terminal de 6. Si r = d(0, P ) = Vx 2 + y 2 , en la FIGURA 8.4.1 vemos que x,yyr representan 
la longitud de los lados de un triàngulo rectàngulo. Como y = op, x = ady y r = hip, por la 
definición 8.2.1 tenemos que 



sen# = -, cos 6 = —, 
r r 


y tanti = —. 

x 


( 1 ) 
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Los àngulos son multiplos impares 
de ir 12. 


Las expresiones de (1) nos proporcionan un modelo en el que basaremos nuestra defini- 
ción ampliada para cualquier àngulo 9 en posición estàndar, corno los que se ilustran en la 

FIGURA 8.4.2. 





FIGURA 8.4.2 Àngulos que no son agudos 


Ahora tenemos la siguiente definición de las funciones trigonométricas de un àngulo en 
generai. 


Definición 8.4.1 Funciones trigonométricas 


Sea 9 cualquier àngulo en posición estàndar y sea P{x, y) cualquier punto, excepto (0, 0) 
en el lado terminal de 9. Si r = Vx 2 + y 2 es la distancia entre (0, 0) y P(x, y), las funciones 
trigonométricas se definen corno sigue: 


sen 9 

= y 

cos 9 


r 


tan 9 

= y 

cot0 


X 


sec 9 

r 

esc 9 

X 


r 

x 

y 

r 


( 2 ) 


siempre que ningùn denominador sea 0. 


Se puede demostrar, usando triàngulos semejantes, que los valores de las seis funciones 
trigonométricas dependen sólo del àngulo 9 y no del punto P(x, y) que se seleccione en el 
lado terminal de 9. La justificación de està aseveración es corno la que se presentò en el caso 
de los àngulos agudos en la pàgina 361. 

■ Dominios Una función trigonomètrica definida en (2) serà indefinida si su denominador 
es cero. Puesto que P(x, y ) # (0, 0), r = Vx 2 + y 2 nunca es cero. Por tanto, los dominios de 
las funciones seno y coseno constan en su totalidad de àngulos 9. Sin embargo, las funciones 
tangente y secante seràn indefinidas si el lado terminal de 9 està situado en el eje y, porque 
entonces x = 0. Por tanto, los dominios de tan 9 y sec 9 constan en su totalidad de àngulos 
9, excepto los que miden en radianes ±7 t/2, ±3ttI2, ±5ttI2, y asf sucesivamente. Usando 
notación de conjuntos y con base en el hecho de que un entero impar se puede escribir corno 
2 n + 1, n un entero, los dominios de las funciones tangente y secante son: 

{9\9^(2n + 1)77/2, n = 0, ±1, ±2, ...} 


o 


{ 9\9J=(2n + 1)90 °,n = 0, ±1, ±2, ...} 
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Las funciones cotangente y cosecante no estàn definidas para àngulos cuyos lados termina- 
les se situan sobre el eje x, porque entonces y = 0. Por consiguiente, los dominios de cot 0 y 

esc 9 constan en su totalidad de àngulos 9, excepto los que miden en radianes 0, ± 77 , ±277, Los àngulos son multiplos enteros 

±377, y asi sucesivamente; es decir, {010^ mr, n = 0, ±1, ±2, ...} o [9 I 0 A 180°«, n = 

0 , ± 1 , ± 2 , ...}. 

Puesto que r = Vx 2 + y 2 , se desprende que I x I < r y I y I ^ r, o lo que es lo mismo, 

I xlv I < 1 y I y/r I < 1. Por tanto, corno antes, 

I sen 0 I < 1 y I cos 0 I < 1 (3) 

Asimismo, corno I rlx I > 1 y I r/y I > 1, tenemos que 

I esc 0 I 1 > 1 y I sec 0 I > 1 (4) 

Las desigualdades en (3) y (4) son vàlidas para cada 0 en el dominio de cada una de estas 
funciones. 


EJEMPLO 1 


Valores de las funciones trigonométricas 


Obtenga los valores exactos de las seis funciones trigonométricas del àngulo 0 si 0 està en 
posición estàndar y el lado terminal de 0 contiene el punto P(— 3, 1). 


Solución En la FIGURA 8.4.3 se representa gràficamente el lado terminal del àngulo obtu- 
so 0. Con las identificaciones x = —3 ,y= l,y 


r = V * 2 + y 2 = V(-3) 2 + (l) 2 = VTÒ, 


tenemos por (2) que 



pio 1 


sen0 = 
tan0 = 
sec0 = 


1 _ VTo 
VIò " 10 ’ 

1 _ 1 
-3 - 3’ 

VTÒ _ VIò 

-3 3 ’ 


COS0 

COt0 

csc 9 


-3 

VTÒ 

-3 _ 
1 

VTÒ 

1 


3VT0 

10 ’ 

3, 

VTÒ. 


EJEMPLO 2 


Valores de las funciones trigonométricas 


Obtenga los valores de las seis funciones trigonométricas de 0 si 0 = — 77 / 2 . 


Solución Primero colocamos 0 en posición estàndar, corno se muestra en la FIGURA 8.4.4. 
De acuerdo con la definición 8.4.1, podemos elegir cualquier punto P(x, y) en el lado 
terminal de 0. Por conveniencia, vamos a seleccionar P( 0, — 1) para que x = 0,y = — 1 y 
r = Vx 2 + y 2 = 1. Por tanto, 



Sin embargo, las expresiones tan 0 = ytx y sec 0 = rlx son indefinidas para 0 = — 77 / 2 , 
puesto que x = 0. = 



FIGURA 8.4.4 Àngulo tì del ejem- 
plo 2 


■ Signos algebraicos Segun el cuadrante en el que se situe el lado terminal de 9, una o las 
dos coordenadas de P(x, y) puede ser negativa. Puesto que r = Vx 2 + y 2 es siempre positivo, 
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cada una de las seis funciones trigonométricas de 9 tiene valores negativos y positivos. Por 
ejemplo, sen 9 = ylr es positivo si el lado terminal de 9 se situa dentro de los cuadrantes I o 
II (donde y es positivo), y sen 9 = ylr es negativo si el lado terminal de 9 està situado dentro de 
los cuadrantes III o IV (donde y es negativo). La FIGURA 8.4.5 résumé los signos algebraicos 
de las seis funciones trigonométricas definidas en (2). Por conveniencia, si el lado terminal de 
9 se situa dentro del cuadrante II, nos referiremos a 9 corno un àngulo del cuadrante II o 
diremos que 9 està en el cuadrante II. Emplearemos terminologia similar cuando mencione- 
mos àngulos cuyos lados terminales se situali dentro de los cuadrantes I, III o IV. 





ii 



y - 




i 





COS 

e 

< 

0 

sen 

0 

> 

0 

COS 

0 

> 

0 

sen 

0 

> 

0 

tan 

e 

< 

0 

cot 

0 

< 

0 

tan 

0 

> 

0 

cot 

0 

> 

0 

sec 

e 

< 

0 

CSC 

0 

> 

0 

sec 

0 

> 

0 

CSC 

0 

> 

0 

cos 

e 

< 

0 

sen 

0 

< 

0 

cos 

0 

> 

0 

sen 

0 

< 

0 

tan 

e 

> 

0 

cot 

0 

> 

0 

tan 

0 

< 

0 

cot 

0 

< 

0 

sec 

e 

< 

0 

CSC 

0 

< 

0 

sec 

0 

> 

0 

CSC 

0 

< 

0 




III 







IV 





FIGURA 8.4.5 Signos algebraicos de las 
seis funciones trigonométricas 


EJEMPLO 3 


Usar la figura 8.4.5 


(j En qué cuadrante està situado el lado terminal de 9 si sen 9 > 0 y tan 9 < 0? 


Solución En la figura 8.4.5 observamos que la función seno es positiva para los àngulos 
en los cuadrantes I y II y la función tangente es negativa en los cuadrantes II y IV, por tanto, 
el lado terminal de 9 debe situarse dentro del cuadrante II. = 



FIGURA 8.4.6 Un àngulo arbitrario 6 


■ Identidades pitagóricas, segunda parte Las identidades reclprocas, por cociente y pita- 
góricas de los àngulos agudos que se presentaron en la sección 8.2 también son vàlidas para 
los àngulos generales. Por ejemplo, para obtener las identidades pitagóricas, sea 9 cualquier 
àngulo en posición estàndar. Como se muestra en la FIGURA 8.4.6, sea P(x, y) cualquier punto, 
excepto el origen, en el lado terminal de 9. De nuevo, si r = d(0, P ) = Vx 2 + y 2 , entonces 
tenemos x 2 + y 2 = r 2 . Dividiendo ambos lados de la ultima ecuación por r 2 , obtenemos 



o 




= 1 . 


Reconociendo que x/r = cos 9 y ylr = sen 9 obtenemos la identidad pitagòrica bàsica 

sen 2 9 + cos 9 2 = 1 (5) 

En (5) seguimos la convención que sen 2 0 se escribe en primer término. Si dividimos ambos 
lados de (5), a su vez, por cos 2 0 y serrO, obtenemos 

1 + tan 2 9 = sec 2 9 (6) 

y cot 2 9 + 1 = esc 2 9. (7) 

Las fórmulas (5), (6) y (7) son idénticas a (10), (11) y (12) de la sección 8.2. Sin embargo, a 

diferencia de estas ultimas, las funciones trigonométricas de (5), (6) y (7) son 

• vàlidas para todos los àngulos cuyas funciones estàn definidas, y 

• los valores de las funciones pueden tener valores negativos. 


Retomaremos las identidades pitagóricas (en el capftulo 9) cuando demostremos que es 
posible definir las funciones trigonométricas de numeros reales, en vez de àngulos. 
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EJEMPLO 4 


Usar (5) 

Dado que cos 9 = 5 y que 6 es un àngulo del cuadrante IV, obtenga los valores exactos de 
las cinco funciones trigonométricas restantes de 9. 

Solución Sustituimos cos 9 = 5 en (5) y obtenemos 


s rf« + (|) -1 

, 1 8 

sen~ 9 = 1 -= —. 

9 9 


Puesto que el lado terminal de 9 està en el cuadrante IV, sen 9 es negativo. Por tanto, ^ 
debemos seleccionar la ralz cuadrada negativa de §: 


Vea la figura 8.4.5. 


sen# = 


2V2 


Ahora, usando 


sen 9 1 

tan# =-, cot 9 = 


cos 9' tan 9' 

1 1 

sec# =-, esc 6 = -, 

cos 9 sen 9 


encontramos que los valores de las cuatro funciones restantes son 

V2 

4 ’ 


-2V2/3 , 1 

tan# =- 7 -= — 2 v 2 , cot# =- 7 = 

1/3 -2V2 


s “" - in ' 3 - 


esc 9 = 


1 


3V2 


-2V2/3 


EJEMPLO 5 


Usar (6) 


Dado que tan 0 = —2 y sen 9 > 0, obtenga los valores exactos de las cinco funciones 
trigonométricas restantes de 9. 


Solución Si tan 9 = —2 en la identidad 1 + tan 2 9 = sec 2 9, tenemos que 


sec 2 # = 1 + ( —2 ) 2 = 5. 


Puesto que tan 9 es negativo en los cuadrantes II y IV y sen 9 es positivo en los cuadrantes I 
y II, el lado terminal de 9 debe estar situado en el cuadrante II. Por tanto, deducimos que 

sec 9 = — V5. 


De sec 9 = l/cos 9, se desprende que 


costì = 


1 


1 


V5 

5 ' 


sen 0 = cos 9 tan 0 = ( —— )(— 2 ) = 


sec 9 — V 5 

Usando tan 9 = sen 91 cos 9, obtenemos 

V5 


Entonces, 


esc 9 = 

cot0 = 


1 


1 


_ = _ = V5 

sen 9 2V5/5 2 

1 1 1 
tan# —2 2 


2V5 

5 
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En la sección 8.3 obtuvimos los valores exactos de las seis funciones trigonométricas 
de los àngulos especiales de 30°, 45° y 60° (o 77 / 6 , 77/4 y 77 / 3 , respectivamente, medidos 
en radianes). Estos valores se pueden usar para determinar los valores exactos de las funcio¬ 
nes trigonométricas de ciertos àngulos que no son agudos por medio de un àngulo de refe- 
rencia. 


Definición 8.4.2 Àngulo de referencia 

Sea 0 un àngulo en posición estàndar tal que su lado terminal no se situa sobre un eje de 
coordenadas. E1 àngulo de referencia 0' para 0 se define corno el àngulo agudo formado 
por el lado terminal de 0 y el eje x. 


La FIGURA 8.4.7 ilustra està definición para los àngulos que tienen lados terminales en 
cada uno de los cuatro cuadrantes. 




b) 


c) 



d) 


FIGURA 8.4.7 Un àngulo 6 (rojo) y su àngulo de referencia 6' (azul) 


EJEMPLO 6 


Àngulos de referencia 


Obtenga el àngulo de referencia de cada àngulo 0. 
a) 0 = 40° b) 0 = c) 0 = 210° 


d ) 0 


Solución a ) En la FIGURA 8.4.8a) observamos que 0' = 40°. 

b ) Por la figura 8.4.8/?), 6'= tt — 6 = tt — 27t/3 = 77 / 3 . 

c) Por la figura 8.4.8c), 0' = 0 - 180° = 210° - 180° = 30°. 

d ) Puesto que 0 = — 97t/ 4 es coterminal con 


977 


tenemos que 0' = tt/4 [figura 8.4.8z/)]■ 






FIGURA 8.4.8 Àngulos de referencia del ejemplo 6 


380 


CAPITUL0 8 Trigonometria del triàngulo rectàngulo 























■ Propiedad de los àngulos de referencia La utilidad de los àngulos de referencia en la 
evaluación de las funciones trigonométricas es resultado de la siguiente propiedad: 

El valor absoluto de toda función trigonomètrica de un àngulo 8 es igual al valor 
de esa función en el àngulo de referencia 8'. 

Por ejemplo, I sen 6 I = sen 8', I cos 8 I = cos 8’, y asf sucesivamente. 

Comprobaremos la propiedad anterior con la función seno. Si el lado terminal de 8 està 
situado dentro del cuadrante I, entonces 8 = 8' y sen 8 es positivo, por tanto 

sen 8' = sen 8 = I sen 8 I. 


En la FIGURA 8.4.9 vemos que si 8 es un àngulo de los cuadrantes II, III o IV, tenemos 


sen0' = 


\y\ 


= |sen0|. 


donde P(x, y) es cualquier punto en el lado terminal de 0 y r = Va' 2 + y 2 . 





FIGURA 8.4.9 Àngulos de referencia 


Ahora podemos explicar un procedimiento paso por paso para determinar el valor de las 
funciones trigonométricas de cualquier àngulo 8. 


n 


CALCULO DELVALOR DE UNA FUNCIÓN TRIGONOMÈTRICA 




Suponga que 8 representa cualquier àngulo. 


i) Obtenga el àngulo de referencia 8'. 

ii ) Determine el valor de la función trigonomètrica de 8'. 

iii) Seleccione el signo algebraico corredo del valor de ii); para elio, considere 
en qué cuadrante està situado el lado terminal del àngulo 8. 


EJEMPLO 7 


Calcular valores usando àngulos de referencia 


Obtenga los valores exactos de sen 8, cos 8 y tan 8 de cada uno de los siguientes àngulos. 

277 9tt 

a) 8 =— b) 8 = 210° c) 8 = 


Solución Seguimos el procedimiento que acabamos de explicar junto con la tabla 8.3.1 
de la sección 8.3. 


a) En el inciso b ) del ejemplo 6 encontramos que el àngulo de referencia de 8 = 2tt/3 
era 8' = 77 /3. Ahora sabemos que sen (rr/3) = V3/2, cos (tt/3) = 1 /2, y tan (77/3) = V3. 
Debido a que 8 = 2tt/3 es un àngulo del cuadrante II, donde el seno es positivo, pero el 
coseno y la tangente son negativos, concluimos que 

277 "\/3 277 1 277 r 

sen T " — cos T‘“ 2 y “T = '“ 
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b) En relación con el inciso c) del ejemplo 6, observamos que el àngulo de referencia es 
9' = 30°. Usando la propiedad de los àngulos de referencia y el hecho de que el lado 
terminal de 9' = 210° se situa en el cuadrante III, obtenemos 


sen210° = — sen30° 
cos210° = —cos30° 
tan 210° = tan 30° = 



consulte los signos algebraicos 
correctos en la figura 8.4.5 


C ) 
de 


Por el inciso d) del ejemplo 6 sabemos que el àngulo de referencia 9' = 7r/4. En vista 
que 9 — 977/4 es un àngulo del cuadrante IV, se desprende que 


sen — 


tan 


977 

4 

977 

4 

977 

4 


77 \/2 

= —sen— =-, 

4 2 

77 \/2 

= cos— =-, 

4 2 

77 

= —tan— = — 1. 

4 



EJEMPLO 8 


Càlculo de àngulos 


Calcule todos los àngulos 0 que satisfacen 0° < 9 < 360° tales que sen 9 


1 

2 


Solución Por lo que sabemos de los àngulos especiales de 30°, 60° y 90°, nos damos 
cuenta de que 9 = 30° es una solución. Usando 30° corno àngulo de referencia en el segundo 
cuadrante, corno se ilustra en la FIGURA 8.4.10, obtenemos 9 = 150° corno segunda solución. 
Como la función seno es negativa para los àngulos de los cuadrantes III y IV, no hay màs 
soluciones que satisfagan 0 ° < 0 < 360°. = 


FIGURA 8.4.10 Soluciones del 
ejemplo 8 


EJEMPLO 9 


Càlculo de àngulos 


Calcule todos los àngulos 9 que satisfacen 0 < 9 < 2tt tales que cos 9 


-V2/2. 


Solución Puesto que el valor dado de la función coseno es negativo, en primer lugar 
determinamos el àngulo de referencia 9' tal que cos 9' = V2/2. Por la sección 8.3 sabemos 
que 9' = 77/4. En virtud de que la función coseno es negativa para los àngulos de los 
cuadrantes II y III, colocamos el àngulo de referencia 9' = 77/4 corno se muestra en la 
FIGURA 8.4.11. A continuación obtenemos 9 = 3ir/4 y 9 = 577/4 corno soluciones. 




FIGURA 8.4.11 Soluciones del ejemplo 9 
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Notas del aula 

En està sección deliberadamente evitamos usar calculadoras. Para comprender pienamente 
la trigonometria, es esencial que domine los conceptos y sea capaz de ejecutar, sin la ayuda 
de una calculadora, los tipos de càlculos y simplificaciones que hemos estudiado. Los 
siguientes ejercicios deben resolverse sin recurrir al uso de una calculadora. 




rcicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-21. 


Recomendamos que no use la calculadora para resolver nin- 
guno de los siguientes problemas. 

En los problemas 1 a 10, evalue las seis funciones trigonomé- 
tricas del àngulo 0 si 9 se encuentra en la posición estàndar y 
el lado terminal de 6 contiene el punto dado. 

1 . ( 6 , 8 ) 

2 . (- 1 , 2 ) 

3. (5, -12) 

4. (-8, -15) 

5. (0,2) 

6 . (-3,0) 

7. (-2,3) 

8 . (5, -1) 

9. (-V2, -1) 

10. (V3,V2) 

En los problemas 11 a 18, encuentre el cuadrante en el que se 
situa el lado terminal de un àngulo 0 si 9 satisface las condi- 
ciones dadas. 

11. sen 0 < 0 y tan 9 > 0 

12 . cos 6 > 0 y sen 9 < 0 


En los problemas 19 a 28, se proporciona el valor de una de 
las funciones trigonométricas del àngulo 9. Con base en el 
valor dado y la información adicional, determine los valores 
de las cinco funciones trigonométricas restantes de 9. 

19. sen 0 = 5 , 0 està en el cuadrante II 

2 

20. cos 0 = — 5 , 9 està en el cuadrante II 

21. tan 0 = 3 ,9 està en el cuadrante III 

22. cot 0 = 2,9 està en el cuadrante III 

23. esc 9 = — 10, 0 està en el cuadrante IV 

24. sec 9 = 3, 9 està en el cuadrante IV 

25. sen 9 = — 5 , cos 9 > 0 

26. cos 0 = —3, sen 0 < 0 

27. tan 0 = 8 , sec 0 > 0 

28. tan 0 = 8 , sec 0 > 0 

29. Si cos 0 = [ò, encuentre todos los valores posibles de 
sen 0 . 

2 

30. Si sen 0 = — 7 , encuentre todos los valores posibles de 
cos 0 . 

31. Si 2sen 0 — cos 0 = 0, encuentre todos los valores posibles 
de sen 0 y cos 0 . 


tan 0 < 0 y sec 0 < 0 
sec 0 < 0 y esc 0 < 0 
cot 0 > 0 y sen 0 > 0 
esc 0 > 0 y cot 0 < 0 
sen 0 > 0 y cos 0 < 0 
tan 0 < 0 y esc 0 > 0 


32. Si cot 0 = 4 , encuentre todos los valores posibles de 
esc 0 . 

33. Si sec 0 = — 5, encuentre todos los valores posibles de 
sen 0 y cos 0 . 

34. Si 3 cos 0 = sen 0, encuentre todos los valores posibles de 
tan 0 , cot 0 , sec 0 y esc 0 . 
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35. Complete la tabla siguiente. 


0 (grados) 

0 (radianes) 

sen 0 

cos 0 

tan 0 

0 ° 

0 

0 

1 

0 

30° 

7r/6 

1/2 

V3/2 

V3/3 

45° 

7r/4 

V 2/2 

V 2/2 

1 

60° 

77-/3 

V3/2 

1/2 

V3 

90° 

77-/2 

1 

0 

- 

120 ° 

277/3 

V3/2 

- 1/2 

— V3 

135° 

377/4 




150° 

577/6 




180° 

IT 




210 ° 

777/6 

- 1/2 

-V3/2 

V3/3 

225° 

577/4 




240° 

477/3 




270° 

377/2 




300° 

577/3 




315° 

777/4 




330° 

1177/6 




360° 

277 





36. Complete la tabla siguiente. 


0 (grados) 

0 (radianes) 

CSC 0 

sec 0 

cot 0 

0 ° 

0 

- 

1 

- 

30° 

77/6 

2 

2V3/3 

V3 

45° 

77/4 

V 2 

V 2 

1 

60° 

77/3 

2V3/3 

2 

V3/3 

90° 

77/2 

1 

- 

0 

120 ° 

2t7/3 




135° 

377/4 




150° 

577/6 




180° 

77 




210 ° 

777/6 




225° 

577/4 




240° 

477/3 




270° 

377/2 




300° 

577/3 




315° 

777/4 




330° 

1177/6 




360° 

277 
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En los problemas 37 a 52, obtenga el valor exacto de la 
expresión dada. 


37. 

38. 


COS 577 



39. 


137T 

cot- 

6 


40. 




42. 


COS 


2377 

4 


43. 



44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 


2377 

tan- 

4 

sec (—120°) 
esc 495° 
sen 150° 
cos (-45°) 
tan 405° 
sen 315° 
cot (-720°) 
sec (-300°) 


En los problemas 53 a 58, obtenga todos los àngulos 0, donde 
0 < 6 < 360°, que satisfagan la condición dada. 

53. tan 0 = V3 

1 

54. sen# = — 

2 

V2 

55. cos# =- 

2 

„ 2V3 

56. sec# = —-— 


57. esc # = — 1 

1 

58. cot# =- -p 

V3 


En los problemas 59 a 64, obtenga todos los àngulos #, donde 
0s#< 277, que satisfagan la condición dada. 


63. cot # = —V3 

64. tan # = 1 

= Aplicaciones diversas 

65. Tiro libre En ciertas condiciones, la altura màxima y que 
alcanza un balón de basquetbol lanzado desde una altura 
h a un àngulo a medido desde la horizontal, con velocidad 
inicial vq està dada por 

y = h + (vq sen 2 a)/2g, 

donde g es la aceleración debida a la gravedad. Calcule 
la màxima altura que alcanza un tiro libre si h = 2.15 m, 
v 0 = 8 m/s, a = 64.47° y g = 9.81 m/s 2 . 



Tiro libre 


66. Lanzamiento de baia El rango de una baia lanzada desde 
una altura h sobre el nivel del suelo, con velocidad inicial 
v 0 en àngulo # con respecto a la horizontal se puede aproxi- 
mar con 

R = -(v 0 sen (fi + V Vq sen ~(f> + 2 gh ), 

§ 

donde g es la aceleración debida a la gravedad. 

a) Si v 0 = 13.7 m/s, cj) = 40° y g = 9.81 m/s 2 , compare 
los rangos logrados por las alturas de lanzamiento 
h = 2.0 m y h = 2.4 m. 

b ) Explique por qué un incremento de h produce incre¬ 
mento de R si los demàs paràmetros se mantienen fi- 
jos. 

c) /,Quc implica esto sobre la ventaja que la altura le da 
a un lanzador de baia? 

67. Aceleración debida a la gravedad Debido a su rotación, 
la Tierra se ensancha en el ecuador y se aplana en los polos. 
Como resultado, la aceleración debida a la gravedad varia 
dependiendo de la latitud #. Los estudios satelitales han 
demostrado que la aceleración debida a la gravedad g sat se 
puede aproximar con la función 


59. sen # = 0 

60. cos # = — 1 

61. sec # = -V2 

62. esc 0 = 2 


g sat = 978.0309 + 5.18552 sen 2 # - 0.00570 sen 2 2#. 

a) Calcule g sat en el ecuador (# = 0°), 

b ) en el polo norte, y 

c) a 45° latitud norte. 
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= Para la discusión 


68 . -, Ex iste un àngulo 0 tal que cos 0 = f? Explique. 

69. -, Ex iste un àngulo 0 tal que 2 esc 0=1? Explique. 

70. Explique cónto es posible determinar, sin la ayuda de una 
calculadora, que tanto sen 4 corno cos 4 son negativos. 

71. Sea L una recta no vertical que pasa por el origen y forma 
un àngulo 0 medido en sentido contrario a las agujas del 
reloj desde el eje x positivo. Pruebe que la pendiente m de 
la recta L es tan 0 (FIGURA 8.4.12). 


y 



FIGURA 8.4.12 Recta que pasa por 
el origen del problema 71 



Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Lado inicial de un àngulo 
Lado terminal de un àngulo 
Posición estàndar de un àngulo 
Àngulos coterminales 
Minutos 
Segundos 

Medida en grados de un àngulo 
Àngulo centrai 

Medida en radianes de un àngulo 
Àngulo agudo 
Àngulos complementarios 
Àngulo obtuso 
Àngulo llano 


Àngulo cuadrantal 
Àngulos suplementarios 
Àngulo recto 
Longitud de arco 
Conversióni 

grados a radianes 
radianes a grados 
Àngulo de referencia 
Triàngulos rectàngulos: 
cateto adyacente 
cateto opuesto 
hipotenusa 


Funciones trigonométricas: 
de àngulos agudos 
de àngulos generales 
Identidades por cociente 
Identidades reclprocas 
Identidades pitagóricas 
Cofunciones 
Identidades de cofunción 


|*M Jb JlllaltH Emrripinc rio mn Q on Las res P uestas a los problemas impares seleccionados 
I M qereiClOS ae repaso comienzanenla pàgina RESP-22. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10, responda verdadero o falso. 

1. sen (7 t/ 6) = cos (7 t/3)._ 

2. sen (7 t/2) = sen (5tt/2). _ 

3. sen \ = 30°._ 

4. tan 7r = 0._ 

5. I csc0 I < 1._ 

6 . sen 2 0 + sen 2 (90° — 0) = 1._ 

7. Los àngulos de 120° y —240° son coterminales. 

8. Si tan 0 = 5, entonces sen 0 = 2 y cos 0 = 5._ 

9. Si sec 0 = V7, entonces cos 0 = V7/7._ 

10. 30' es equivalente a 0.5°._ 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. El complemento del àngulo agudo de 23° es_. 

2. Un àngulo de 1° en posición estàndar està formado por 

_de una rotación completa en sentido contrario 

a las agujas del reloj de su lado terminal. 

3. Un àngulo en posición estàndar que tiene medida negativa 

se formò por una_rotación de su lado terminal. 

4. El àngulo centrai 0 de un crrculo cuyo radio mide 8 pul- 

gadas subtiende un arco de 12 pulgadas; la medida del 
àngulo 0 en radianes es_. 

5. Si 0 es un àngulo agudo medido en grados tal que sen 0 = 

2 

3 , entonces el valor exacto de 3cos(90° — 0) = 
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6 . sec 51°/csc 49° = _. 

7. Si 0 es un àngulo agudo medido en grados tal que cot 9 = 
2, entonces el valor exacto de cot 9 + cot(90° — 9) = 

8. Si 0 es un àngulo agudo tal que tan 9 = V3, entonces 

9 =_. 

9. El àngulo de referencia de 47 t/ 3 es_. 

10. 77 radianes =_grados. 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, dibuje el àngulo dado en posición 
estàndar. 

1. -5tt/6 

2 . 7tt/3 

3. 225° 

4. -450° 

En los problemas 5 a 8, convierta el àngulo dado a radianes. 


21. (-0.5, -0.3) 

22 . (V2,V5) 

En los problemas 23 a 28, se proporciona el valor de una de 
las funciones trigonométricas del àngulo 9. Con base en el 
valor dado y la información adicional, determine los valores 
de cinco funciones trigonométricas restantes de 9. 

23. cos 9 = — 7 , 9 està en el cuadrante III. 

2 

24. sen 0 = 3,0 està en el cuadrante II. 

25. cot 0 = —5, 0 està en el cuadrante IV. 

26. sec 0 = 15, sen 0 < 0 

27. esc 0 = —7, tan 0 > 0 

28. tan 0 = 9 , sec 0 < 0 

29. Si cot 0 = —4, encuentre todos los valores posibles de 
sen 0 , cos 0 , tan 0 , sec 0 y esc 0 . 

30. Si 4 sen 0 = 3 cos 0, encuentre todos los valores posibles 
de sen 0 , cos 0 , tan 0 , sec 0 y esc 0 . 


5. -120° 

6 . 1 ° 

7. 48.3° 


11. 2.3 

12. 7tt/3 

En los problemas 13 a 16, convierta el àngulo dado a grados, 
minutos y segundos. 


13. 

70.5° 

14. 

170.15 

15. 

3.1 

16. 

77 /IO 


8. 14°14' 

31. 

sen- 

v 4 . 

En los problemas 9 a 12, convierta el àngulo dado a grados 
decimales. 

32. 

1377 

CSC 

6 

9. 77/9 

33. 

tan 495° 

10. 78°15' 

34. 

sen 330° 


En los problemas 31 a 34, encuentre el valor exacto de la 
expresión dada. No use la calculadora. 

Iit 


En los problemas 35 a 38, encuentre todos los àngulos 0, si 
0 0 < 0 < 360°, que satisfagan la condición dada. No use la 


V2 

2 

_V3 

3 


calculadora. 

35. 

sen0 = 

36. 

tan0 = 

37. 

sec 0 = 

38. 

CSC 0 = 


En los problemas 17 y 18, encuentre dos àngulos positivos y 
dos negativos que sean coterminales con el àngulo dado. 

17. 85° 

18. 77t/6 

En los problemas 19 a 22, evalue las seis funciones trigono¬ 
métricas del àngulo 0 si 0 està en posición estàndar y el lado 
terminal de 0 contiene el punto dado. 

19. (-1,2) 

20. (4,7) 


En los problemas 39 a 42, encuentre todos los àngulos 0, si 0 
< 0 < 277, que satisfagan la ecuación dada. No use la calcu¬ 
ladora. 

V3 

39. sen0 =- 

2 

40. esc 0 = — 1 

41. cot 0 = — 1 

42. cos 9 = 1 


Ejercicios de repaso 
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TRIGONOMETRIA DEL CIRCULO 
UNITARIO 


En este capiti!lo 



9.1 Las funciones circulares 

9.2 Gràficas de las funciones seno y coseno 

9.3 Gràficas de otras funciones trigonométricas 

9.4 Identidades especiales 

9.5 Funciones trigonométricas inversas 

9.6 Ecuaciones trigonométricas 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia La exposición de la sección 8.4 desemboca directamente 
en una forma mas analitica de estudiar la trigonometria, donde coseno y seno 
se definen corno las coordenadas xyy, respectivamente, de un punto (x, y) en 
un cfrculo unitario. Està interpretación de seno y coseno nos permite definir 
las funciones trigonométricas corno un nùmero reai, en lugar de un àngulo. 
Està segunda aproximación a la trigonometria se utiliza en càlculo y en apli- 
caciones avanzadas de trigonometria. Ademàs, una función trigonomètrica de 
un nùmero reai se puede representar gràficamente corno cualquier función 
ordinaria y = f(x), donde la variable x representa un nùmero reai en el domi¬ 
nio de/ 

Desde el punto de vista histórico, se desconoce quién realizó este importante 
avance de los senos y cosenos de àngulos a los senos y senos de nùmeros 
reales. 


/ 


La forma de una 
cuerda de 
guitarra, fija en 
ambos extremos, 
se puede describir 
con las funciones 
trigonométricas 
de una variable. 








| 9.1 Lasfunciones circulares 



■ Introducción En el capftulo 8 estudiamos las funciones trigonométricas de àngulos ya 
sea en grados o radianes. En càlculo y las ciencias es necesario considerar las funciones tri¬ 
gonométricas cuyos dominios estàn formados por numeros reales y no por àngulos. Para 
realizar la transición de àngulos a numeros reales debemos reconocer que a cada numero reai 
t corresponde un àngulo que mide t radianes. Como veremos a continuación, està correspon- 
dencia se puede representar gràficamente con un cfrculo de radio 1 y centro en el origen en 
un sistema de coordenadas rectangulares. Este cfrculo se conoce corno cfrculo unitario. De 
la sección 4.2 se desprende que la ecuación del cfrculo unitario es x 2 + y 2 = 1. En està sec- 
ción nos centraremos en las funciones seno y coseno. Las otras cuatro funciones trigonomé¬ 
tricas se estudiaràn con pormenores en la sección 9.3. 

Ahora consideraremos un àngulo centrai t en posición estàndar, es decir, un àngulo 
cuyo vèrtice se situa en el centro de un cfrculo y su lado inicial coincide con el eje x positivo. 
Segun la definición de medida en radianes (3) de la sección 8.1, el àngulo t se define corno 
t = s/r, la razón del arco subtendido de longitud s al radio r del cfrculo. Por el cfrculo unita¬ 
rio que se muestra en la FIGURA 9.1.1, r = 1 y, por tanto, t = s/\ o t = s. En otras palabras: 


En un cuculo unitario la medida en radianes de un àngulo de t radianes es igual a 
la medida t del arco subtendido. 


De lo anterior se desprende que para cada nùmero reai t, el lado terminal de un àngulo de t 
radianes en posición estàndar ha recorrido una distancia de l/l unidades en la circunferencia 
del cfrculo unitario: en sentido contrario al de las agujas del reloj si / > 0 y en el sentido de 
las agujas del reloj si / > 0. Està asociación de cada nùmero reai t con un àngulo de t radianes 
se ilustra en la FIGURA 9.1.2. 




FIGURA 9.1.2 El àngulo de t radianes subtiende un arco de longitud 1 1 1 unidades 


■ Funciones trigonométricas de los numeros reales Ahora estamos en condiciones de 
definir las funciones trigonométricas de un nùmero reai. Antes de proseguir, necesitamos 
la siguiente definición importante. 


Definición 9.1.1 Valores de las funciones trigonométricas 

El valor de una función trigonomètrica de un nùmero reai t se define corno el valor del 
àngulo de / radianes, siempre que ese valor exista. 
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Por ejemplo, el seno del numero reai 77/6 = 0.62359... es sencillamente el seno del 
àngulo de 77/6 radianes que, corno sabemos, es \. Por tanto, no hay nada nuevo en realidad 
en evaluar las funciones trigonométricas de un numero reai. 

El cfrculo unitario es muy util para describir las funciones trigonométricas de los nume- 
ros reales. Si P(t) denota el punto de intersección del lado terminal del àngulo t con el cfrculo 
unitario x 2 + y 2 = 1 y P(x, y) son las coordenadas rectangulares de este punto, entonces, por 
(1) de la sección 8.4, tenemos 

y y xx 

sen t = — = — = y y cos t = - = — = x. 

ri r\ 

Estas definiciones, ademàs de las de las restantes cuatro funciones trigonométricas, se resu- 
men a continuación. 


Definición 9.1.2 Funciones trigonométricas 


Sea t cualquier nùmero reai y P(t') = P(x, y), el punto de intersección en el cfrculo unitario 
con el lado terminal del àngulo de t radianes en posición estàndar. Entonces, las seis fun¬ 
ciones trigonométricas del nùmero reai t son: 


senf = 

y 

cos t 

tanr = 

y_ 

X 

cot t 

secf = 

1 

X 

CSC t 


x 

y 

1 

y' 


(i) 


Por la primera linea de (1) de la definición 9.1.2, de inmediato vemos que 

Para cualquier nùmero reai t, el coseno y seno de t son las coordenadas xy y, res- 
pectivamente, del punto P de intersección del lado terminal del àngulo de t radianes 
(en posición estàndar) con el cuculo unitario (figura 9.1.3). 



t) 


Como veremos en seguida, varias propiedades importantes de las funciones seno y coseno FIGURA 9.1.3 Las coordenadas de 
se pueden obtener de este resultado. Debido a la importancia que tiene el cfrculo unitario en P(t ) son (cos t, sen t) 
està exposición, las funciones trigonométricas (1) a menudo se conocen corno funciones 
circulares. 

Varias propiedades de las funciones seno y coseno se desprenden del hecho de que P(t) = 

(cos t, sen t) se localiza en el cfrculo unitario. Por ejemplo, las coordenadas de P(t) deben 
satisfacer la ecuación del cfrculo: 


x 2 +y 2 =l 

Si sustituimos x = cos t y y = sen t en la ecuación anterior, obtenemos el resultado conocido 
cos 2 1 + sen 2 1 = 1. Està relación entre las funciones seno y coseno es la màs importante de 
las identidades trigonométricas y se conoce corno identidad pitagòrica. Recuerde que està 
identidad no es sólo vàlida para los àngulos, corno se explicó en las secciones 8.2 y 8.4, sino 
que ahora vemos que también es vàlida para todos los nùmeros reales t. 


Teorema 9.1.1 Identidad pitagòrica 

Para todos los nùmeros reales t, 


sen 2 1 + cos 2 t = 1 

(2) 
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■ Limites de los valores de seno y coseno Varias propiedades de las funciones seno y 
coseno se desprenden del hecho de que P(t) = P(x, y ) se localiza en el cìrculo unitario. Por 
ejemplo, se desprende que 


— 1 < x < 1 y — 1 < y < 1 

Puesto que x = cos tyy = sen t, las inecuaciones siguientes equivalen a 

— 1 < cos t < 1 y — 1 < sen f < 1 (3) 


Las inecuaciones en (3) también se pueden expresar con valores absolutos, corno I cos 1 1 < 1 
y I sen 1 1 < 1. Asì, por ejemplo, no hay ningun nùmero reai t para el cual sen t = §. 



FIGURA 9.1.4 Signos algebraicos de 
sen t y cos t en los cuatro cuadrantes 


y 


■ Dominio y rango Las observaciones en (3) indican que tanto cos t corno sen t pueden ser 
cualquier nùmero comprendido en el intervalo [—1, 1 ]. Por tanto, tenemos las funciones seno 
y coseno, 

; f(t) = sen t y g(t) = cos t, 

respectivamente, y el dominio de cada una es el conjunto R de todos los nùmeros reales y el 
rango es el intervalo [—1, 1]. Los dominios y rangos de las otras cuatro funciones trigono- 
métricas se explicaràn en la sección 9.3. 

■ Signos de las funciones circulares Los signos de los valores de las funciones sen t y 
cos t quedan determinados por el cuadrante en el que està situado el punto P(t), y viceversa. 
Por ejemplo, si sen t y cos t son negativos, entonces el punto P(t) y el lado terminal del àngulo 
correspondiente de t radianes tiene que estar situado en el cuadrante III. En la FIGURA 9.1.4 se 
muestran los signos de las funciones coseno y seno y cada uno de los cuatro cuadrantes. 


P{ 3) = (cos 3, sen 3) 



FIGURA 9.1.5 El punto P(3) del 


EJEMPLO 1 


Seno y coseno de un nùmero reai 


Use la calculadora para aproximar sen 3 y cos 3 y ofrezca una interpretación geomètrica 
de estos valores. 

->-x 

Solución Con la calculadora en modo de radianes, obtenemos cos 3 ~ —0.9899925 y 
sen 3 ~ 0.1411200. Estos valores representan las coordenadas x y v, respectivamente, del 
punto de intersección PO) del lado terminal del àngulo de 3 radianes en posición estàndar, 
con el cìrculo unitario. Como se muestra en la FIGURA 9.1.5, este punto està situado en el 
segundo cuadrante, porque tt/2 <3 < tt. Esto también es de esperar en vista de la figura 
9.1.4, pues cos 3, la coordenada x, es negativo y sen 3, la coordenada y, es positivo. = 


ejemplo 1 


■ Periodicidad En la sección 8.1 vimos que los àngulos de t radianes y t ± 2tt radianes 
son coterminales. Por consiguiente, determinan el mismo punto P(x, y) en el cìrculo unitario. 
Por tanto, 


sen t = sen (t ± 2tt) y cos t = cos (t ± 277) (4) 

En otras palabras, las funciones seno y coseno repiten sus valores cada 277 unidades. También 
se desprende que para cualquier entero n: 


sen (r + 2nir) = sen t 
cos (t + 2mr) = cos t. 


(5) 


Definición 9.1.3 Funciones periódicas 

Se dice que una función no constante /es periodica si hay un nùmero positivo p tal que 

f(t) =f(t + p) (6) 

para cada t en el dominio de/ Si p es el nùmero positivo màs pequeno para el cual (6) es 
verdadero, entonces p se llama periodo de la función/ 
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Las ecuaciones en (4) implican que las funciones seno y coseno son periódicas y que el 
periodo es p < 2tt. Para entender que el periodo de sen t es 2 t r, observamos que existe sólo 
un punto en el cfrculo unitario con coordenada y 1, a saber, P(tt/2) = (cos ( 77 / 2 )), sen (tt/2)) = 
(0, 1). Por tanto, 

7T TT TT 

sen t = I sólo para t = —, — ± 2 tt, — ± 47t, 

y asf sucesivamente. Por tanto, el valor positivo mas pequeno posible de p es 2tt. En resumen, 
la función seno f(t) = sen t y la función coseno g(t) = cos t son periódicas con periodo 2tt\ 
es decir,/(t) = f(t + 2tt) y g(t + 2tt), respectivamente. Como referencia en el futuro, tene- 
mos 


sen (r + 2tt) = sen t y cos (f + 2tt) = cos t (7) 

para cada nùmero reai t. 


EJEMPLO 2 


Usar la periodicidad 


Evalue a) sen (77 t/ 3) y b) cos (1377/3). 

Solución a) Debido a que 77 t/ 3 es mayor que 2tt y puede escribirse 

ITT 77 

-= 277 H-, 

3 3 

se desprende de sen ( t + 2 tt) = sen t, donde t = tt/3, que 

777 / 77 \ 77 V3 

sen- = sen-h 277 = sen— = -. <- Véase la tabla 8.3.1 

3 V 3 J 3 2 


b ) Debido a que 


1977 77 

- = Ó77 H-, 

3 3 


^ Véase la primera ecuación de (7). 


se desprende de cos(r + 2/777) = cos t, donde n = 3 y t = tt/3, que 

1977 f TT \ 77 1 

cos-= cos-1- 6tt = cos— = —. 

3 V3 / 3 2 


= ^ Véase la segunda ecuación de (7). 


■ Propiedades de funciones impares y pares La simetrfa del cfrculo unitario dota a las 
funciones circulares de varias propiedades adicionales. Para todo nùmero reai t, los puntos 
P(t) y P(—t) en el cfrculo unitario se localizan en el lado terminal de un àngulo de t y — t 
radianes, respectivamente. Estos dos puntos siempre seràn simétricos con respecto al eje x. 
La FIGURA 9.1.6 ilustra la situación para un punto P{t) situado en el primer cuadrante: las 
coordenadas x de los dos puntos son idénticas, pero las coordenadas y tienen magnitudes 
iguales, pero signos opuestos. Las mismas simetrfas seràn vàlidas sin importar el cuadrante 
que contenga P(t). Por tanto, para/(f) = sen t y g(t) = cos t y cualquier nùmero reai t, f(t) = 
—f(t) y g( ~ t) = g(t), respectivamente. Si aplicamos las definiciones de funciones impares 
y pares de la sección 5.2, tendremos el siguiente resultado: 



Teorema 9.1.2 Funciones impares y pares 

La función seno/(f) = sen t es impar y la función coseno g(t) = cos t es par; es decir, para 
cada nùmero reai f, 

sen(— t) = —sen t y cos(— t) = cos t (8) 


FIGURA 9.1.6 Coordenadas de P(t) 
yP(-t) 
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EJEMPLO 3 


Uso de las propiedades de funciones impares y pares 

Obtenga los valores exactos de sen t y cos t para el nùmero reai t = —tt/6. 
Solución Por ( 8 ), tenemos 


y 


seno es una función impar 



2 ’ 


<— Véase la tabla 8.3.1 


coseno es una función par 


/- \ 



Tenga en cuenta que los signos de las respuestas concuerdan con el hecho de que el lado 
terminal del àngulo — 77/6 radianes està situado en el cuadrante IV. = 


Para verificar las siguientes propiedades adicionales de las funciones seno y coseno, se 
consideran las simetrfas de los puntos elegidos apropiadamente en el cùcùlo unitario. Primero 
vimos los resultados de i) y ii) en el siguiente teorema planteado para àngulos agudos en (5) 
de la sección 8 . 2 . 


^d-0=M?-0. «*(!-')) 



Teorema 9.1.3 

Propiedades adicionales 




Para 

todos los 

numeros reales f, 






0 

( tt 

\ 

ii) 


( TT 



cos- 

V 2 

- t 1 = sen t 

sen 

\2 


= cosf 

iii) 

cos ( t + 

77 ) = —cos t 

iv) 

sen 

0f + 

77) 

= —sen t 

V) 

COS (77 - 

t) = —cos t 

vi) 

sen 

(77 - 

0 

= senr 


Por ejemplo, para justificar las propiedades i ) y ii) del teorema 9.1.3 para 0 < t < 77 / 2 , 
considere la FIGURA 9.1.7. Puesto que los puntos P{t) y P(ir/2 — t) son simétricos con respecto 
a la recta y = x, para obtener las coordenadas de P(irl2 — t), intercambiamos las coordenadas 
de P{t). Por tanto, 


cos t = x = sen- t 

V 2 , 


sen t = y = cos I 


.2 ') 


FIGURA 9.1.7 Justificación 

geomètrica de i) y ii) del teorema En la sección 9.4 usaremos las propiedades i) y ii) para justificar dos fórmulas importantes 
91.3 para la función seno. 


EJEMPLO 4 


Uso del teorema 9.1.3 


En la tabla 8.3.1 de la sección 8.3 vimos que cos (tt/3) = 
caso especial de la propiedad i) del teorema 9.1.3; con t 


sen ( 77 / 6 ). Este resultado es un 
: 77/3 vemos que 


aplicación de la propiedad i) del teorema 9.1.3 

S" A "-N 

77 ( 77 77 \ 77 

sen— = sen-= cos—. 

6 V 2 3 / 3 


■ Àngulo de referencia, segunda parte Como senalamos al principio de està sección, para 
cada nùmero reai t hay un àngulo ùnico de t radianes en posición estàndar que determina el 
punto P(t), que coordina (cos t, sen t), en el cùcùlo unitario. Como se muestra en la FIGURA 
9.1.8, el lado terminal de todo àngulo de t radianes (donde P(t) no està situado en un eje) 
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FIGURA 9.1.8 E1 àngulo de referencia t' es un àngulo agudo 


formarà un àngulo agudo con el eje x. En seguida podemos localizar un àngulo de t' radianes 
en el primer cuadrante que es congruente con este àngulo agudo. El àngulo de t' radianes se 
conoce corno àngulo de referencia para cualquier nùmero reai t. Debido a la simetrfa del 
cuculo unitario, las coordenadas de P(t') seràn iguales en valor absoluto a las coordenadas 
respectivas de P(t). Por tanto, 

sen t = ±sen t' y cos t = ±cos t' 

Como se mostrarà en los ejemplos siguientes, los àngulos de referencia se pueden usar para 
obtener los valores de las funciones trigonométricas de todos los multiplos enteros de ir/6, 
7r/4 y 77 -/ 3 . 


EJEMPLO 5 


Uso de un àngulo de referencia 


Obtenga los valores exactos de sen t y cos t para el nùmero reai dado: 


a) t = 577-/3 b) t = — 377-/4. 


Solución En primer lugar, en cada parte obtenemos el àngulo de referencia correspon- 
diente al nùmero reai t. 


a) Porla FIGURA9.1.9, sabemos que un àngulo de t = 5 tt/3 radianes determina un punto 
P(5tt/3) en el cuarto cuadrante y tiene el àngulo de referencia t' = tt/3 radianes. Después 
de ajustar los signos de las coordenadas de P(tt/3) = (1/2, V3/2) para obtener el punto 
P(5tt/3) = (1/2, — V3/2) del cuarto cuadrante, tenemos que 


577 - 


sen 


3 


j.-àngulo de referencia-- 

7 T V3 577 77 

— sen— =-y cos— = cos — 

3 2 3 3 


1 

2 ' 


b ) El punto P(— 377/4) està situado en el tercer cuadrante y tiene un àngulo de referencia 
77/4 corno se ilustra en la FIGURA 9.1.10. Por tanto, 


( 31T \ 

77 

V2 

( 377 \ 

77 

V2 

sen- 

= —sen— = 

-V 


= —cos— = 

— 

V 4 J 

4 

2 7 

V 4 J 

4 

2 ' 


En ocasiones, para obtener los valores trigonométricos de mùltiplos de las fracciones 
bàsicas de 77 , debemos usar la periodicidad o las propiedades de las funciones impares y pares, 
ademàs de los àngulos de referencia. 


EJEMPLO 6 


Uso de la periodicidad y el àngulo de referencia 


Obtenga los valores exactos de las coordenadas de P(29tt/6) en el cuculo unitario. 


Solución El punto P(29tt/6) tiene las coordenadas (cos (2977/6)), sen (2977/6). Para em- 
pezar, observamos que 2977/6 es mayor que 2tt y, en consecuencia, debemos reescribir 2977/6 
corno multiplo entero de 2tt màs un nùmero menor que 2ir. Por la división tenemos 


2977 

~ 6 ~ 


577 

477 H-— = 2(277) + 

6 


577 

~ 6 ~' 



FIGURA 9.1.9 Àngulo de referencia 
de la parte a) del ejemplo 5 



FIGURA 9.1.10 Àngulo de referencia 
de la parte b) del ejemplo 5 
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A continuación, por las ecuaciones de periodicidad en (5) con n = 2, sabemos que 




En seguida vemos, por la figura 9.1.11, que el àngulo de referencia de 5ir/6 es tt/6. Puesto 
que P(5tt/6) es un punto situado en el segundo cuadrante, su coordenada x cos (577/6) es 
negativa y su coordenada y sen (577/6) es positiva. Por ùltimo, usando el àngulo de refe¬ 
rencia corno se muestra en la figura 9.1.11, simplemente ajustamos los signos algebraicos 
de las coordenadas de P(tt/6) = (cos(7t/6)) sen(7r/6): 


FIGURA 9.1.11 Àngulo de referencia 
del ejemplo 6 

y 


2977 577 

COS - = cos- 

6 6 

2977 577 

sen-= sen — 

6 6 


—COS- 


77 

sen— = 

6 


= 

2 

]_ 

2 ' 


Por tanto, P(29 tt/6) = (-V3/2, 1 /2). 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-22. 


En los problemas 1 a 8, para el nùmero reai t dado, a) loca- 
lice el punto P(t) = (cos t, sen t) en el circulo unitario y b) 
obtenga los valores exactos de las coordenadas de P(t). No 
use la calculadora. 

777 

r T 

477 


3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 


77 

_ 2 

277 

577 

3 

377 
~ 2 
1177 
6 

577 

4 


12. 

0.5 

13. 

6.1 

14. 

3.2 

15. 

-2.6 

16. 

15.3 


En los problemas 17 a 24, use la periodicidad de sen t y cos t 
para obtener el valor exacto de la función trigonomètrica. 

No use la calculadora. 


17. sen- 


18. cos- 


1377 

~ 6 ~ 

6 I 77 


19. cos- 


977 


20 . 

21 . 

22 . 



COS 977 
sen 2077 


En los problemas 9 a 16, para el numero reai t dado, a) loca- 
lice el punto P(t ) = (cos t, sen t) en el circulo unitario y b) 
use la calculadora para aproximar las coordenadas de P(t). 

9. 1.3 

10. -4.4 

11. -7.2 


777 

23. sen — 
2 


4 

En los problemas 25 a 30, justifique el planteamiento dado 
con una de las propiedades de sen t y cos t que estudiamos en 
està sección. 
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577 


25. sen tt = sen 2m 

26. cos (77M) = sen (77M) 

27. sen (—3 — 77) = —sen (3 + 77) 

28. cos 16 .877 = cos 14.877 

29. cos 0.43 = cos (—0.43) 

30. cos (2.5 + 77) = —cos 2.5 

2 

31. Puesto que cos t = — j y que P(t) es un punto en el clrculo 
unitario en el segundo cuadrante, obtenga sen t. 

32. Puesto que sen t = \ y que P(t) es un punto en el clrculo 
unitario en el segundo cuadrante, obtenga cos t. 

2 

33. Puesto que sen t = — 3 y que P(t) es un punto en el clrculo 
unitario en el tercer cuadrante, obtenga cos t. 

3 

34. Puesto que cos t = 4 y que P(t) es un punto en el clrculo 
unitario en el cuarto cuadrante, obtenga sen t. 


36. sen 





En los problemas 39 a 42, use el clrculo unitario para deter¬ 
minar todos los numeros reales t para los cuales la igualdad 


dada es 

verdadera. 

39. 

sen 

t = 

V2/2 

40. 

cos 

t = 

1 

2 

41. 

cos 

t = 

-1 

42. 

sen 

t = 

-1 


En los problemas 35 a 38, l a coorden ada y del punto P( 577 / 8 ) 
en el clrculo unitario es + V2. Obtenga el valor exacto 
de la función trigonomètrica dada. No use la calculadora. 


= Para la discusión 

43. Suponga que / es una función periodica con periodo p. 
Demuestre que F(x) = f(ax), a > 0, es periòdica con 
periodo pia. 


| 9.2 Gràficas de lasfunciones seno y coseno 


■ Introducción Una forma de estimular la comprensión de las funciones trigonométricas 
es examinar sus gràficas. En està sección examinaremos las gràficas de las funciones seno y 
coseno. 

■ Gràficas del seno y del coseno En la sección 9.1 vimos que el dominio de la función 
seno,/(f) = sen t, es el conjunto de todos los numeros reales (—°°, °°), y que su contradominio 
es el intervalo [—1, 1]. Como el periodo de la función seno es 2tt, comenzaremos trazando 
su gràfica en el intervalo [0, 277 ]. Se obtiene un bosquejo aproximado de la gràfica de la FIGURA 
9.2.1 b) si se examinan varias posiciones del punto P{t) en el clrculo unitario, corno se ve en la 
figura 9.2.1 a). Cuando t varia de 0 a 77 / 2 , el valor de sen t aumenta de 0 hasta su valor màximo 
1. Pero cuando t varia de 77/2 a 377/2, el valor de sen t disminuye desde 1 hasta su valor 



a) Clrculo unitario b ) Un ciclo de la gràfica de seno 

FIGURA 9.2.1 Puntos P(t) en un clrculo, correspondientes a puntos en la gràfica 
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minimo, — 1. Se ve que sen t cambia de positivo a negativo cuando t = tt. Cuando t està entre 
37 t/ 2 y 27r, se ve que los valores correspondientes de sen t aumentan de — 1 a 0. Se dice que 
la gràfica de cualquier función periòdica, para un intervalo de longitud igual a su periodo, es 
un ciclo de su gràfica. En el caso de la función seno, la gràfica sobre el intervalo [0, 27t] de 
la figura 9.2.li») es un ciclo de la gràfica de/(f) = sen t. 

En adelante, recurriremos a los sfmbolos tradicionales x y y para graficar las funciones 
► trigonométricas. Asf, escribiremos/(f) = sen t en la forma/(x) = sen x o bien, simplemente 
y = sen x. 

La gràfica de una función periòdica se obtiene con facilidad trazando repetidamente un 
ciclo de su gràfica. En otras palabras, la gràfica de y = sen x en, por ejemplo, los intervalos 
[—27r, 0] y [277, 47 t], es la misma de la figura 9.2.1 b). Recuerde, de la sección 9.1, que la 
función seno es una función impar, porque/(—x) = sen(— x) = — senx = — /(jc). Asf, corno 
se puede ver en la FIGURA 9.2.2, la gràfica de y = sen x es simétrica con respecto al origen. 



FIGURA 9.2.2 Gràfica de y = sen x 


Al trabajar de nuevo con el cfrculo unitario se puede obtener un ciclo de la gràfica de la 
función coseno g(x) = cos x en el intervalo [0, 27 t]. En contraste con la gràfica de/(x) = sen x, 
donde /(0) = /(27 t) = 0, en la función coseno se tiene g(0) = g (2 77 ) = 1. La FIGURA 9.2.3 
muestra un ciclo (en rojo) de y = cos x en [0, 27 t], junto con la extensión de ese ciclo (en azul) 
a los intervalos adyacentes [—277, 0] y [277, 477 ]. En està figura se ve que la gràfica de la fun¬ 
ción coseno es simétrica con respecto al eje y. Es una consecuencia de que g sea una función 
par: g(—x) = cos(— x) = cos x = g(x). 



FIGURA 9.2.3 Gràfica de y — cos x 


Un entero impar se puede escribir 
corno 2 n + 1, donde n es un 
entero. 


■ Propiedades de las funciones seno y coseno En este curso de matemàticas, y en los que 

siguen, es importante que conozca usted las coordenadas x de las intersecciones de las grà- 
ficas de seno y coseno con el eje x; es decir, las rafces de/(x) = sen x y g(x) = cos x. Segun 
la gràfica del seno en la figura 9.2.2, se ve que las rafces de la función seno, o sea los 
numeros para los que sen x = 0, son x = 0, ±77, ±277, ±377, . . . son multiplos enteros de 
77. En la gràfica del coseno en la figura 9.2.3 se ve que cos x = 0 cuando x = ± 77 / 2 , ±377/2, 
► ±577/2, . . . Esos numeros son multiplos enteros impares de 7r/2. 

Si n representa un entero, entonces 2 n + 1 es un entero impar. Entonces, las rafces de 
/(x) = sen x y de g(x) = cos x se pueden expresar en forma compacta corno sigue. 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES SENOY COSENO 


n 


v. 


r\ 

E1 dominio de/(x) = sen x y e I dominio de g(x) = cos x es el conjunto de nu- 
meros reales, es decir, (—°°, °°). 

El rango de f(x) = sen x y el rango de g(x) = cos x es el intervalo [ — 1, 1 ] en 
el eje y. 

Los ceros de/(x) = sen x son x = mr, n un entero. Los ceros de g(x) = cos x 
son x = (2n + 1 )ir/2, n un entero. 

La gràfica de/(x) = sen x es simétrica con respecto al origen. La gràfica de g(x) 

= cos x es simétrica con respecto al eje y. 

Las funciones /(x) = sen x y g(x) = cos x son continuas en el intervalo 

( — oo ? co). 


Al aplicar la ley distributiva, el resultado en (2) con frecuencia se escribe x = irl2 + mr. 
Como hicimos en los capitulos 2 y 3, se pueden obtener variaciones de las gràficas bàsi- 
cas de seno y coseno mediante transformaciones rfgidas y no rfgidas. En lo que queda de està 
descripción examinaremos gràficas de funciones de la forma 

y = Asen(fix + C) + D obien y = Acos(Bx + C) + D, ( 1 ) 

donde A, B, C y D son constantes reales. 

■ Gràficas de y = A sen x + D y y = A cos x + D Comenzaremos examinando los 
casos especiales de (1): 


y = Asenx y y = Acosx. 

Para A > 0, las gràficas de esas funciones son un estiramiento vertical o una compresión 
vertical de las gràficas de y = sen x o de y = cos x. En el caso de A < 0, las gràficas también 
se reflejan en el eje x. Por ejemplo, corno muestra la FIGURA 9.2.4, se obtiene la gràfica de y 
= 2 sen x estirando verticalmente la gràfica de y = sen x por un factor de 2. Nótese que los 
valores màximo y minimo de y = 2 sen x estàn en los mismos valores de x que los valores 
màximos y minimos de y = sen x. En generai, la distancia màxima de cualquier punto en 
la gràfica de y = A sen x, o y = A cos x, al eje x, es | A |. Al numero | A | se le llama amplitud 
de las funciones o de sus gràficas. La amplitud de las funciones bàsicas y = sen xyy = cosx 
es | A | = 1. En generai, si una función periódica/es continua, entonces, en un intervalo cerrado 
de longitud igual a su periodo,/tiene un valor màximo M y también un valor minimo m. La 
amplitud se define por 


amplitud = \ \_M — m\. 


( 2 ) 


EJEMPLO 1 


Gràfica de coseno comprimida verticalmente 


Graficary = ^cosx. 


Solución La gràfica de y = — \ cos x es la de y = cos x comprimida verticalmente por 
un factor de l, y reflejada después en el eje x. Si A = — j, se ve que la amplitud de la 
función es | A | = | — 11 = \. La gràfica de y = — \ cos x en el intervalo [0, 27 t] se muestra 
en rojo en la FIGURA 9.2.5. = 


Las gràficas de 


y = Asenx + D y y = Acosx + D 
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FIGURA 9.2.4 Estiramiento vertical 
de y = sen x 


y 



-i 

y = cos x 


FIGURA 9.2.5 Gràfica de la función 
del ejemplo 1 
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FIGURA 9.2.6 Gràfica de y = 2 sen x 
desplazada 1 unidad hacia arriba 


Tenga cuidado aqui; sen 2x 2 
senx 



y = cos x 


FIGURA 9.2.8 Gràfica de la función 
del ej empio 2 
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son las gràficas de y = A sen x y y = A cos x desplazadas verticalmente hacia arriba cuando 
D > 0, y hacia abajo cuando D < 0. Por ejemplo, la gràfica de y = 1 +2 sen x es la gràfica 
de y = 2 sen x (figura 9.2.4) desplazada 1 unidad hacia arriba. La amplitud de la gràfica de 
y = A senx + D, o de y = A cosx + D sigue siendo| A |. Nótese que en la gràfica de la FIGURA 

9.2.6, el màximo de y = 1 +2 sen x es y = 3, en x = 7t/ 2, y el minimo es y = — 1 en x = 
37J-/2. De acuerdo con (4), la amplitud de y = 1 + 2 sen x es, entonces, \ [3 — ( — 1 )] = 2. 

Si se interpreta a x corno comodfn para apartar lugar, en las ecuaciones (1) y (2), se 
pueden determinar las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de las gràficas de las 
funciones seno y coseno, de la forma y = A sen Bx y y = A cos Bx (que veremos a continua- 
ción). Por ejemplo, para resolver sen 2x = 0, de acuerdo con (1) sucede que 

2x = mr de modo que x = \mr, n = 0, ±1, ±2,.. . , 

esto es, x = = 7r,±§7r,±f7r = 27 t, y asf sucesivamente. Véase la FIGURA 

9.2.7. 



y = sen x 

FIGURA 9.2.7 Comparación de las gràficas de y = sen x 
y y = sen 2x 

■ Gràficas de y = A sen Bx y de y = A cos Bx Ahora examinaremos la gràfica de y = sen 
Bx para B > 0. La función tiene amplitud 1, porque A = 1. Como el periodo de y = sen x es 
27 t, un ciclo de la gràfica de y = sen Bx comienza en x = 0 y se comenzaràn a repetir sus 
valores cuando Bx = 2i t. En otras palabras, un ciclo de la función y = sen Bx se completa 
en el intervalo definido por 0 < Bx < 2tt. Està desigualdad se divide entre B, y se ve que el 
periodo de la función y = sen Bx es 2tt/B, y que la gràfica en el intervalo [0, 2ir/B\ es un 
ciclo de su gràfica. Por ejemplo, el periodo de y = sen 2x es 2tt/2 = ir, por lo que un ciclo 
de la gràfica se completa en el intervalo [0, 7r]. La figura 9.2.7 muestra que se completan dos 
eidos de la gràfica de y = sen 2x (en rojo y en azul) en el intervalo [0, 2tt], mientras que la 
gràfica de y = sen x (en verde) ha completado sólo un ciclo. En términos de transformaciones, 
se puede caracterizar el ciclo de y = sen 2x en [0, 7r] corno una compresión horizontal del 
ciclo de y = sen x en [0, 27 t]. 

En resumen, las gràficas de 

y = Asenfix y y = AcosBx 
para B > 0 tienen amplitud | A | y periodo 2tt!B, las dos. 


EJEMPLO 2 


Gràfica del coseno comprimida horizontalmente 


Determinar el periodo de y = cos 4x y graficar la función. 


Solución En razón de que B — 4, se ve que el periodo de y = cos 4x es 27t/4 = tt/2. Se 
bega a la conclusión que la gràfica de y = cos 4x es la de y = cos x comprimida horizon¬ 
talmente. Para graficar la función se traza un ciclo del coseno con amplitud 1 en el in¬ 
tervalo [0, 7 t/2 ] y a continuación se usa la periodicidad para extender la gràfica. La FIGURA 
9.2.8 muestra cuatro eidos completos de y = cos 4x (el ciclo bàsico en rojo, y la gràfica 
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extendida en azul) y un ciclo de y = cos x (en verde) en [0, 2 77 ], Nótese que y = cos 4x llega 
a su minimo en x = 77/4, porque cos 4(7 t/4 ) = cos 77 = — 1, y llega a su màximo en x = 
77 / 2 , porque cos 4 ( 77 / 2 ) = cos 277 = 1. = 

Si B < 0 en y = A sen Bx o y = A cos Bx, se pueden usar las propiedades par/impar (vea 
(8) de la sección 9.1) para escribir la función con B positiva. Esto se ve en el siguiente ejem- 
plo. 


EJEMPLO 3 


Gràfica del seno estirada horizontalmente 


Determinar la amplitud y el periodo de y = sen ( — |x). Graficar la función. 


Solución Como se requiere que B > 0, usaremos sen (— x) = —sen x para reformular la 
función corno sigue: 


y = sen( — jx) = —sen \x. 

Si se identifica A = -1, se ve que la amplitud es |A | = | — 1 1 = 1. Ahora bien, con B = \ , 
se ve que el periodo es 2tt!\ = 477. Por consiguiente se puede interpretar al ciclo de 
y = —sen]x en [0, 477 ] corno un estiramiento horizontal y una reflexión (en el eje x, por¬ 
que A < 0) del ciclo de y = sen x en [0, 27r]. La FIGURA 9.2.9 muestra que en el intervalo 
[0, 477 ], la gràfica de y = —sen kx (en azul) completa un ciclo, mientras que la gràfica de 
y = sen x (en verde) hace dos eidos. = 


y = -sen^x 



- 1 - 


Vr \ìn /4n 

y = sen x 


FIGURA 9.2.9 Gràfica de la función 
del ejemplo 3 


■ Gràficas dey= A sen (Bx + C) y y= A cos (Bx + C) Hemos visto que las gràficas bàsi- 
cas de y = sen xyy = cos x se pueden estirar o comprimir verticalmente (y = A sen xyy = 
A cos x), se pueden desplazar verticalmente (v = A sen x + D y y = A cos x + D), y estirarse 
o comprimirse horizontalmente (v = A sen Bx + D y y = A cos Bx + D). Las gràficas de 

y = A sen(Bx + C) + D y y = A cos (Bx + C) + D 

son las gràficas de y = A sen Bx + D y y = A cos Bx + D desplazadas horizontalmente. 

En el resto de està descripción nos concentraremos en las gràficas de y = A sen (Bx + C) 
y y = A cos (Bx + C). Por ejemplo, de acuerdo con la sección 5.2, la gràfica de y = cos (x — 
77 / 2 ) es la gràfica bàsica del coseno desplazada hacia la derecha. En la FIGURA 9.2.10 la 
gràfica de y = cos (x — 7r/2) (en rojo) en el intervalo [0, 277 ] es un ciclo de y = cos x en el 
intervalo [— 77 / 2 , 377/2] (en azul), pero desplazada horizontalmente 77/2 unidades hacia la 
derecha. De igual modo, las gràficas de y = sen (x + 77 / 2 ) y y = sen (x — tt/2) son las 
gràficas bàsicas del seno desplazadas tt/2 unidades hacia la izquierda y hacia la derecha, 
respectivamente. Véanse las FIGURAS 9.2.11 y 9.2.12. 

Si se comparan las gràficas en rojo de las figuras 9.2.10 a 9.2.12 con las gràficas de las 
figuras 9.2.2 y 9.2.3, se ve que 

• la gràfica del coseno desplazada tt/2 unidades hacia la derecha es la gràfica del 
seno, 




FIGURA 9.2.10 Gràfica del seno des- FIGURA 9.2.11 Gràfica del seno des¬ 
plazada horizontalmente plazada horizontalmente 



FIGURA 9.2.12 Senoide desplazada 
horizontalmente 
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• la gràfica del seno desplazada tt/2 unidades hacia la izquierda es la gràfica del coseno y 

• la gràfica del seno desplazada 7 t/ 2 unidades hacia la derecha es la gràfica del coseno 
reflejada en el eje x. 

En otras palabras, hemos comprobado gràficamente las identidades 


77 \ / 77 

cosi x - = senx, sen x H- 

2 V 2 


= cosx 


sen x — 


= —cosx. 


(3) 


Ahora examinaremos la gràfica de y = A sen (Bx + C) para B > 0. Como los valores de 
sen (Bx + C) van de — 1 al, entonces A sen (Bx + C) varia entre —A y A. Esto es, la ampli- 
tud de y = A sen (Bx + C) es | A |. También, corno Bx + C varia de 0 a 2ir, la gràfica hace un 
ciclo completo. Al resolver Bx + C = 0yBx + C= 2ir , se ve que un ciclo se completa 
cuando x varia de —CIB hasta (277 — C)/B. Por consiguiente, la función y = A sen (Bx + C) 
tiene corno periodo 

277 - C _ ( _C_\ _ 277 
B V Bj ~ B ' 

Ademàs, si /(x) = A sen Bx, entonces 


C 


B 


fi x H-) = A senZ/f x H-) = A sen(/?x + C) 


B 


(4) 


El resultado de (4) indica que se puede obtener la gràfica de y = A sen (Bx + C) desplazando 
la gràfica de f(x) = A sen Bx horizontalmente, una distancia \ C \ /B. Si C < 0, el desplaza- 
miento es hacia la derecha, mientras que si C > 0, el desplazamiento es hacia la izquierda. 
El numero | C \ /B se llama desplazamiento de fase, o desfasamiento, de la gràfica de v = A 
sen (Bx + C). 


Téngalo en cuenta. 


EJEMPLO 4 


Ecuación de un coseno desplazado 


La gràfica de y = 10 cos 4x està desplazada 77/12 unidades hacia la derecha. Deducir su 
ecuación. 

Solución Si se escribe/(x) =10 cos 4x y se aplica la ecuación (4), se ve que 



10 cos 4| 


x 



o sea 


y 


= 10 cos 




En la ultima ecuación se identificarla a C = —77/3. El desplazamiento de fase es 77/12. = 


► 


Como cosa pràctica, el desplazamiento de fase de y 
sacando B corno factor conuin de Bx + C. 

y = Asen(Bx + C) = AsenZ?| 

Por comodidad, resumiremos la información anterior. 


A sen (Bx + 



C ) se puede obtener 


GRÀFICAS DE UN SENO O COSENO DESPLAZADAS 


Las gràficas de 

y = A sen (Bx + C) y y = A cos (Bx + C), B > 0, 


son, respectivamente, las de y = A sen Bxy y = A cos Bx, desplazadas horizontalmente 
| C\/B. El desplazamiento es hacia la derecha si C < 0, y hacia la izquierda si C > 0. 
El numero | C \/B se llama desplazamiento de fase. La amplitud de cada gràfica es 
| A | y el periodo de cada gràfica es 2tt/B. 
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EJEMPLO 5 


Gràfica del seno desplazada horizontalmente 


Graficar y = 3 sen (2x — tt/3). 


Soluciòn Para comparar, primero graficaremos y = 3 sen 2x. La amplitud de v = 3 sen 
2x es | A | = 3, y su periodo es 2ttI2 = tt. Asf, un ciclo de y = 3 sen 2x se completa en el 
intervalo [0, 7r]. Entonces, extendemos la gràfica hacia el intervalo adyacente [tt, 2t t], corno 
se indica en azul en la FIGURA 9.2.13. A continuación se vuelve a escribir y = 3 sen (2x — 
tt/3) sacando 2 corno factor comun de 2x — tt/3: 


y = 3 seni 



3sen2| 


x 



En està ultima forma se ve que el desplazamiento de fase es 7t/6. La gràfica de la función 
dada, que se ve en rojo en la figura 9.2.13, se obtiene desplazando 7t/6 unidades hacia la 
derecha la gràfica de y = 3 sen 2x. Recuerde que eso quiere decir que si (x, y) es un punto 
en la gràfica en azul, entonces (x + tt/6, y) es el punto correspondiente en la gràfica roja. 
Por ejemplo, x = 0 y x = 77 son dos coordenadas x de intersecciones con el eje x de la 
gràfica en azul. Por consiguiente, x = 0 + 7t/6 = 77/6 y x = 7 r + 7t/6 = 7tt/6 son coor¬ 
denadas x de intersecciones con el eje x de la gràfica en rojo, desplazada. Estos numeros 
se indican con flechas en la figura 9.2.13. = 


EJEMPLO 6 


Gràficas desplazadas horizontalmente 


Determinar la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y la dirección del desplaza¬ 
miento horizontal de cada una de las funciones siguientes. 


a) y = 15 cosi 


5x — 



b) y = —8sen 


2x + 



Solución 

a) Primero se identifican A = 15, B = 5 y C = —3ttI2. Entonces, la amplitud es |A | = 
15, y el periodo es 2ttIB = 2ttI5. El desplazamiento de fase se puede calcular ya sea 
por (|—3'7 t|/2)/5 = 3 tt! 10, o bien ordenando la función corno sigue: 

( 3tt 
y = 15cos5 x - 

7 V 10 

La ùltima forma indica que la gràfica de y = 15 cos (5x — 3tt/2) es la gràfica de 
y = 15 cos 5x desplazada 37 t/ 10 unidades hacia la derecha. 

b ) Como A = — 8, la amplitud es | A | = | — 8 1 =8. Con B = 2, el periodo es 2n/2 = tt. 
El 2 se saca corno factor comun de 2x 4- 77 -/ 4 , y queda 

y = —8sen^2x + — ^ = —8sen2^x + — 

y se ve que el desplazamiento de fase es 77/8. La gràfica de y = —8 sen (2x + 7 t/4 ) 
es la de y = — 8 sen 2x desplazada 7r/8 unidades hacia la izquierda. = 


EJEMPLO 7 


Gràfica del coseno desplazada horizontalmente 


Graficar y = 2 cos (77X + 77). 


Solución La amplitud de y = 2 cos 77X es | A | = 2, y el periodo es 2tt/tt = 2. Entonces, 
un ciclo de y = 2 cos 7rx se completa en el intervalo [0, 2]. En la FIGURA 9.2.14 se muestran 
dos eidos de la gràfica de y = 2 cos 7rx. Las intersecciones con el eje x de està gràfica 
corresponden a los valores de x para los cuales cos 7rx = 0. De acuerdo con (2), eso quie¬ 
re decir que 7rx = (2 n + l)7r/2, o sea x = (2 n + l)/2, n un entero. En otras palabras, para 
ri = 0, — 1, 1, ~2, 2, — 3,.. . se ve que x = ±^, ±|, ±§, y asf sucesivamente. Ahora, si 
se reacomoda la función dada corno sigue: 


y = 2 cos 7r(x + l) 



FIGURA 9.2.13 Gràfica de la función 
del ejemplo 5 


y = 2 cos(7rx + k) 



—2 y — 2 cos kx 

FIGURA 9.2.14 Gràfica de la función 
del ejemplo 7 
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se ve que el desplazamiento de fase es 1. La gràfica de y = 2 cos (ttx + tt) (en rojo) en la 
figura 9.2.14 se obtiene desplazando la gràfica de y = 2 cos ttx una unidad hacia la izquierda. 
Eso quiere decir que las intersecciones con el eje x son iguales para ambas gràficas. = 



FIGURA 9.2.15 Gràfica de la 
corriente del ejemplo 8 


EJEMPLO 8 


Corriente alterna 


La corriente I (en amperes) que pasa por un conductor de un circuito de corriente alterna 
se determina con I(t) = 30 sen 1207 Tt, donde t es el tiempo expresado en segundos. Trazar 
el ciclo de la gràfica. 6 Cuàl es el valor màximo de la corriente? 


Solución La gràfica tiene una amplitud de 30, y su periodo es 27r/1207r = 6 ' 0 . Por con- 
siguiente, se traza un ciclo de la gràfica del seno bàsica en el intervalo [0, ^], corno se ve 
en la FIGURA 9.2.15. En la figura se ve que el valor màximo de la corriente es I = 30 am¬ 
peres, y se presenta cuando t = 2 Ì 0 de segundo, ya que 


/( 2 ^o) = 30sen(l207 


24 o ) = 30 sen y = 30. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-22. 


En los problemas 1 a 6 aplique las técnicas de desplazar, esti- 
rar, comprimir y reflejar, para trazar al menos un ciclo de la 
gràfica de la función. 

1. y = \ + cosx 

2 . y = — 1 + cosx 

3. y = 2 — senx 

4. y = 3 4- 3senx 

5. y = —2 + 4cosx 

6. y = 1 — 2senx 

En los problemas 7 a 10, la figura muestra un ciclo de una 
senoide o cosenoide. De acuerdo con la figura, determine A 
y D y deduzca una ecuación de la forma y = A sen x + D, 
o y = A cos x + D de la gràfica. 



FIGURA 9.2.16 Gràfica del problema 7 




FIGURA 9.2.18 Gràfica del problema 9 



FIGURA 9.2.19 Gràfica del problema 10 
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En los problemas 11 a 16, use las relaciones (1) y (2) de la 
sección 9.2 para determinar las intersecciones con el eje x de 
la gràfica de la función indicada. No trace la gràfica. 

11. y = sen7rx 

12 . y = —cos2x 

13. y = lOcos — 

2 

14. .v = 3sen(—5x) 



16. y = cos(2x — 7r) 

En los problemas 17 y 18, determine las intersecciones con el 
eje x de la gràfica de la función, en el intervalo [0, 27 t]. A 
continuación, aplicando la periodicidad, determine todas las 
intersecciones. 

17. y = — 1 + senx 

18. y = 1 — 2cosx 

En los problemas 19 a 24, la figura muestra un ciclo de una 
gràfica del coseno o seno. De acuerdo con la figura, deter¬ 
mine A y B, y deduzca una ecuación de la forma y = A sen 
Bx o y = A cos Bx de la gràfica. 



FIGURA 9.2.20 Gràfica 
del problema 19 



FIGURA 9.2.21 Gràfica 
del problema 20 



FIGURA 9.2.22 Gràfica 
del problema 21 



FIGURA 9.2.23 Gràfica 
del problema 22 



FIGURA 9.2.24 Gràfica del 
problema 23 



FIGURA 9.2.25 Gràfica del 
problema 24 


En los problemas 25 a 32, determine la amplitud y el periodo 
de la función. Trace cuando menos un ciclo de la gràfica. 


25. 

y = 

4 sen ttx 

26. 

y = 

X 

—5sen— 

2 

27. 

y = 

^3cos27rx 

28. 

y = 

5 

—cos4x 

2 

29. 

y = 

2 — 4 senx 

30. 

y = 

2 — 2sen7rx 

31. 

y = 

2 x 

1 + cos— 

3 

32. 

y = 

7 TX 

— 1 + sen— 
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En los problemas 33 a 42, determine amplitud, periodo y des- 
plazamiento de fase de la función. Trace al menos un ciclo de 
la gràfica. 



En los problemas 49 y 50, verifique gràficamente la identi- 
dad. 

49. cos(x + 7r) = — cosx 

50. sen(x + 77 ) = —senx 


34. y 

35. y 

36. y 

37. y 

38. y 

39. y 

40. y 

41. y 

42. y 


sen 3x- 

4 


cos x + 


—2 cos 2x — 


3tt 

4cos ( 2x-— 


3 sen 2x + 


4 

, .. 77 

3 sen- 

.2 3 


—cos | — — 77 


-4 sen 


77 77 

—x- 

3 3 


477 

2cos ( —2ttx -— 


= Aplicaciones diversas 

51. Pènduto E1 desplazamiento angular 0 de un péndulo, 
respecto a la vertical en el momento t segundos, se deter¬ 
mina con 0(t) = 6 0 cos cot, donde 0 O es el desplazamiento 
inicial cuando t = 0 segundos. Véase la FIGURA9.2.26. Para 
t 0 = 2 rad/s y 0 O = 77/ 10 , trace dos eidos de la función 
resultante. 



del problema 51 


En los problemas 43 y 44, escriba la ecuación de la función 
cuya gràfica se describe en palabras. 

43. La gràfica de y = cos x se estira verticalmente por un 
factor de 3, y a continuación se desplaza 5 unidades hacia 
abajo. Un ciclo de y = cos x en [0, 277 ] se comprime a [0, 
77 / 3 ] y el ciclo comprimido se desplaza ir/4 unidades 
horizontalmente hacia la izquierda. 

44. Un ciclo de y = sen x en [0, 277] se estira hasta [0, 877] y a 
continuación, el ciclo estirado se desplaza 77 /12 unidades 
horizontalmente hacia la derecha. La gràfica también 
se comprime verticalmente por un factor de f, y a conti¬ 
nuación se refleja en el eje x. 

En los problemas 45 a 48, determine las funciones seno y 
coseno, desplazadas horizontalmente, de manera que cada 
función satisfaga las condiciones dadas. Grafique las fun¬ 
ciones. 

45. Amplitud 3, periodo 277/3. desplazada 77/3 unidades hacia 
la derecha. 

46. Amplitud §, periodo 77, desplazada 77/4 unidades hacia la 
izquierda. 

47. Amplitud 0.7, periodo 0.5, desplazada 4 unidades hacia la 
derecha. 

48. Amplitud periodo 4, desplazada 1/277 unidades hacia la 
izquierda. 


52. Corriente En cierto circuito eléctrico, la corriente I, en 
amperes, cuando el tiempo es f, en segundos es 

l(t) = 10cos^l2077t + — 

Trace dos eidos de la gràfica de I en función del tiempo t. 

53. Profundidad del agua La profundidad d del agua, a la 
entrada de un puerto pequeno cuando el tiempo es t, se 
modela con una función de la forma 

d{t) = AsenZ/^r — — ^ + C, 

donde A es la mitad de la diferencia entre las profundida- 
des cuando las mareas son altas y bajas; 2tt/B, B> 0, es 
el periodo de la marea y C es la profundidad promedio. 
Suponga que el periodo de la marea es de 12 horas, que 
la profundidad en la pleamar (marea alta) es de 18 pies, y 
que en la bajamar es de 6 pies. Trace dos eidos de la 
gràfica de d. 

54. Temperatura Fahrenheit Suponga que 

T{t) = 50 + 10sen—(/ — 8), 

0 < t < 24 es un modelo matemàtico de la temperatura 
Fahrenheit a las t horas después de medianoche, en cierto 
dia de la semana. 
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a) ^Cuàl es la temperatura a las 8 a.m.? 

b ) i A cuàl o cuàles horas T (t) = 60? 

c) Trace la gràfica de T. 

d) Calcule las temperaturas màxima y minima, y los tiem- 
pos en que se presentan. 


57. f(x) = 1 + (cosx) 2 

58. f(x) = xsenx 

= Para la discusión 


= Problemas para calculadora 

En los problemas 55 a 58, use una calculadora para investigar 
si la función es periòdica. 

55. f(x) = sen 


En los problemas 59 y 60, busque el periodo de la función 
dada. 

59. f(x) = senjxsen2x 

60. f(x) = senfx + cosfx 



56. f(x) 


1 

sen2x 


| 9.3 Gràficas de otrasfuncionestrigonométricas 


■ Introducción Se definen cuatro funciones trigonométricas màs, en términos de recfpro- 
cos y cocientes de las funciones seno y coseno. En està sección examinaremos las propieda- 
des y las gràficas de estas nuevas funciones. 

Comenzaremos con unas definiciones. 


Definición 9.3.1 Otras cuatro funciones trigonométricas 

Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se representan por tan x, cot x, 
sec x y esc x, respectivamente, y se definen corno sigue: 


senx 

tanx = - , 

cosx 


cosx 

cotx = - , 

senx 


( 1 ) 


1 

secx = — 


1 

cscx =- 


( 2 ) 


cosx 


senx 


Observe que las funciones tangente y cotangente se relacionan corno sigue: 

cosx 1 1 

cotx =-=-=- . 

senx senx tanx 

cosx 

De acuerdo con las definiciones en (2) y con el resultado anterior, cot x, sec x y esc x se llaman 

funciones reciprocas. 

■ Dominio y contradominio Debido a que las funciones en (1) y (2) son cocientes, el 
dominio de cada función consiste en el conjunto de los numeros reales, excepto aquellos 
numeros para los cuales el denominador es cero. Hemos visto en (2), de la sección 9.2, que 
cos x = 0 cuando x = (2 n + V)tt/ 2, n = 0, ±1, ±2, ..., y asf 

• el dominio de tanx y de sec x es {x|x (2 n + 1)7t/2, n = 0, ±1, ±2,. . . }. 

De igual manera, de acuerdo con (1) de la sección 9.2, sen x = 0 para x = mr, n = 0, ±1, 
±2, . . . , por lo que 

• el dominio de cot x y de esc x es {x|x # nir, n = 0, ±1, ±2,.. . }. 
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Ya sabemos que los valores de las funciones seno y coseno estàn acotados, esto es, que 
| sen x | < 1 y | cos x \ < 1. De acuerdo con estas desigualdades, 


y. 

tanx<0 
cot x < 0 
sec x < 0 
esc x > 0 

tan x > 0 
cot x > 0 
sec x > 0 
esc x > 0 

tan x > 0 

tan x < 0 

m cot x > 0 

cot x < 0 

sec x < 0 

sec x > 0 

esc x < 0 

esc x < 0 


FIGURA 9.3.1 Signos de las funcio¬ 
nes tan x, cot x, sec x y esc x en los 
cuatro cuadrantes 


y 


seex = 

1 

1 

cosx 

cosx 

cscx| = 

1 

1 

senx 

senx 


> ì 


> ì. 


(3) 

(4) 


Recuerde que una desigualdad corno (3) quiere decir que sec x > 1, o sec ;c < — 1. Por con- 
siguiente, el contradominio de la función secante es (—°°, — 1] U [1, °°). La desigualdad en 
(4) implica que la función cosecante tiene el mismo contradominio (—°°, — 1] U [1, °°). Cuando 
se consideran las gràficas de las funciones tangente y cotangente se ve que tienen el mismo 
contradominio: (—°°, °°). 

Si se interpreta a x corno un àngulo, la FIGURA 9.3.1 ilustra los signos algebraicos de las 
funciones tangente, cotangente, secante y cosecante en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se 
verifican con facilidad usando los signos de las funciones seno y coseno que aparecen en la 
figura 9.1.4. 




X 

0 

ir 

6 

77 

4 

77 

3 

77 

2 

tanx 

0 

1 

V3 

1 

V3 

- 

cotx 

- 

V 3 

1 

1 

V3 

0 

seex 

1 

2 

V3 

V2 

2 

- 

esex 

- 

2 

V2 

2 

V! 

1 


EJEMPLO 1 


Regreso al ejemplo 3 de la sección 9.1 


Determinar tan x, cot x, sec x y esc x para x = — 7r/6. 
Solución En el ejemplo 3 de la sección 9.1 se vio que 


( 7T \ 

77 

1 


( 77 1 

77 

(-6 

= —sen— = 
6 

~ 2 

y 

C0S \ 6 ) 

= cos— 
6 


Por consiguiente, de acuerdo con las definiciones en (1) y (2): 


V 3 

2 


77 \ _ - 1/2 

6 / _ V ^/2 


1 

V 3 ’ 




sec 


1 


V 3/2 V 3 ’ 


CSC-= 


- 1/2 


= - 2 . 


También se podrfa haber 
usado cot x = 1 /tan x 


La tabla 9.3.1, que résumé algunos valores importantes de la tangente, cotangente, secante 
y cosecante, se formò usando los valores de seno y coseno de la sección 9.3. Un guión en la 
tabla indica que la función trigonomètrica no està definida en ese valor de x en particular. 


Véanse también los problemas 49 
y 50 en los ejercicios 9.2. 


► 


■ Periodicidad Como las funciones seno y coseno son periódicas cada 277, cada una de 
las funciones en (1) y en (2) tienen un periodo de 2ir. Pero, de acuerdo con el teorema 9.1.3 
de la sección 9.1, 


iv) del teorema 9.1.3 

/*■ A N 

sen(x + 77 ) — senx 

tan (x + 77) =-=-= tanx. 

cos(x + 77) —cosx 

V_ v _> 

iii) del teorema 9.1.3 


(5) 


Entonces, la expresión (5) implica que tan x y cot x son periódicas, con un periodo p < 77. Ln 
el caso de la función tangente, tan x = 0 sólo si sen x = 0; esto es, sólo si x = 0, ±77, ± 277 y 
asf sucesivamente. Por consiguiente, el nùmero p positivo menor para el cual tan {x + p) = 
tan x es p = 77. La función cotangente tiene el mismo periodo, porque es reciproca de la fun¬ 
ción tangente. 

Las funciones secante y cosecante son periódicas, con periodo 2tt. Por consiguiente. 


sec (x + 2tt) = sec x y esc (x + 2tt) = esc x 


(6) 


para todo nùmero reai x para el cual estén definidas las funciones. 
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Las funciones tangente y cotangente son periódicas, con periodo 77 . Por consiguiente, 
tan (x ± 77 ) = tanx y cot {x + tt) = cotx (7) 

para todo nùmero reai x para el cual estén definidas las funciones. 


■ Graficas de y = tan xy y = cot x Los numeros que hacen que los denominadores de tan 
x, cot x, sec x y esc x sean iguales a cero corresponden a asmtotas verticales en sus graficas. 
Por ejemplo, recomendamos al lector que con una calculadora verifique que 


tanx —» — oo corno x —» — - 


tanx ■ 


oo corno x ■ 


◄ 


Es un buen momento para repasar 
el recuadro (7) de la sección 6.6. 


En otras palabras, x = —tt/2 y x = tt/2 son asmtotas verticales. La gràfica de y = tan x en el 
intervalo {—tt/2, tt/2), que muestra la FIGURA 9.3.2 es un ciclo de la gràfica de y = tan x. 
Aplicando la periodicidad se puede extender el ciclo de la figura 9.3.2 a intervalos adyacen- 
tes de longitud tt, que se ven en la FIGURA 9.3.3. Las intersecciones con el eje x en la gràfica 
de la función tangente estàn en (0, 0), (±7r, 0), (±277, 0), . .., y las asmtotas verticales de la 
gràfica son x = ±tt/2, ±3-77/2, ±5-77/2, . . . 

La gràfica de y = cot x se parece a la gràfica de la función tangente, véase la FIGURA 9.3.4. 
En este caso, la gràfica de y = cot x en el intervalo (0, 77) es un ciclo de la gràfica de y = cot 
x. Las intersecciones con el eje x de la función cotangente estàn en (±77/2, 0), (±3-77/2, 0), 
(±577/2, 0). . . y las asmtotas verticales de la gràfica son x = 0, ±77, ±277, ±377,.... 





FIGURA 9.3.2 Un ciclo de la gràfica 
de y = tan x 


Note que las gràficas de y = tan x y y = cot x son simétricas con respecto al origen, 
porque tan (—x) = —tan x, y cot (—x) = —cot x. 


Teorema 9.3.1 Funciones impares 

La función tangente/(x) = tan x y la función cotangente g(x) = cot x son funciones impa¬ 
res tales que 

tan (—x) = —tanx y cot (—x) = — cotx (8) 

para todo nùmero reai x cuyas funciones estàn definidas. 


■ Graficas de sec xy esc x Ya se sabe que paray = sec xy y = esc x, |y | & 1, por lo que 
no puede haber alguna parte de sus gràficas en la faja horizontal — 1 < y < 1 en el plano 
cartesiano. Por consiguiente, las gràficas de y = sec x y y = esc x no tienen intersecciones 
con el eje x. Tanto y = sec x corno y = esc x tienen el periodo 277. Las asmtotas verticales de 
la gràfica de y = sec x son las mismas que las de y = tan x, es decir, x = ±77/2, ±377/2, 
±577/2,. . . Como y = cos x es una función par, también lo es y = sec x = l/cos x. La gràfica 
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de y = sec x es simétrica con respecto al eje y. Por otra parte, las aslntotas verticales de la 
gràfica de y = esc x son iguales a las de y = cot x, es decir, x = 0, ±7r, ±27r, ±377,.. . Como 
y = sen x es una función impar, también lo es y = esc x = 1/sen x. La gràfica de y = esc x 
es simétrica con respecto al origen. Un ciclo de la gràfica de y = sec x en [0, 27 t] se extiende 
al intervalo [—27t, 0] por la periodicidad (o la simetrfa con respecto al eje y) en la FIGURA 9.3.5. 
De igual modo, en la FIGURA 9.3.6 se extendió un ciclo de v = esc x en (0, 27 t) al intervalo 
(—27 t, 0), por periodicidad (o por simetrfa con respecto al origen). 



■ Transformaciones y gràficas En forma parecida a las gràficas de seno y coseno, se 
pueden aplicar transformaciones rfgidas y no rfgidas a las gràficas de y = tan x, y = cot x, 
y = sec x y y = esc x. Por ejemplo, una función corno y = A tan (Bx + C) + D se puede 
analizar corno sigue: 


estiramiento/compresión/reflexión vertical desplazamiento vertical 

; i 

y = Atan (Bx + C) + D (9) 

t t 

estiramiento/compresión horizontal al cambiar el periodo desplazamiento horizontal 


Si B > 0, entonces el periodo de 

y = Atan (Bx + C) y y = Acot (Bx + C) es 7 t/B, (10) 


mientras que el periodo de 


y = Asec (Bx + C) y y = Acsc (Bx + C) es 2tt!B. (11) 


De las seis funciones trigonométri- 
cas, sólo las funciones seno y 
coseno tienen amplitud. 


W' Como se vio en (9), el numero A en cada caso se puede interpretar corno un estiramiento o 
una compresión vertical de la gràfica. Sin embargo, debe uno tener en cuenta que las funcio¬ 
nes en (10) y (11) no tienen amplitud, porque ninguna de ellas tiene un valor màximo ni uno 
minimo. 


EJEMPLO 2 


Comparación de gràficas 


Determinar el periodo, las intersecciones con el eje x y las aslntotas verticales de la gràfica 
de y = tan 2x. Graficar la función en [0, 7r], 


Solución Si hacemos que B = 2, se ve de (10) que el periodo es tt/2. Como tan 2x = sen 
2x/cos 2.1', las intersecciones con el eje x de la gràfica estàn en las ralces de sen 2x. De 
acuerdo con (1), de la sección 9.2, sen 2x = 0 para 


2x = nir de modo que x = kmr, n = 0, ±1, ±2,... 
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Esto es, x = 0, ±7t/2, ±2tt/2 = 7 r, ±3tt/2, ±477/2 = 2tt, y asf sucesivamente. Las inter- 
secciones con el eje x estàn en (0, 0), (± 77 / 2 , 0), (±7r, 0), (±377/2, 0), . . . Las asfntotas 
verticales de la gràfica estàn en las rafces de cos 2x. De acuerdo con (2) de la sección 9.2, 
los nùmeros para los que cos 2x = 0 se determinan corno sigue: 

2x = (2 n +l)— de modo que x = (2 n + l) —, n = 0,±1,±2,. . . 

Esto es, las asfntotas verticales son x = ±7t/4, ±37t/4, ±57t/4, . . . En el intervalo [0, 7r], la 
gràfica de y = tan 2x tiene tres cruces con el eje y en (0, 0), (it/2, 0 ) y ( 77 , 0), y dos asfnto- 
tas verticales, x = 7t/4 y x = 3tt/4. En la FIGURA 9.3.7 hemos comparado las gràficas de y 
= tan x y y = tan 2x en el mismo intervalo. La gràfica de y = tan 2x es una compresión 
horizontal de la gràfica de y = tan x. = 



a)y = tan .v en [0, 77] 


EJEMPLO 3 


Comparación de gràficas 


Comparar un ciclo de las gràficas de y = tan xyy = tan (x — tt/4). 


Solución La gràfica de y = tan (x — 7t/ 4) es la de y = tan x desplazada horizontalmente 
tt/4 unidades hacia la derecha. La intersección, (0, 0), de la gràfica de y = tan x, se despla- 
zan a ( 77 / 4 , 0) en la gràfica de y = tan (x — tt/4). Las asfntotas verticales x = — 7r/2 y x = 
77/2 para la gràfica de y = tan x estàn desplazadas a x = — tt/4 y x = 3tt/4 de la gràfica de 
y = tan (x - 77 / 4 ). En las FIGURAS 9.3.8a) y 9.3 .8 b) se ve, respectivamente, que un ciclo de 
la gràfica de y = tan x en el intervalo (— 77 / 2 , 77 / 2 ) està desplazado hacia la derecha for¬ 
mando un ciclo de la gràfica de y = tan (jc — 77 / 4 ) en el intervalo (— 77 / 4 , 377/4). 





b)y = tan 2x en [0, 77] 

FIGURA 9.3.7 Gràfica de las funcio- 
nes del ejemplo 2 


a) Ciclo de y - tan x />) Ciclo de y = tan (x -ni4) 

en (-n/2, n/2) en (_^/ 4 ; 3n/4) 

FIGURA 9.3.8 Gràfica de las funciones en el ejemplo 3 


Como hicimos en el anàlisis de las gràficas de 3 ; = A sen (Bx + C) y y = A cos (Bx + Cj, 
se puede determinar la cantidad de desplazamiento horizontal de gràficas de funciones corno 
y = A tan (Bx + C)y y = A sec (Bx + C), sacando el numero B > 0 corno factor comun de 
Bx + C. 


EJEMPLO 4 


Dos desplazamientos y dos compresiones 


Graficary = 2 — isec (3x — ir/2). 


Solución Descompondremos el anàlisis de la gràfica en cuatro partes, que seràn por 
transformaciones. 
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a) Compresión horizontal 



b) Compresión vertical 
y reflexión en el eje x 



c) Traslación horizontal 


FIGURA 9.3.9 Gràfica de la función del ejemplo 5 



d ) Traslación vertical 


i ) Un ciclo de la gràfica de y = sec x sucede en [0, 2v\. Como el periodo de y = sec 3x 
es 27 t/ 3, un ciclo de su gràfica ocupa el intervalo [0, 27r/3]. En otras palabras, la 
gràfica de y = sec 3x es una compresión horizontal de la gràfica de y = sec x. Como 
sec 3x = l/cos 3x, las asmtotas verticales estàn en las rafces de cos 3x. De acuerdo 
con la sección 9.2, se ve que 


3x = (2 n + l)— o sea que x = (2 n + l) —, n = 0, ±1, ±2,. . . 

2 6 

La FIGURA 9.3.9a) muestra dos eidos de la gràfica de y = sec 3x\ un ciclo en [— 2v/3, 0] y 
otro en [0, 2 tt/ 3]. Dentro de esos intervalos, las asmtotas verticales son x = — ir 12, x = 
—77/6, x = v/6 y x = ir 12. 

ii ) La gràfica de y = — ^sec3x es la de y = sec 3x comprimida verticalmente por un 
factor de y después reflejada en el eje x. Véase la figura 9.3.9 b). 

Hi) Se saca a 3 corno factor comùn de 3x — tt/ 2, y se ve en 


y = — ^sec| 



-|sec3( x 



que la gràfica de y = — isec (3x — vi2) es la de y = — ^sec3x, desplazada 7 t/6 
unidades hacia la derecha. Si se desplazan los dos intervalos, [— 2v/3, 0] y [0, 27 t/ 3], 
en la figura 9.3.9 b ), 77-/6 unidades hacia la derecha, se ve en la figura 9.3.9c) que hay 
dos eidos de y = — ^sec (3x — 77-/2) en los intervalos [— 77 -/ 2 , 77/6] y [77/6, 577/6]. 
Las asmtotas verticales x = —77/2, x = — 77/6, x = 77/6 yi = v/2 que se ven en la 
figura 9.3.9b) estàn desplazadas a x = —v/3, x = 0, x = v/3 y x = 2v/3. Observe 
que la intersección con el eje y en (0, — ]) de la figura 9.3.9 b) ahora se mueve a 
(77/6, — 7 ) en la figura 9.3.9c). 

iv) Por ultimo se obtiene la gràfica y = 2 — \ sec (3x — v/2) de la figura 9.3.9 d) 
desplazando la gràfica de y = j sec (3x — 77 / 2 ) en la figura 9.3.9c), dos unidades 
hacia arriba. = 
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9.3 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-23. 


En los problemas 1 y 2 llene la tabla respectiva. 


X 

2tt 

3 

3tt 

4 

577 

6 

7 T 

Itt 

6 

5tt 

4 

4n 

3 

37 T 

2 

5tt 

3 

Itt 

4 

117 T 

6 

277 

tan x 













cotx 














X 

2tt 

3 

3tt 

4 

5tt 

6 

77 

Itt 

6 

57T 

4 

477 

3 

377 

2 

577 

3 

777 

4 

H 77 

6 

277 

seex 













cscx 














En los problemas 3 a 18 determine el valor indicado sin usar 
una calculadora. 


3. cot- 


1377 


4. esc 


377 

'~2 


977 

5. tan— 

2 

6 . sec 777 


7. esc 


8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 


cot 

tan 

tan 

sec 

cot 


3 



IO77 

3 

1777 

6 


13. esc 577 

2977 

14. sec- 

4 

15. sec (-120°) 

16. tan 405° 

17. esc 495° 


18. cot (-720°) 


En los problemas 19 a 22 use la información para determinar 
los valores de las cinco funciones trigonométricas restantes. 

19. tanx = —2, 77/2 < x < 77 

20 . cotx = ^,77 < x < 377/2 

21 . cscx = ^,0 < x < 77/2 

22. secx = —5,77/2 < x < 77 

23. Si 3 cos x = sen x , determine todos los valores de tan x, 
cot x, sec x y esc x. 

24. Si esc x = sec x, determine todos los valores de tan x, cot x, 
sen x y cos x. 


En los problemas 25 a 32 determine el periodo, las intersec- 
ciones con el eje x y las asmtotas verticales de la función. 
Trace al menos un ciclo de la gràfica. 

25. y = tan 77 x 

x 

26. y = tan— 

2 

27. y = cot 2x 

77 jc 

28. y = —cot- 

3 


29. y = tan 


30. y = —cot I x — 


31. y = — 1 + cot 77 x 

( 577 

32. y — tan I x + — 


9.3 Gràficas de otras funciones trigonométricas 
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En los problemas 33 a 40 determine el periodo y las asfntotas 
verticales de la función. Trace al menos un ciclo de la grà¬ 
fica. 

33. y = — sec x 

7 TX 

34. y = 2sec — 

35. y = 3 esc tt x 

X 

36. y = —2csc— 

3 

37. y = sec ^3x - — ^ 

38. y = esc (4x + tt) 

39. y = 3 + esc ^ '2x + — ^ 

40. y = — 1 + sec (x + 2 tt ) 

En los problemas 41 y 42, use las gràficas de y = tan x y 
y = sec x para determinar los nùmeros Ay C para los cuales 
la igualdad indicada es cierta. 


41. cot x = A tan (x + C) 

42. esc x = A sec (x + C) 

= Para la discusión 

43. Ponga la calculadora en modo radiàn y compare los valo- 
res de tan 1.57 y tan 1.58. Explique la diferencia entre esos 
valores. 

44. Use una calculadora en modo radiàn y compare los valores 
de cot 3.14 y cot 3.15. 

45. ^Puede ser 9 esc x = 1 para algun nùmero reai x? 

46. ( : ,Puede ser 7+10 sec x = 0 para algun nùmero reai x? 

47. (.Para cuàles nùmeros reales x se cumple a) sen x < esc xl 
b ) sen x < esc xl 

48. (; Para cuàles nùmeros reales x se cumple a) sec x < cos xl 
b) sec x < cos xl 

49. Describa, y después trace, las gràficas de y = | sec x | y 
y = | esc x |. 

50. Use la definición 5.2.1 para comprobar el teorema 9.3.1, 
es decir, que f(x) = tan x y g(x) = cot x son funciones 
impares. 


| 9.4 Identidades especiales 


■ Introducción En està sección examinaremos identidades trigonométricas. Una identidad 
trigonomètrica es una ecuación o formula donde intervienen funciones trigonométricas, que 
es vàlida para todos los àngulos o nùmeros reales para los cuales estàn definidos ambos lados 
de la igualdad. Hay numerosas identidades trigonométricas, pero sólo se demostraràn las que 
tienen una importancia especial en los cursos de matemàticas y de ciencias. 

Las fórmulas que se deducen en la descripción que sigue se aplican a un nùmero reai x 
y también a un àngulo x expresado en grados o en radianes. 

■ Identidades pitagóricas En la sección 8.2 y 8.4 vimos que el seno y coseno estàn rela- 
cionados por la identidad bàsica sen 2 x + cos 2 x = 1. En la sección 8.4 vimos que al dividir 
a su vez estas identidades entre cos 2 x y luego entre sen 2 x, obtenemos dos identidades màs, 
una relacionada con tarrx al sec 2 x y la otra con cot 2 x al csc 2 x. Estas identidades pitagóri¬ 
cas son tan fundamentales para la trigonometria que las trataremos otra vez para referencias 
futuras. 


Teorema 9.4.1 Identidades pitagóricas 

Si x es un nùmero reai para el que estàn definidas las funciones, 


sen 2 x + cos 2 x = 1, 

(1) 

1 + tan 2 x = sec 2 x, 

(2) 

1 + cot 2 x = csc 2 x. 

(3) 


■ Sustituciones trigonométricas En càlculo, con frecuencia es ùtil usar sustitución trigo¬ 
nomètrica para cambiar la forma de ciertas expresiones algebraicas donde intervienen radi- 
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cales. En generai, eso se hace aplicando las identidades pitagóricas. E1 ejemplo que sigue 
ilustra la tècnica. 


EJEMPLO 1 


Replanteo de un radicai 


Transformar \/a 2 — x 1 en una expresión trigonomètrica que no tenga radicales, mediante 
la sustitución x = a sen 9 , a > 0 y — 7 t/2 < 0 < tt / 2 . 

Solución Si x = a sen 9, entonces 


Va 2 - x 2 


Vfl 2 — (asentì) 2 
\/ a 2 — a 2 sen 2 0 
Va 2 (l - sen 2 0) 

Va 2 COS 2 0 . 


ahora use del teorema 9.4.1 


Ya que a > 0 y cos 9 > 0 para — tt /2 < 9 < tt / 2 , el radicai originai es igual que 
\/a 2 — x 2 = \/a 2 cos 1 9 = acos9. 


■ Fórmulas de suma y diferencia Las fórmulas de suma y diferencia de las funciones 
coseno y seno son identidades que reducen cos (x( + x 2 ), cos {x\ — x 2 ), sen (x[ + x 2 ) 
y sen (x, — x 2 ) a expresiones que contienen cos x h cos x 2 , sen x l y sen x 2 . Aqur deduciremos 
primero la fòrmula de cos {x\ — x 2 ), y después usaremos el resultado para obtener las 
demàs. 

Por comodidad, supongamos que x 1 y x 2 representan àngulos expresados en radianes. 
Como se ve en la FIGURA 9.4.1 a), sea d la distancia entre P(x 1 ) y P(x 2 ). Si se coloca al àngulo 
Xj — x 2 en posición normal, corno se ve en la figura 9.4.1/?), entonces d también es la distan¬ 
cia entre P(x! — x 2 ) y P(0). Al igualar los cuadrados de esas distancias se obtienen 

(cos*! — cosx 2 ) 2 + (senx, — senx 2 ) 2 = (cos(x! — x 2 ) — l) 2 + sen 2 (x! — x 2 ) 
o sea cos 2 Xj — 2 cosx, cosx 2 + cos 2 x 2 + serrxj — 2 senx t senx 2 + sen 2 x 2 
= cos 2 (x! — x 2 ) — 2cos(x! — x 2 ) + 1 + sen 2 (x t — x 2 ). 



FIGURA 9.4.1 La diferencia de dos àngulos 


En vista de la identidad (1), 

cos 2 Xj + seirxj = 1, cos 2 x 2 + sen 2 x 2 = 1, cos 2 (xj — x 2 ) + sen 2 (x t — x 2 ) = 1, 
por lo que la ecuación anterior se simplifica a 

cos(x] — x 2 ) = cosxj cosx 2 + senxj senx 2 . 
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Este ùltimo resultado se puede poner en acción de inmediato, para determinar el coseno de 
la suma de dos àngulos. Como X\ + x 2 se pueden expresar corno la diferencia x 2 — (~x 2 ), 

COS (jC] + x 2 ) = cos (x t — ( — X 2 )) 

= cos jqcos(— x 2 ) + senxj sen(— x 2 ). 

De acuerdo con las identidades par-impar, cos (— x 2 ) = cos x 2 , y sen (— x 2 ) = — sen x 2 ; enton- 
ces, el ultimo renglón es lo mismo que 

cos (^! + x 2 ) = cosx t cos x 2 — senxj senx 2 . 

Los dos resultados que acabamos de obtener se resumen a continuación. 


Teorema 9.4.2 Fórmulas de suma y diferencia del coseno 

Para todos los numeros reales X\ y x 2 , 


cos (xj + x 2 ) = cosxiCosx 2 — senxj sen x 2 , 

(4) 

cos (xj — x 2 ) = cosx!Cosx 2 + senX]Senx 2 . 

(5) 


EJEMPLO 2 


Coseno de una suma 


Evaluar cos (77 t/12 ). 


Solución No hay forma de evaluar cos (777/12) directamente. Sin embargo, obsérvese 
que 


/ 77 77 77 

— radianes = 105° = 60° + 45° =-1-. 

12 3 4 

Como 777/12 radianes es un àngulo del segundo cuadrante, el valor de cos ( 1itI\2 ) es 
negativo. Al seguir, la formula de la suma (4) da corno resultado 


esto es (4) del teorema 9.4.2 


777 ( 77 77 \ 77 77 77 77 

cos— = cos-1-= cos—cos-sen—sen — 

12 V 3 4/ 3 4 3 4 

- _ V3 V2 _ V2 

~ 2 2 2 2~4 (1 



Si V2V3 = Vó, este resultado también se puede escribir corno cos (7 tt /12 ) = (V2 - 
\/6)/4. Como \/f> > y/ì, se ve que cos(7 77/12) < 0, corno era de esperarse. = 


Para obtener las identidades correspondientes de suma o diferencia de la función seno, 
usaremos dos identidades: 


( 77 ) 



/ 

COS X- 

V 2 

1 = senx 

y 

sen 1 


= —cosx. 


( 6 ) 


Estas identidades fueron descubiertas en la sección 8.2, al desplazar las gràficas de seno y 
coseno. Sin embargo, los dos resultados en (6) se pueden demostrar ahora, usando (5): 
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77 


cos x-= cos x cos-h sen x sen — = cos x • 0 + sen x ■ 1 = sen x 

2 2 

cero 


cosx = cos ( — — — + X ) = COS [ — — { — - x 


77 

= COS— cos 
2 


2 2 
77 


. 77 

— x + sen — sen 


ecuación en (6). 


Con esto se demuestra la segunda 
ecuación en (6). 


77 


= 0 • cos —— x + 1 • sen —— x 


= — sen x 


Ahora bien, de acuerdo con la primera ecuación de ( 6 ), el seno de la suma x\ + x 2 se 
puede escribir en la forma 


sen (*, + x 2 ) = cos {x ì +x 2 ) — — 


= COS ( x, + ( x 2 - — 


= COSX^OS I x 2 


senxj sen l x 2 


2 

por (6) 


- por (4) 


= cosxjsenxj — senxj(—cosx 2 ). 

Este ultimo renglón se escribe, por tradición, en la siguiente forma: 

sen (x[ + x 2 ) = senxjcos x 2 + cosxjSenx 2 . 

Para obtener la diferencia x 1 — x 2 , de nuevo aplicaremos cos (—x 2 ) = cos x 2 y sen (— x 2 ) = 
— sen x 2 : 

sen (x] — x 2 ) = sen (xj + (— x 2 )) = senxjcos (—x 2 ) + cosx,sen (— x 2 ) 

= senxjCosxT — cosx!senx 2 . 


Teorema 9.4.3 Fórmulas de suma y diferencia del seno 

Para todos los numeros reales .14 y x 2 , 


cos(xj + x 2 ) = cosx!Cosx 2 — senxjsenx; 

(7) 

cos(x! — x 2 ) = cosx!Cosx 2 + senxjsenx; 

(8) 


EJEMPLO 3 


Seno de una suma 


Evaluar sen ( 77 r/ 12 ). 


Solución Procederemos corno en el ejemplo 2, pero usaremos la fòrmula (7) de la 
suma: 


esto es (7) del teorema 9.4.3 


777 [ 77 77 \ 77 77 77 77 

sen— = sen 1 -= sen—cos-b cos— sen— 

12 V 3 4/ 3 4 3 4 

V3 V2 l V2 V2, 

—-1-—-( 1 + V3). 

2 2 2 2 4 v 
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Como en el ejemplo 2, el resultado se puede expresar corno sen 


(7tt/12) = (V2 + Vó)/4. 


Como ya se conoce el valor de cos por el ejemplo 2, también se puede calcular 

el valor de sen (7 tt/ 12 ) aplicando la identidad pitagòrica (1): 

,777 ,777 

sen - -1- cos - — = 1. 

12 12 

Se despeja sen (777/12) y se toma la rafz cuadrada positiva: 

777 


sen- 


12 


= A /1 — cos - 


,777 

12 


= A 1 — 


V^2 


(l - V3) 


4 + 2V3 V2 + V3 


(9) 


Aunque el nùmero en (9) no se parece al resultado que se obtuvo en el ejemplo 3, los valores 
son iguales. Vea el problema 62 en los ejercicios 9.4. 

También hay fórmulas de suma y diferencia de la función tangente. Se puede deducir la 
fòrmula de la suma con las fórmulas de suma del seno y el coseno, corno sigue: 


, . sen(x. + x 2 ) senxiCosjtA + cos jt. senjt 9 

tan(x, + x 2 ) = ' 2 =- 1 --- 1 --• 00) 

cos(,X| + x 2 ) cos x, cos x 2 — senx,senx 2 


Ahora dividiremos numerador y denominador entre (10) entre cos x 1 cos x 2 (suponiendo que 
x, y x 2 son tales que cos x, cos Xi A 0), 


tan(x! + x 2 ) 


senxj cosx 2 
COSXj cosx 2 
COSX; cosx 2 
cosx; cosx 2 


cosx! senx 2 
COSXj cosx 2 
senx! senx 2 
COSX! cosx 2 


tanx! + tanx 2 
1 — tanx!tanx 2 


( 11 ) 


La deducción de la fòrmula de la diferencia de tan (xi — x 2 ) se hace en forma parecida. 
Los dos resultados se resumen a continuación. 


Teorema 9.4.4 Fórmulas de suma y diferencia de la tangente 

Para numeros reales Xi y x 2 para los cuales estàn definidas las funciones. 


tanx, + tanx 2 

tan(x, + x 2 ) = 

1 — tanx,tanx 2 

(12) 

tanx, — tanx 2 

tan(x, x 2 ) = 

1 + tanx,tanx 2 

(13) 


EJEMPLO 4 


Tangente de una suma 


Evaluar tan(77/12). 


Solución Si consideramos que 77/12 es un àngulo en radianes, entonces 


— radianes = 15° = 45 ° — 30° =-radianes. 

12 4 6 
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En consecuencia de la fòrmula (13): 


esto es (13) del teorema 9.4.4 


77 

tan— = tan 
12 


77 77 

4 6 

1 


77 77 

tan-tan — 

4 6 

77 77 

1 + tan—tan — 
4 6 


V3 y/3-1 


ésta es la respuesta pero se 


1 V3 + 1 puede simplificar la expresión 

vf 

- 3 _ • - 3 - se racionaliza el denominador 

V3 + 1 V3 - 1 

(V3-1) 2 4-2V3 2(2 V3 ) ^ ^ 


^ El lector debe resolver este ejem- 
plo usando tt/ 12 = 7r/3 — tt/ 4 
para ver que el resultado es el 
mismo. 


Hablando con propiedad, en realidad no necesitamos las identidades de tan (xi ± x 2 ), 
porque siempre se pueden determinar sen (xj ± x 2 ) y cos (xj ± x 2 ) aplicando las fórmulas 
(4) a (8) y a continuación siguiendo corno en (10), esto es, formar el cociente de sen(xi ±x 2 )/ 
cos (xi± x 2 ). 


■ Fórmulas de angulo doble Se pueden deducir muchas y utiles fórmulas trigonométricas 
a partir de las fórmulas de suma y diferencia. Las fórmulas de angulo doble expresan el 
coseno y el seno de 2x en función del coseno y el seno de x. 

Si se igualan xq = x 2 = x en (4), y se usa cos (x + x) = cos 2x, entonces 

cos2x = cos x cos x — sen x sen x = cos 2 x — sen 2 x. 

De igual forma, igualando x l = x 2 = x en (7), y usando sen (x + x) = sen 2x, 


estos dos términos son iguales 

4 - l 

sen2x = senxcosx + cosxsenx = 2senxcosx. 
Resumiremos estos dos ultimos resultados. 


Teorema 9.4.5 

Fórmulas del coseno y seno de angulo doble 


Para todo numero reai x, 



cos2x = cos 2 x — sen 2 x, 

(14) 


sen2x = 2senxcosx. 

(15) 


Uso de las fórmulas de angulo doble 



Si senx = — | y 77 < x < 377/2, determinar los valores exactos de cos 2x y sen 2x. 

Solución Primero se calcula cos x aplicando sen 2 x + cos 2 x = 1. Como tt < x < 3 tt/2, 
cos x < 0 y entonces se escoge la raiz cuadrada negativa: 


cos x = 


— \/l — sen 2 x = 



VL5 

4 
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De la fòrmula (14), de àngulo doble, 


cos2x = cos 2 x — sen 2 x 



15 _ J_ _ 14 _ 7 

16 16 _ Tó _ 8' 


Por ùltimo, de acuerdo con la fòrmula (15) de àngulo doble, 
sen2x = 2senxcosx = 2 

La fòrmula (14) tiene dos formas alternativas utiles. De acuerdo con (1), se sabe que sen 2 x 
= 1 — cos 2 x. Sustituyendo està expresión en (14) se obtiene cos 2x = cos 2 x — (1 — cos 2 x), 
es decir 


iy vì5\ = yy 

4 A 4 y _ 8 


cos2x = 2cos 2 x — 1. 

Por otra parte, si en (14) se sustituye cos 2 x = 1 — sen 2 x, se llega a 

cos2x = 1 — 2sen 2 x. (17) 


■ Fórmulas de mitad de àngulo Las formas alternativas (16) y (17) de la fòrmula de àngulo 
doble (14) son el origen de dos fórmulas de mitad de àngulo. Al despejar cos 2 x y sen 2 x de 
(16) y (17) se obtienen, respectivamente, 


cos 2 x = —(l + cos2x) 


sen 2 x = —(l — cos2x). 


(18) 


El simbolo x en (18) se sustituye con x/2, y usando 2(x/2) = x, se obtienen las fórmulas 
siguientes. 


Teorema 9.4.6 

Fórmulas de mitad de àngulo del coseno y el seno 


Para todo nùmero reai x, 



,x 1 . . 

COS — = — (1 + cosx), 

2 2 

(19) 


- X 1 , . 

sen“— = — (1 — cosx), 

2 2 

(20) 


Aplicación de las fórmulas de mitad de àngulo 



Determinar los valores exactos de cos (57 t/8 ) y sen (577/8). 

Solución Si hacemos quex = 57i/4, entoncesx/2 = 57t/8, y las fórmulas (19) y (20) dan, 
respectivamente. 


y 



2 - V2 

4 

2 + V2 

4 
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Como 5 77/8 radianes es un àngulo del segundo cuadrante, cos(57t/8) < 0 y sen(57r/8) > 
0. En consecuencia se toma la rafz cuadrada negativa corno valor del coseno, 


(5tt\ 1 2 - V2 Vi - \fl 

C0S UJ“ V 4 ~~ 2 

y la rafz cuadrada positiva corno valor del seno 

/5ttA I2+V2 V2+V2 

S6n \ 8 / _ V 4 ~~ 2 


Notas del aula 


i ) (-.Se deben memorizar todas las identidades que se presentaron en està sección? Preguntelo 
a su profesor, pero en opinion de los autores, cuando menos deberfa memorizar las fór- 
mulas (1) a (8), (14), (15) y las dos fórmulas en (18). 

ii) Cuando se inscriba en un curso de càlculo, examine el tftulo de su libro de texto. Si en 
su tftulo tiene las palabras Trascendentes tempranas, casi de inmediato entraràn en acción 
sus conocimientos de las gràficas y propiedades de las funciones trigonométricas. 

iii) Como se describió en las secciones 2.9 y 3.7, los temas principales de estudio en el 
càlculo son derivadas e integrales de funciones. Las identidades de suma (4) y (7) se usan 
para determinar las derivadas de sen x y cos x, vea la sección 4.11. Las identidades tienen 
utilidad especial en el càlculo integrai. Reemplazar un radicai por una función trigonomè¬ 
trica, corno se ilustra en el ejemplo 1 de està sección, es una tècnica normal para evaluar 
algunos tipos de integrales. También, para evaluar integrales de cos 2 x y seri 2 x se usarfan 
las fórmulas de mitad de àngulo, en la forma que se presenta en (18): 



cos 2 x = ^(l + cos2x) y sen 2 x = ^(l — cos2x). 


En algtin momento de sus estudios de càlculo integrai se le pedirà evaluar integrales de 
productos corno 


sen2xsen5x y senl0xcos4x. 

Una forma de hacerlo es usar las fórmulas de suma o diferencia para formar una identidad 
que convierta esos productos ya sea en una suma de senos o en una suma de cosenos. Vea 
los problemas 66 a 70 en los ejercicios 7.4. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-24. 


En los problemas 1 a 8 proceda corno en el ejemplo 1 y for¬ 
mule la expresión corno expresión trigonomètrica sin radica- 
les, haciendo la sustitución indicada. Suponga que a > 0. 


Va 2 — x 2 , 

x = acostì. 

VI 

VI 

0 

Va 2 + x 2 , 

x = a tanfi. 

— 7t/2 < 0 < tt/2 

Vx 2 — a 2 , 

x = asectì. 

0 < 6 < v/2 

Vl6 - 25 x 2 , 

x = fsentì, 

—tt/2 < 0 < 7t/2 


X 

V9 - x 2 ’ 

x = 3 sentì. 

— 7t/2 < 0 < tt/2 

Vx 2 - 3 
x 2 ’ 

x = v/3sectì, 

0 < tì < 7r/2 

1 

Vi + X 2 ’ 

x = v/7tantì, 

— tt/2 < 0 < 77/2 

V5 — X 2 

1 

x = v/5costì, 

0 < 0 < 77 
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En los problemas 9 a 30, use una fòrmula de suma o diferen- 
cia para determinar el valor exacto de la expresión indicada. 


9. cos 


12 


10. sen— 

12 

11. sen 75° 

12 . cos 75° 

Itt 
12 

1177 


13. sen— 


14. cos 


15. tan : 


12 

577 
' 12 


16. cos — 


17. sen — 


577 

12 

77 

12 


18. tan 


19. sen 


1 177 
12 

1 177 
12 

Itt 

20 . tan— 

12 

21 . cos 165° 


29. cos- 


30. tan- 


1377 

12 

1777 


12 


33. 1 — 2sen - 

34. 2cos 2 ^yx ) - 1 

En los problemas 35 a 40, use la información presentada para 
determinar a) cos 2x, b) sen 2x y c) tan 2x. 

35. sen x = V2/3, tt/2 < x < tt 

36. cos x = V3/5, 377/2 < x<2tt 

37. tan x = \, 77 < x < 377/2 

38. esc x = — 3, 77 < x < 377/2 

39. sec x = — y, tt/2 < x < tt 

40. cot x = f, 0 < x < 77/2 

En los problemas 41 a 48, use la fòrmula de mitad de àngulo 
para determinar el valor exacto de la expresión dada. 

41. cos (77/12) 

42. sen ( 77 / 8 ) 

43. sen (377/8) 

44. tan (77/ 12) 

45. cos 67.5° 

46. sen 15° 

47. esc (1377/12) 

48. sec (— 377 / 8 ) 

En los problemas 49 a 54 use la información indicada para 
determinar a) cos(x/2), b ) sen(x/2) y c) tan(x/2). 


22. 

sen 165° 

49. 

sen t = 

12 

13’ 

77/2 < t < 77 

23. 

tan 165° 

50. 

cos t = 

4 

5’ 

377/2 < t < 2 tt 

24. 

cos 195° 

51. 

tan x = 

2, 

77 < X < 377/2 

25. 

sen 195° 

52. 

CSC X = 

9, 

0° < x < tt/2 

26. 

tan 195° 

53. 

sec x = 

3 

2’ 

0° < x < 90° 

27. 

cos 345° 

54. 

cot x = 

1 

4’ 

90° <x< 180° 

28. 

sen 345° 

55. 

Si P{ Xl ) 

y / J (x 2 ) son puntos del 


En los problemas 31 a 34, use una fòrmula de àngulo doble 
para escribir la expresión dada corno una sola función trigo¬ 
nometrica del doble del àngulo. 

31. 2 cos /3 sen /3 

32. cos 2 2f — sen 2 2r 


minai de los àngulos x\ y x 2 , respectivamente, y 
cosa! = — | y sen x 2 = §, determine a) sen (ai + x 2 ), b) 
cos (a! + x 2 ), c) sen (xi — x 2 ) y d) cos (x! — x 2 ). 

56. Si x l es un àngulo del cuadrante II, x 2 es un àngulo del 
cuadrantelll, senx! = 77 , y tan x 2 = §, determine a) sen (x! 
+ x 2 ), b) sen (x t — x 2 ), c) cos (x! + x 2 ) y d ) cos (x! — x 2 ). 


= Aplicaciones diversas 

57. Numero de Mach La relación de la velocidad de un avión 
con la velocidad del sonido se llama nùmero de Mach, M, 
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del avión. Si M > 1, el avión produce ondas sonoras que 
forman un cono (en movimiento), corno se ve en la FIGURA 
9.4.2. Un estampido sònico se oye en la intersección del 
cono con el suelo. Si el àngulo del vèrtice del cono es 9, 
entonces 

9 1 

sen— = —. 

2 M 

Si 6 = 77 / 6 , calcule el valor exacto del nùmero de Mach. 


59. Àrea de un triàngulo Demuestre que el àrea de un triàn- 
gulo isósceles, con lados iguales de longitud x, es 

A = gx 2 sen0, 

donde 9 es el àngulo que forman los dos lados iguales. 
Véase la FIGURA 9.4.4. [Pista: tenga en cuenta a 0/2, corno 
se ve en la figura]. 



FIGURA 9.4.2 Avión del problema 57 

58. Ramificación cardiovascular Un modelo matemàtico 
del flujo de la sangre en un vaso sanguineo grande indica 
que los valores óptimos de los àngulos 9 l y 9 2 , que repre- 
sentan los àngulos (positivos) de las ramas menores (vasos) 
con respecto al eje del conducto inicial, se determinan 
con 


cos 9i = 


Ag + Af - A| 
2A 0 A[ 


COS 0T = 


Al- Aj + Aj 
2 A 0 A 2 



FIGURA 9.4.4 Triàngulo 
isósceles del problema 59 


60. Alcancedeunproyectil Si un proyectil, corno por ejemplo 
una baia de atletismo, se lanza hacia arriba desde una altura 
h, en dirección que hace àngulo cf> con una velocidad v 0 , el 
alcance R hasta donde llega al suelo se determina con 

R = — -—(sen <p + v/sen 2 c/> + (2 g/i/vg)), 

$ 


donde A 0 es el àrea trans versai del conducto inicial y A , y 
A 2 son las àreas transversales de las ramas. Véase la FIGURA 
9.4.3. Sea ijj = 0\ + 9 2 el àngulo de ramificación, corno se 
indica en la figura. 
a) Demuestre que 


cos 1 // 


A 2 0 - A\- A 


2 

2 


2A,A 2 


b) Demuestre que, para los valores óptimos de 9 X y 9 2 , el 
àrea transversai de las ramas, A l + A 2 , es mayor o 
igual que la del vaso inicial. Por consiguiente, el flujo 
de la sangre debe desacelerarse en las ramas. 


donde g es la aceleración de la gravedad. Véase la FIGURA 
9.4.5. Se puede demostrar que el alcance màximo, /? miSx , se 
logra si el àngulo <f> satisface la ecuación 


cos2</> 


gh 

vg + gh ' 


v 0 Vvg + 2 gh 

Demuestre que R mix = - 

g 

usando las ecuaciones para R y cos 2</j,y las fórmulas de 
medio àngulo de seno y coseno, con t = 2(f>. 



FIGURA 9.4.3 Ramificación de un vaso sanguineo 
grande, del problema 58 



9.4 Identidades especiales 
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= Para la discusión 


61. Explique por qué es de esperar que su calculadora muestre 
un mensaje de error cuando se trata de evaluar 

tan35° + tan55° 

- ? 

1 — tan35° tan55° ’ 


62. 


63. 

64. 


En el ejemplo 3 se demostró que sen 


Itt 

12 


V 2 + Vó 

4 


Siguiendo el ejemplo, después se demostró que sen — = 

V2 + y /3 

---. Demuestre que estos resultados son equiva- 

lentes. 

Explique còrno se podrfa expresar sen 39 en función de 
sen 9. Ejecute sus ideas. 

En el problema 55, ( : ,en qué cuadrante estàn P(x\ + x 2 ) y 
P(x 1 -* 2 )? 


65. En el problema 56 en qué cuadrante està el lado terminal 
de X\ + x-p. pi el lado terminal de X\ — x{ì 

66 . Use las fórmulas de suma o diferencia (4), (5), (7) y (8) para 
deducir las fórmulas de producto a suma: 

sen*! senx 2 = 2 [cos(x[ — x 2 ) — cos(x! + x 2 )] 

COS X\ COS X 2 = |[cOs(x! — X 2 ) + COs(x! + x 2 )] 

sen X!Cosx 2 = |[sen(x! + x 2 ) + sen(x; — x 2 )] 


En los problemas 67 a 70 use una formula de producto a 
suma corno las del problema 66 para expresar el producto 
indicado corno una suma de senos o una suma de cosenos. 

67. cos 49 cos 39 

3 1 t 

68 . sen—cos — 

2 2 


69. sen 2x sen 5x 

70. sen lOx sen 4x 

En los problemas 71 y 72 use una de las fórmulas del 
problema 66 para hallar el problema exacto de la expresión 
dada. 

71. sen 15° sen 45° 

72. sen 75° cos 15° 

73. Demuestre la fòrmula del doble àngulo para la función 
tangente: 

2tanx 

tan2x =- 7T-. 

1 — tan x 

74. Demuestre la fòrmula de mitad de àngulo para la función 
tangente: 


tan 2 


x 

2 


1 — cosx 
1 + cosx 


En los problemas 75 y 76, pruebe las fórmulas alternativas de 
mitad de àngulo para la función tangente. [Pista: en el pro¬ 
blema 75, multiplique el numerador y el denominador de 
sen (x/2) 

--— por 2 sen(x/2) y después examine (15) y (20)]. 

cos(x/2) 

x 1 — cosx 

75. tan- =- 

2 sen x 


x senx 

76 tan— =- 

2 1 + cosx 


77. Explique: ^por qué las fórmulas de los problemas 75 y 76 
son màs utiles que la fòrmula del problema 74? 


| 9.5 Funcionestrigonométricas inversas 


Recuerde que una función/es uno 
a uno si toda y en su contradomi¬ 
nio corresponde exactamente a una 
x en su dominio. 


► 


■ Introducción Aunque se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas de 
numeros reales o de àngulos, en muchas aplicaciones se debe hacer la inversa: dado el valor 
de una función trigonomètrica, determinar un àngulo o numero correspondiente. Eso parece 
indicar que se deben usar funciones trigonométricas inversas. Antes de definir esas funciones, 
vamos a recordar de la sección 5.6 algunas de las propiedades de una función uno a uno y su 
inversa/ -1 . 

■ Propiedades de las funciones inversas Si y = f{x ) es una función uno a uno, hay enton- 
ces una función inversa unica,/ -1 , con las propiedades correspondientes: 
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Al revisar las gràficas de las diversas funciones trigonométricas se ve con claridad que ninguna 

de esas funciones es uno a uno. En la sección 5.6 describimos que si una función/no es ^ Veael ejemplo 7 en la sección 5.6. 
uno a uno, se podrà restringir la función a una parte de su dominio donde si sea uno a uno. 

Entonces, se puede definir una inversa de/en ese dominio restringido. En el caso normal, 
cuando se restringe el dominio, uno se asegura de conservar todo el contradominio de la 
función originai. 

■ Función arco seno En la FIGURA 9.5.1 a) se ve que la función y = sen x en el intervalo 
cerrado [—7r/2, 7 t/2 ] asume todos los valores en su contradominio [—1, 1], Observe que toda 
recta horizontal que se trace para cruzar la parte roja de la gràfica lo puede hacer cuando 
mucho una vez. Asf, la función seno en este dominio restringido es uno-a-uno y tiene una 
inversa. Para representar la inversa de la función que se ve en la figura 9.5.1 b) se usan nor¬ 
malmente dos notaciones: 

arcsen x o sen -1 x, 

y se leen arco seno de x y seno inverso de jc, respectivamente. 




a) No es función uno-a-uno b) Si es función uno-a-uno 

FIGURA 9.5.1 Restricción del dominio de y = sen x para obtener una función uno-a-uno 

En la FIGURA 9.5.2a) se ha refiej ado una parte de la gràfica de y = sen x en el intervalo 
[—7t/2, 7t/2| (la gràfica roja en la figura 9.5.1 b) en la recta y = x para obtener la gràfica de 
y = arcsen x (en azul). Para mayor claridad, hemos reproducido està gràfica en azul en la 
figura 9.5.2 b). Como indica està curva, el dominio de la función arco seno es [—1, 1] y el 
contradominio es [—7r/2, tt/2]. 



FIGURA 9.5.2 La gràfica de 
y = arcsen x es la curva azul 


9.5 Funciones trigonométricas inversas 
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Definición 9.5.1 Función arco seno 

La función arco seno, o función seno inverso, se define por 

y = arcsenx si y sólo si x = seny, (1) 

donde — 1 < x < 1 y —7 t/2 < y < 7r/2. 


En otras palabras: 

El arco seno del numero x es aquel nùmero y (o àngulo expresado en radianes) entre 
— iri2 y ir 12 cuyo seno es x. 

► Al usar la notación sen -1 x es importante tener en cuenta que “—1” no es un exponente; 

mas bien representa una función inversa. La notación arcsen x tiene la ventaja sobre la nota¬ 
ción sen 1 x de que no hay 1” y en consecuencia no da pie a malas interpretaciones; es 
mas, el prefijo “arco” se refiere a un àngulo, el àngulo cuyo seno es x. Pero corno y = arcsen 
x y y = sen~ 1 x se usan en forma indistinta en càlculo y en sus aplicaciones, continuaremos 
alternando su uso, para que el lector se sienta còmodo con ambas notaciones. 


EJEMPLO 1 


Evaluación de la función seno inverso 


Determinar a) arcsen -1, b) sen 1 ( — y) y c) sen 1 ( — 1 ). 


Solución 

a) Si se hace que y = arcsen^, entonces, de acuerdo con (1), se debe encontrar el nù¬ 
mero y (o el àngulo en radianes) que satisfaga sen y = \,y también — tt/2 < y < ir 12. 
Ya que sen ( ir/6 ) = y tt/6 satisface la desigualdad —7 t/2 < y < 7 t/2 , entonces 
y = irlb. 

b) Si se hace que y = sen ( —y), entonces sen v = —|. Como se debe escoger av tal 
que — 7 t /2 < y < ir 12, se ve que y = —ir 16. 

c ) Si y = sen~’(— 1), entonces sen y = — 1 y —ir/2 < y < ir/2. Por consiguiente, 

y = —ir/2. = 


^ En los incisos b) y c) del ejemplo 1 se tuvo cuidado de escoger a y tal que —ir/2 < y < 

77/2. Por ejemplo, es un error frecuente pensar que corno sen (3ir/2) = —1, entonces por 
necesidad sen '(— 1) se puede suponer que es 3ir/2. Recuerde: siy = sen 'x, entonces y està 
sujeta a la restricción —tt/2 < y < ir 12, y 3ir/2 no satisface està desigualdad. 



FIGURA 9.5.3 Àngulo t = sen 1 j 
del ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Evaluación de una composición 


Sin usar calculadora, calcular tan(sen 1 j). 


Solución Se debe calcular la tangente del àngulo de t radianes, cuyo seno sea igual a 
esto es, tan t, donde t = sen El àngulo t se ve en la FIGURA 9.5.3. Como 


senf 1/4 

tan t = -=-, 

cos t cos t 


se debe determinar el valor de cos t. De la figura 9.5.3 y por la identidad pitagòrica sen 2 1 
+ cos 2 1 = 1, se ve que 


(4) + cos2f = 1 


VL5 

o sea cos t = - 

4 
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Por consiguiente, 


y asf 


tan t = 


1/4 


VI? 


tan sen — = tan t = 


Vl5/4 


Vl5 

~“lT’ 

Vl5 

15 


■ Función arco coseno Si se restringe el dominio de la función coseno al intervalo cerrado 
[0, 7r], la función que resulta es uno-a-uno y tiene inversa. A està inversa se le representa 
por 


arccos x o cos 'x, 
lo cual nos da la siguiente definición. 


Definición 9.5.2 Función arco coseno 

La función arco coseno, o función coseno inverso, se define por 

y = arccosx si y sólo si x = cosy, (2) 

donde - l<rsly0<}<ir. 


Las gràficas que se ven en la FIGURA 9.5.4 ilustran còrno se puede restringir la función 
y = cos x al intervalo [0, ir] para que sea uno-a-uno. La inversa de la función que muestra la 
figura 9.5.4/;) es y = are cos x, o y = arccos x. 




a) No es función uno a uno b) Si es función uno a uno 

FIGURA 9.5.4 Restricción del dominio de y = cos x para obtener una 
función uno a uno 


Si se refleja la gràfica de la función uno a uno en la figura 9.5.4/;) en la recta y = x, se 
obtiene la gràfica de y = are cos x, que muestra la FIGURA 9.5.5. 

Note que en la figura se ve con claridad que el dominio y el contradominio de y = are cos 
x son [—1, 1] y [0, 77 ], respectivamente. 



y = are cos x 


EJEMPLO 3 


Evaluación de la función coseno inverso 


Determinar a) arccos (V2/2) y b) cos 1 (- V3/2). 


Solución 

a) Sisehacequey = arccos (V2/2), entonces cosy = V2/2, yO^yS 77 .Entonces, 
y = 77 / 4 . 

b) Si y = cos -1 (— V3/2), tenemos cosy = — V3/2, y se debe determinar y tal que 

0 s y < ir. Por consiguiente, y = 577 / 6 , porque cos(57r/6) = — V3/2. = 


9.5 Funciones trigonométricas inversas 
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FIGURA 9.5.6 Àngulo t = cos 1 X 
del ejemplo 4 


y 

n 



2 


FIGURA 9.5.8 Gràfica de y = 
arctan x 


EJEMPLO 4 


Evaluación de composición de funciones 


Escribir sen(cos 1 x) corno expresión algebraica en x. 


Solución En la FIGURA 9.5.6 se ha trazado un àngulo de t radianes cuyo coseno es igual a 
x. Entonces, t = cos - 1 x, o x = cos t, donde 0 < t < v. Ahora, para determinar seri (cos 'x) 
= sen t, se usarà la identidad sen 2 1 + cos 2 1 = 1. Asf, 

sen 2 / + xr = 1 

sen 2 / = 1 — x 2 
sen/ = V 1 — x 2 
sen (cos - Ir) = Vi — x 2 . 

Se usa la rafz cuadrada no negativa de 1 — x 2 , porque el contradominio de cos -1 xes 
[0, tt\ el seno de un àngulo / en el primero o segundo cuadrantes es positivo. = 


■ Función arco tangente Si se restringe el dominio de tan x al intervalo abierto (— 77 / 2 , 
7t/ 2), entonces, la función que resulta es uno-a-uno y por consiguiente tiene inversa. Esa 
inversa se representa por 


arctan x o tan l x. 


Definición 9.5.3 Función arco tangente 

La función arco tangente, o tangente inversa, se define corno sigue: 

y = arctanx si, y sólo si x = tany, (3) 

donde — °° < x < 00 y — 77/2 < y < 7t/2. 


Las gràficas de la FIGURA 9.5.7 ilustran la forma en que se restringe la función y = tan x 
al intervalo abierto (—7r/2, 7 t/ 2), para que sea función uno a uno. 



y = tan x 
e (- 7 t/2 , n!2 ) 



a) No es función uno a uno b) Función uno a uno 

FIGURA 9.5.7 Restricción del dominio de y = tan x para obtener una función uno a 
uno 


Si se refleja la gràfica de la función uno-a-uno en la figura 9.5.7/;) en la recta y = x, se 
obtiene la gràfica de v = arctan x, que se ve en la FIGURA 9.5.8. En esa figura se ve que el 
dominio y el contradominio de y = arctan x son, respectivamente, los intervalos (—°°, °°) y 
(— 77 / 2 , 77 / 2 ). 
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EJEMPLO 5 


Evaluación de la tangente inversa 

Determinar tan 1 (—1). 

Solución Si tan -1 (—1) = y, entonces tany = — 1, donde —tt/2 < y < tt/2. Entonces, 
tan -1 (— 1) = y = — tt/4. = 


EJEMPLO 6 


Evaluación de composición de funciones 


Sin usar una calculadora, determinar sen (arctan( — |)). 


Solución Si hacemos que t = arctan (— §), entonces tant = 
identidad pitagorica 1 + tan 2 1 = sec 2 1 para determinar sec t: 


— |. Se puede aplicar la 


1 + 



/34 _ V34 
V 9 3 


En este ultimo renglón se toma la rafz cuadrada positiva, porque t = arctan ( — f) està en 
el intervalo (— tt/2, tt/2) (el contradominio de la función arco tangente) y la secante de un 
àngulo t en el primero y cuarto cuadrantes es positiva. También, de sec t = V34/3 se 
determina el valor de cos t, con la identidad reciproca: 


1 

cost = - 

sec t 


1 

V34/3 


3 

V34' 


Por ultimo, se puede usar la identidad tan t = sen f/cos t en la forma sen t = tan t cos t, 
para calcular sen (arctan ( — ()) Entonces, 


sen t = tan t cos t = 




5 

V34' 


■ Propiedades de las funciones inversas Recordemos, de la sección 5.6, que/ '(/(x)) = 
x, y que/(/ '(x)) = x valen para cualquier función/y su inversa, bajo las restricciones ade- 
cuadas en x. Entonces, para las funciones trigonométricas inversas se tienen las siguientes 
propiedades. 


Teorema 9.5.1 Propiedades de las funciones trigonométricas inversas 


i) arcsen(senx) 

= sen~'(senx) 

= X 

si 

1 

4^ 

sì 

IA 

IA 

io 

ii) sen(arcsenx) 

= sen(sen _1 x) 

= x 

si 

-1 < X < 1 

iii) arccos(cosx) 

= cos“'(cosx) 

= X 

si 

0 < X < 77 

iv) cos(arccos x) 

= cos(cos _1 x) 

= X 

si 

-1 < X < 1 

v) arctan ( tan x) 

= tan _1 (tanx) = 

- X 

si 

— 77/2 < X < 7t/2 

vi) tan (arctan x) 

= tan(tan -1 x) = 

= X 

si 

— 00 < x < 00 


EJEMPLO 7 


Aplicación de las propiedades inversas 


Sin usar calculadora, evaluar: 
a ) sen -1 (sen—J b) cos 



c) tan 



9.5 Funciones trigonométricas inversas 
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Solución 

a) De acuerdo con i) de las propiedades de las funciones trigonométricas inversas, 


sen 



7 T 
12 ' 


b) De acuerdo con la propiedad iv), cos (cos 1 ' j = 

c) En este caso no se puede aplicar la propiedad v), porque el nùmero 37 t/ 4 no està en 
el intervalo (—7r/2, it/2). Si primero se evalua tan (37r/4) = — 1, entonces 


tan 



Vea el ej empio 5 

; 


= tan-‘( —1) 


7 T 

4 ' 


El siguiente sección se muestra corno se usan las funciones trigonométricas inversas para 
resolver ecuaciones trigonométricas. 


■ Nota final: las demàs funciones trigonométricas inversas Eas funciones cot x, sec x y 

esc x también tienen inversas, cuando se restringe su dominio en forma adecuada. Véanse los 
problemas 49 a 51 en los ejercicios 9.5. Como esas funciones no se usan con tanta frecuencia 
corno arctan, arccos y arcsen, la mayor parte de las calculadoras cientlficas no tienen teclas 
para ellas. Sin embargo, cualquier calculadora que determine arcsen, arccos y arctan se puede 
usar para obtener valores de arccsc, arcsec y arccot. A diferencia de que sec x = l/cos x, se 
ve que sec _1 x # l/cos~'x; mas bien sec _1 x = cos~'(l/x) para|x| £ 1. Hay relaciones simi- 
lares para esc -1 x y cot -1 x. Véanse los problemas 56 a 58 de los ejercicios 9.5. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-24. 


En los problemas 1 a 14 determine el valor solicitado sin usar 
una calculadora. 

1. sen _1 0 

2. tan _1 V3 

3. arccos (—1) 


4. are sen- 


V3 


5. arccos 


1 


6 . arctan (—V3) 

V3 


7. sen 


8 . cos 


_!V3 


9. tan _1 l 

,V2 

10. sen 1 - 


11. 

arctan ^ 

12. 

arccos ( 

13. 

sen -1 ^ 

14. 

arctan 0 


V3 

b 

V2 


En los problemas 15 a 32, determine el valor indicado sin 


usar una calculadora. 

15. 

sen 

(cos '§) 


16. 

cos 

(sen^'j) 


17. 

tan 

(arccos(- 

-3» 

18. 

sen 

(arctan \ 

) 

19. 

cos 

(arctan(- 

-2)) 

20. 

tan 

(sen _1 (- 

b) 


430 


CAPITULO 9 Trigonometria del cfrculo unitario 







21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 


esc (sen -1 §) 
sec (tan -1 4) 
sen (sen -1 ^) 
cos (cos -1 (—f)) 
tan (tan -1 1.2) 
sen (arcsen 0.75) 

( 

arcsen sen— 


arccos 



tan 1 (tan 77 ) 




32. 


arctan 



En los problemas 33 a 40, escriba la expresión corno una 
expresión algebraica en x. 


49. Se puede definir a la función arco cotangente con y = 
arccot x (o y = cot -1 x) si y sólo si, x = cot y, donde 0 < y 

< 77. Grafique y = arccot x e indique el dominio y el 
contradominio de està función. 

50. Se puede definir la función arco cosecante con y = arccsc 
x (o y = csc -1 x) si y sólo si, x = esc y, donde —tt/2 < y 

< 7 t/2 y v 0. Grafique y = arccsc x e indique el dominio 
y el contradominio de està función. 

51 . Una definición de la función arco secante es y = arcsec x 
(o y = sec -1 x) si y sólo si, x = sec y, donde 0 < y < 77 
y y # 77 / 2 . (Vea una definición alternativa en el problema 

52.) Grafique y = arcsec x e indique el dominio y el 
contradominio de està función. 

52. Una definición alternativa de la función arco secante puede 
obtenerse restringiendo el dominio de la función secante 
a [0, 7r/2) U [ 77 , 377/2). Con està restricción, defina la fun¬ 
ción arco secante. Grafique v = arcsec x e indique el domi¬ 
nio y el contradominio de està función. 

53. Use la definición de la función arco cotangente del pro¬ 
blema 49 e indique para cuàles valores de x es cierto que 
a) cot (arccot x) = x y b) arccot (cot x) = x. 

54. Use la definición de la función arco cosecante del problema 
50 e indique para cuàles valores de x se cumple que a) 
esc (arccsc x) = x y b) arccsc (esc x) = x. 


33. sen (tan l x) 

34. cos (tan -1 x) 

35. tan (arcsen x) 

36. sec (arccos x) 

37. cot (sen - 'x) 

38. cos (sen *x) 

39. esc (arctan x) 

40. tan (arccos x) 

En los problemas 41 a 48 trace la gràfica de la función. 

41. y = arctan | x \ 

77 

42. y =-arctan x 

7 2 

43. y = | arcsen x | 

44. y = sen -1 (x + 1) 

45. y = 2 cos -1 x 

46. y = cos _1 2x 

47. y = arccos (x — 1) 

48. y = cos (arcsen x) 


55. Use la definición de la función arco secante del problema 
51 e indique para cuàles valores de x se cumple que a) 
sec (arcsec x) = x y b) arcsec (sec x) = x. 

56. Verifique que arccot x = tt/2 — arctan x para todos los 
numeros reales x. 

57. Verifique que arccsc x = arcsen(l/x) para x | > 1. 

58. Verifique que arcsec x = arccos(l/x) para x | > 1. 

En los problemas 59 a 64 use los resultados de los problemas 

56 a 58 y una calculadora para determinar el valor correspon- 

diente. 

59. coU'0.75 

60. esc -1 /—1.3) 

61. arccsc (—1.5) 

62. arccot (—0.3) 

63. arcsec (—1.2) 

64. sec -1 2.5 

= Aplicaciones diversas 

65. Movimiento de un proyectil El àngulo de salida de una 
baia, para que llegue a un bianco a una distancia R (supo- 
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niendo que el bianco y el arma estàn a la misma altura) 
satisface 


Vosen20 


donde v 0 es la velocidad inicial y g es la aceleración de la 
gravedad. Si el bianco està a 800 pies del arma, y la velo¬ 
cidad inicial es de 200 pies/s, calcule el àngulo de salida. 
Use g = 32 pies/s - . [Pista: hay dos soluciones]. 

66. Deportes olimpicos En el lanzamiento de martillo se 
puede demostrar que la distancia màxima se alcanza con 
un àngulo de lanzamiento 0 (medido desde la horizontal) 
que satisfaga 


cos2 0 = 


gh 

vo + gh ’ 



Cono volcànico 


69. Geologia Visto desde un costado, un cono de cenizas 
volcànicas se ve corno un trapezoide isósceles. Véase la 
FIGURA 9.5.10. Los estudios de conos de ceniza que tienen 
menos de 50 000 aflos indican que la altura H co del cono 
y el ancho W cr del cràter se relacionan con el ancho W co 
del cono mediante las ecuaciones H co = 0.18VL CO y W cr = 
0.40 W co . Si W co = 1.00, con estas ecuaciones determine 
el àngulo cf> de la base del trapezoide, en la figura 9.5.10. 


donde h es la altura del martillo sobre el suelo, en el lan¬ 
zamiento, v 0 es la velocidad inicial y g es la aceleración 
de la gravedad. Para v 0 = 13.7 m/s y h = 2.25 m, calcule 
el àngulo óptimo de lanzamiento. Use g = 9.81 m/s 2 . 

67. Diseno de carreteras En el diseno de las carreteras y los 
ferrocarriles, las curvas tienen un peralte para producir una 
fuerza centripeta que proporcione seguridad. El àngulo 6 
óptimo para un peralte se define con tan 0 = v 2 /Rg, donde 
v es la velocidad del vehfculo, R el radio de la curva y g 
la aceleración de la gravedad. Vea la FIGURA 9.5.9. Como 
indica la fòrmula, para determinado radio no hay un àngulo 
que sea corredo para todas las velocidades. En consecuen- 
cia, las curvas tienen peralte para la velocidad promedio 
del tràfico en ellas. Calcule el àngulo corredo de peralte 
para una curva de 600 pies de radio, en una carretera secun- 
daria donde las velocidades son 30 mph en promedio. Use 
g = 32 pies/s 2 . [Pista: use unidades consistentes]. 



FIGURA 9.5.9 Curva con peralte, 
del problema 67 


68. Diseno de carreteras, continuación Si/r es el coeficiente 
de fricción entre el vehfculo y la carretera, entonces la 
velocidad màxima v m a la que puede recorrer una curva 
sin resbalar se calcula con v 2 = gR tan(0 + tan~ V), donde 
9 es el àngulo de peralte de la curva. Calcule v m en el 
camino secundario del problema 67, si fi = 0.26. 



FIGURA 9.5.10 Cono de ceniza 
volcànica del problema 69 


= Para la discusión 

70. Use una calculadora puesta en modo radiàn para evaluar 
arctan(tan 1.8), arccos(cos 1.8) y arcsen(sen 1.8). Explique 
los resultados. 

71. Use una calculadora puesta en modo radiàn para evaluar 
tan -1 (tan(— 1)), cos~' (cos(— 1)) y sen~ 1 (sen(— 1)). Explique 
los resultados. 

72. En la sección 9.2 vimos que las gràficas de y = sen x y 
y = cos x se relacionan por desplazamiento y reflexión. 
Justifique la identidad 



para toda x en [—1, 1], determinando una relación similar 
entre las gràficas de v = arcsen x y y = arccos x. 

73. Con una calculadora puesta en modo radianes, determine 
cuàl de las siguientes evaluaciones trigonométricas inversas 
producenun mensaje de errar: a) sen -1 (—2 ),b) cos -1 (—2), 
c) tan -1 (—2). Explique por qué. 

74. Analice lo siguiente: ^Cualquier función periòdica puede 
ser uno-a-uno? 

75. Demuestre que arcsen § + arcsen = arcsen gf. [Pista: 
véase (7) de la sección 9.4], 
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| 9.6 Ecuacionestrigonométricas 


■ Introducción En la sección 9.4 examinamos identidades, que son ecuaciones que con- 
tienen funciones trigonométricas que se satisfacen con todos los valores de la variatile para 
la cual estàn definidos ambos lados de la igualdad. En està sección examinaremos ecuaciones 
trigonométricas condicionales, esto es, ecuaciones que sólo son vàlidas para ciertos valores 
de la variable. Describiremos técnicas para determinar los valores de la variable (si es que los 
hay) que satisfagan la ecuación. 

Comenzaremos examinando el problema de determinar todos los numeros reales x que 
satisfacen senx = V2/2. Como indica la gràfica de y = sen x de la FIGURA 9.6.1, existe una 
cantidad infinita de soluciones de està ecuación: 


y 


77 977 1777 

4’ 4 ’ 4 

377 1177 1977 

4 ’ 4 ’ 4 



FIGURA 9.6.1 Gràficas de y = sen x y y = V2/2 



( 1 ) 

( 2 ) 


Observe que en cada lista de (1 ) y (2), cada solución se puede obtener sumando 2tt = 877/4 
a la solución anterior. Eso es una consecuencia de la periodicidad de la función seno. Es 
comun que las ecuaciones trigonométricas tengan una cantidad infinita de soluciones, por 
la periodicidad de las funciones trigonométricas. En generai, para obtener soluciones de 
una ecuación corno senx = V2/2, lo mas còmodo es usar un cuculo unitario y àngulos 
de referencia, y no una gràfica de la función trigonomètrica. Ilustraremos este mètodo en 
el siguiente ejemplo. 


EJEMPLO 1 


Uso del cuculo unitario 


Determinar todos los numeros reales x que satisfagan sen x 


V2/2. 


Solución Si sen x = V2/2, el àngulo de referencia de x es 7r/4 radianes. Ya que el valor 
de sen x es positivo, el lado terminal del àngulo x està en el primero o en el segundo cua- 
drantes. Asf, corno se ve en la FIGURA 9.6.2, las unicas soluciones entre 0 y 277 son 

77 377 


Como la función seno es periòdica con periodo 277, todas las soluciones restantes se pue- 
den obtener sumando multiplos enteros de 2tt a estas soluciones: 

77 377 

X =- h 2 7777 O X = -h 2 7777, (3) 

4 4 


donde n es un entero. Los numeros que ve en (1) y (2) corresponden, respectivamente, a 
77 = — 1, 77 = 0, 77 = 1 y 77 = 2 en la primera y la segunda fórmulas en (3). = 



FIGURA 9.6.2 Cuculo unitario del 
ejemplo 1 


Cuando uno se encuentra con una ecuación màs complicada, corno 

4sen 2 x — 8senx + 3=0, 
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el mètodo bàsico es despejar una sola función trigonomètrica (en este caso seria sen x) con 
métodos similares a los que se usan para resolver ecuaciones algebraicas. 



ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Solución de una ecuación trigonomètrica mediante factorización 


Determinar todas las soluciones de 4 serrx — 8 sen x + 3 = 0. 


Solución Primero, se observa que se trata de una ecuación cuadràtica en sen x, y que se 
factoriza corno sigue 


(2senx — 3)(2senx — l) = 0. 


Esto implica que 


seme = 


3 

2 


o 


senx = 


2 ' 


La primera ecuación no tiene solución, porque | sen x | < 1. Como se ve en la FIGURA 9.6.3, 
los dos àngulos entre 0 y 2tt para los cuales sen x es igual a \ son 

7T 577 


x 


6 


o 


x 


6 ' 


Por consiguiente, debido a la periodicidad de la función seno, las soluciones son 

77 577 

X =-b 2«77 0 X = -b 2 7277, 

6 6 


donde n es un entero. 


EJEMPLO 3 


Verificación de soluciones perdidas 


Determinar todas las soluciones de 


sen x = cos x. 


( 4 ) 


Solución Para trabajar con una sola función trigonomètrica, se dividen ambos lados de 
la ecuación entre cos x, para obtener 


COS 0=1, COS 77 = — 1, COS 277 = 
1, cos 377 = — 1, etc. En generai, 
cos 7177 = (— 1)", donde n es un 
entero. 


► 



FIGURA 9.6.4 Cuculo unitario del 
ejemplo 3 


Esto es consecuencia de que tan x 
sea periòdica con periodo tt. 


tanx = 1. 


( 5 ) 


La ecuación (5) es equivalente a (4) siempre y citando cos x Y 0. Se observa que si cos x 
= 0, entonces, de acuerdo con (4) de la sección 9.2, x = (2 n + 1)77/2 = 77/2 + mr, donde 
n es un entero. Segun la fòrmula de suma del seno, 


Vea ( 7 ) en la sección 9.4 ( — 1 )" 

4 4 


0 

4 


/ li \ tt ti . V 

sen- b 7277 I = sen— COS7277 + cos—sen« 7 r = ( — 1 )" A 0 , 


estos valores de x no satisfacen la ecuación originai. Entonces, debemos determinar todas 
las soluciones de (4), resolviendo la ecuación (5). 

Ahora bien, tan x = 1 implica que el àngulo de referencia de x sea 77/4 radianes. Ya que 
tan x = 1 > 0, el lado terminal del àngulo de x radianes puede estar en el primer cuadrante 
o en el tercero, corno se ve en la FIGURA 9.6.4. Entonces, las soluciones son 

77 577 

x =- b 2mr o x = - b 2mr, 

4 4 

donde n es un entero. En la figura 9.6.4 se puede ver que estos dos conjuntos de numeros 
se pueden expresar en forma màs compacta corno sigue: 


77 

X = -b 7277, 

4 

donde n es un entero. 
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■ Pérdida de soluciones Al resolver una ecuación, si se divide entre una expresión que 
contenga una variable, se pueden perder algunas soluciones de la ecuación originai. Por 
ejemplo, un error comun en àlgebra, al resolver ecuaciones corno x 2 = x es dividir entre x, 
para obtener x = 1. Pero si se escribe x 2 = x en la forma x 2 — x = 0, o x(x — 1) = 0, se ve 
que de hecho x = 0 o x = 1. Para evitar perder alguna solución se deben determinar los 
valores que hacen que la expresión sea cero, y comprobar si son soluciones de la ecuación 
originai. En el ejemplo 3, nótese que cuando se dividió entre cos x, se tuvo cuidado de com¬ 
probar que no se perdieran soluciones. 

Cuando sea posible, es preferible dividir entre una expresión variable. Como se ilustró 
con la ecuación algebraica x 2 = x, esto se puede hacer con frecuencia reuniendo todos los 
términos distintos de cero en un lado de la ecuación, para entonces factorizar (algo que no 
pudimos hacer en el ejemplo 3). El ejemplo 4 ilustra està tècnica. 


EJEMPLO 4 


Solución de una ecuación trigonomètrica factorizando 


Resolver 


„ 2 V3 

2 senxcos x =-cosx. 

2 


( 6 ) 


Solución Para evitar dividir entre cos x, està ecuación se escribe corno sigue: 

. V3 

2 senxcos x H-cosx = 0 

2 


y se factoriza: 
Entonces, ya sea 


V3 


cosx ( 2senxcosx H—— ) = 0. 


cosx = 0 


V3 

2 senxcosx H-= 0. 

2 


Como el coseno es cero para todos los multiplos impares de tt/2, las soluciones de cos 
x = 0 son 


, , 7T 7T 

x = (2 n + l)— =- b mr, 

2 2 

donde n es un entero. 

En la segunda ecuación sustituiremos 2 sen x cos x por sen 2x, de la fòrmula de àngulo 
doble del seno, y se obtiene una ecuación con una sola función trigonomètrica: 

V3 


V3 

sen2x H-= 0 

2 


o sea sen2x = 


Entonces, el àngulo de referencia de 2x es 77/3. Como el seno es negativo, el àngulo 2x 
debe estar en el tercero o en el cuarto cuadrantes. Como muestra la FIGURA 9.6.5, 


477 

2x =- b 2 7277 

3 


Se divide entre 2 y resulta 


277 

X =-b 7277 

3 


577 

2x =-b 27277. 

3 


577 

X =-b 7277. 

6 


Por consiguiente, todas las soluciones de (6) son 


X =-b 7277, 

2 


277 

X =-b 7277, 

3 


577 

X =-b 7277, 


donde n es un entero. 


^ Vea (15) en la sección 9.4. 



FIGURA 9.6.5 Cuculo unitario del 
ejemplo 4 
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En el ejemplo 4, si hubiéramos simplificado la ecuación dividiendo entre cos x y no 
hubiéramos comprobado si los valores de x para los cuales cos x = 0 satisfacen la ecuación 
(6), hubiéramos perdido las soluciones x = tt/2 + mr, donde n es un entero. 


EJEMPLO 5 


Uso de una identidad trigonomètrica 


Resolver 3 cos 2 x — cos 2x = 1. 


Solución Se observa que la ecuación contiene el coseno de x y el coseno de 2x. En con- 
secuencia, usaremos la fòrmula de àngulo doble del coseno, en la forma 


COs2x — 2C0S‘ X — 1 <— Vea (16) de la sección 9.4. 


para reemplazar la ecuación por una ecuación equivalente que sólo contenga cos x. Se ve 
que 


3cos 2 x — (2 cos 2 x — l) = 1 se transforma en cos 2 x = 0. 
Por lo anterior, cos x = 0, y las soluciones son 

/ . 77 77 

X = (2 n + 1)— =-h «77, 

2 2 


donde n es un entero. 


Hasta ahora, en està sección hemos considerado que la variable de la ecuación trigono¬ 
mètrica representa un nùmero reai, o bien un àngulo medido en radianes. Si la variable 
representa un àngulo expresado en grados, la tècnica para resolverla es la misma. 



FIGURA 9.6.6 Circulo unitario 
del ejemplo 6 


EJEMPLO 6 


Ecuación cuando el àngulo està en grados 


Resolver cos2 6 = — donde 9 es un àngulo expresado en grados. 

Solución Como cos2 0 = — el àngulo de referencia de 29 es 60° y el àngulo 29 debe 
estar en el segundo o tercer cuadrantes. La FIGURA 9.6.6 muestra que 26 = 120°, o 29 = 
240°. Todo àngulo que sea coterminal con uno de esos àngulos también satisfarà 
cos 20 = —j. Estos àngulos se obtienen sumando cualquier mùltiplo entero de 360° a 
120° o a 240°. 


29 = 120° + 360 o « o 29 = 240° + 360°n, 
donde n es un entero. Este renglón se divide entre 2 y quedan 

9 = 60° 4- 180°n o 9 = 120° + 180°n. 


■ Soluciones extranas En el ejemplo siguiente se ve que al elevar al cuadrado una ecuación 
se pueden introducir soluciones extranas. En otras palabras, la ecuación resultante después 
de elevar al cuadrado puede no ser equivalente a la originai. 


EJEMPLO 7 


Raices extranas 


Determinar todas las soluciones de 1 + tan a = sec a , donde a es un àngulo expresado 
en grados. 
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Solución La ecuación no se factoriza, pero veremos que si se elevan ambos lados al 
cuadrado se puede aplicar una identidad fundamental para obtener una ecuación que con¬ 
tenga una sola función trigonomètrica. 


(l + tana) 2 = (seca) 2 
1 + 2tana + tan 2 a = sec 2 a 
1+2 tan a + tan 2 a = 1 + tan 2 a 
2 tana = 0 
tana = 0. 


Vea (2) de la sección 9.4. 


Los valores de a en [0°, 360°) para los cuales tan a = 0 son 


a = 0° y a = 180°. 

Como se elevo al cuadrado cada lado de la ecuación originai se pueden haber introducido 
soluciones adicionales. Por elio es importante comprobar todas las soluciones en la ecua¬ 
ción originai. Si se sustituye a = 0° en 1 + tan a = sec a, se obtiene la declaración cierta 
1 + 0 = 1. Pero después de sustituir a = 180° se obtiene la declaración falsa 1 + 0 = — 1. 
Por lo anterior, 180° es una solución adicional no vàlida, y a = 0° es la ùnica solución en 
el intervalo [0°, 360°). Entonces, todas las soluciones de la ecuación son 


a = 0° + 360°« = 360°«, 


donde n es un entero. Para n ¥= 0, son los àngulos que son coterminales con 0°. 


Recuerde, de la sección 5.1. que la determinación de las intersecciones con el eje x de la 
gràfica de una función y = f(x) equivale a resolver la ecuación/(x) = 0. En el siguiente ejem- 
plo se usa lo anterior. 


EJEMPLO 8 


Intersecciones de una gràfica 


Determine las primeras tres intersecciones con el eje x de la gràfica de/(x) = sen 2x cos x 
en el eje de las x positivas. 


Solución Se debe resolver/(x) = 0; esto es, sen 2x cos x = 0. Se ve que o bien sen 2x = 0, 
o cos x = 0. 

De sen 2x = 0 se obtiene 2x = htt, donde n es un entero; es decir, x = 7777 / 2 , donde n 
es un entero. De cos x = 0 se obtiene x = tt/2 + mr, donde n es un entero. Entonces, para 
n = 2, x = 7777/2 da x = 77 , mientras que para n = Oy n = 1, x = tt/2 + 7777 da x = tt/2 y 
x = 377/2. Asf, las primeras tres intersecciones con el eje x en el eje de las x positivas estàn 
en ( 77 / 2 , 0), ( 77 , 0) y (377/2, 0). = 


■ Uso de funciones inversas Hasta ahora, todas las ecuaciones trigonométricas han tenido 
soluciones que estaban relacionadas por àngulos de referencia con los àngulos especiales 0, 
77 / 6 , 77 / 4 , 77/3 o 77 / 2 . Si éste no es ese caso, en la siguiente sección veremos còrno usar fun¬ 
ciones trigonométricas inversas y una calculadora para determinar las soluciones. 


EJEMPLO 9 


Resolución de ecuaciones usando funciones inversas 


Encuentre las soluciones de 4cos 2 x — 3cosx — 2 = 0 en el intervalo [0, 77 ]. 


Solución Reconocemos que se trata de una ecuación cuadràtica en cos x. En vista de que 
el lado izquierdo de la ecuación no se puede factorizar tal corno està, aplicamos la fòrmu¬ 
la cuadràtica para obtener 

3 ± V41 

COSX = -. 

8 
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En este momento podemos descartar el valor (3 + V^41 )/8 ~ 1.18, porque cosx no puede 
ser mayor que 1. A continuación usamos la función coseno inversa (y la ayuda de una 
calculadora) para resolver la ecuación restante: 


cosx = 


3 - V4l 
8 


que implica que 


x = cos 


3 - V4l 


2 . 01 . 


Por supuesto, en el ejemplo 9, si hubiéramos intentado calcular cos 1 [(3 + V^4 1 )/8 ] con 
una calculadora, habrfamos recibido un mensaje de error. 



ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-24. 


En los problemas 1 a 6 determine todas las soluciones de la 
ecuación trigonomètrica, si x representa un àngulo expresado 
en radianes. 

1. sen x = V3/2 

2 . cos x = - V2/2 

3. sec x = V2 

4. tan x = — 1 

5. cot x = —V3 

6. cos x = 2 

En los problemas 7 a 12 determine todas las soluciones de la 
ecuación trigonomètrica correspondiente, si x representa un 
nùmero reai. 

7. cos x = — 1 

8. 2 sen x = — 1 

9. tan x = 0 

10. V3 sec x = 2 

11. —CSC X = 1 

12 . V3 cot x = 1 

En los problemas 13 a 18, determine todas las soluciones de 
la ecuación trigonomètrica respectiva si 0 representa un 
àngulo expresado en grados. 

13. CSC e = 2V3/3 

14. 2 sen 0 = V2 

15. 1 + cot 9 = 0 

16. V3 sen 9 = cos 9 

17. sec 9 = —2 

18. 2 cos 9 + V2 = 0 


En los problemas 19 a 46 determine todas las soluciones de la 
ecuación trigonomètrica respectiva si x es un nùmero reai, y 9 
es un àngulo expresado en grados. 

19. cos 2 x — 1 = 0 

20 . 2 sen 2 x — 3 sen x + 1 = 0 

21 . 3 sec 2 x = sec x 

22. tan 2 x + (V3 — 1) tan x — V3 = 0 

23. 2 cos 2 9 — 3 cos 0 — 2 = 0 

24. 2 sen 2 9 — sen 0—1=0 

25. cot 2 0 + cot 0 = 0 

26. 2 sen 2 0 + (2 - V3) sen 0 - V3 = 0 

27. cos 2x = — 1 

28. sec 2x = 2 

29. 2 sen 30 = 1 

30. tan 40 = -1 

31. cot (x/2) = 1 

32. esc (0/3) = -1 

33. sen 2x 4- sen x = 0 

34. cos 2x + sen 2 x = 1 

35. cos 20 = sen 0 

36. sen 20 + 2 sen 0 — 2 cos 0 = 2 

37. sen 4 x — 2 sen 2 x + 1 = 0 

38. tan 4 0 — 2 sec 2 0 + 3 = 0 

39. sec x sen 2 x = tan x 

1 + COS0 

40. -= 2 

COS0 

41. 1 + cot 0 = esc 0 

42. sen x + cos x = 0 
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1 + 2senx 
~2 ~~ 

44. senx + \/seri x = 0 

45. costì — A/costì = 0 

46. cos tì \/l 4- tan 2 tì = 1 

En los problemas 47 a 54, determine las tres primeras inter- 
secciones con el eje x de la gràfica de la función, en el eje de 
las x positivas. 

47. f(x) = — 5 sen (3x + tt) 

48. f(x) = 2cos ^ 

/ \ tt 

49. f(x) = 2 — sec —x 

2 

50. f(x) =14- cos 7 TX 


66. Movimiento circular Un objeto describe una trayectoria 
circular centrada en el origen, con velocidad angular cons¬ 
tante. La coordenada y del objeto, en cualquier momento 
a los t segundos, es y = 8 cos (irt — 77-/12). gEn qué momen- 
to(s) cruza el objeto al eje x? 

67. Nùmero de Mach Use el problema 57 de los ejercicios 9.4 
para determinar el àngulo del vèrtice del cono, de las ondas 
sonoras provocadas por un avión que vuele a Mach 2. 

68. Corriente alterna Un generador eléctrico produce una 
corriente alterna de 60 eidos, definida por 7(r) = 30 sen 
120 7T (t — -jg), donde I(t) es la corriente en amperes a los t 
segundos. Calcule el valor positivo mas pequeno de t para 
el cual la corriente es de 15 amperes. 

69. Circuitos eléctricos Si se aplica un voltaje definido por 
V= V 0 sen (ojt + a) a un circuito en serie, se produce una 
corriente alterna. Si Vo = 110 volts, co = 12077 radianes 
por segundo y a = — 77 / 6 , gcuàndo el voltaje es igual a 
cero? 


51 . f(x ) = sen x 4- tan x 

52. /(x) = 1 — 2cos (x + — 

53. f(x) = sen x — sen 2x 

54. f(x) = cos x 4- cos 3x [Pista: escriba 
3x = x 4- 2x]. 

En los problemas 55 a 58 haga la gràfica y determine si la 
ecuación tiene soluciones. 

55. tan x = x. [Pista: grafique y = tan xyy = x en el mismo 
conjunto de ejes]. 

56. sen x = x 

57. cot x — x = 0 

58. cos x + x + 1 = 0 

En los problemas 59 a 64, use una función trigonomètrica 
inversa para obtener las soluciones de la ecuación dada en el 
intervalo indicado. Redondee las respuestas a dos decimales. 

59. 20 cos 2 x 4- cos x — 1 =0, [0, 77 ] 

60. 3 sen 2 * — 8 senx 4-4 = 0, [— 77 / 2 , 77 / 2 ] 

61. tan 2 jc 4- tanx —1=0, (— 77 / 2 , tt/2) 

62. 3 sen 2x + cos x = 0, [— 77 / 2 , 77 / 2 ] 

63. 5 cos 3 x — 3 cos 2 x — cos x = 0, [0, 77 ] 

64. tan 4 .* — 3 tan 2 x 4-1=0, (— 77 / 2 , tt/2) 


70. Refracción de la luz Un rayo de luz pasa de un medio 
(corno el aire) a otro (corno un cristal). Sean <f> el àngulo 
de incidencia y 9 el àngulo de refracción. Como se ve en 
la FIGURA 9.6.7, esos àngulos se miden respecto de una 
linea vertical. De acuerdo con la ley de Snell, hay una c 
constante, que depende de los dos medios, tal que 
sen <p 

-= c. Suponga que cuando la luz pasa de aire a un 

sentì 

cristal, c = 1.437. Calcule <f> y 6 tales que el àngulo de 
incidencia sea el doble del àngulo de refracción. 



FIGURA 9.6.7 Rayos de 
luz en el problema 70 


71. Capa de nieve Con base en datos recolectados entre 1966 
y 1980, la superficie de la capa de nieve S en el hemisferio 
norte, medida en millones de kilómetros cuadrados, se 
puede modelar por la función 

S(w) = 25 4- 21 cos [x(,tt(w — 5)), 


= Aplicaciones diversas 

65. Triàngulo isósceles En el problema 59 de los ejercicios 
9.4, el àrea del triàngulo isósceles cuyo vèrtice tiene àngulo 
tì, corno se ve eu la figura 9.4.4, es A = \x 2 sentì. Si la 
longitud x es 4 geon qué valor de tì el àrea del triàngulo 
serà 4? 


donde w es la cantidad de semanas después del 1 de 
enero. 

a) gCuànta capa de nieve indica està fòrmula para media- 
dos de abril? (Redondee w al entero màs cercano.) 

b ) gEn qué semana la capa nevada serà minima, segun la 
fòrmula? 

c) gEn qué mes se encuentra esa semana? 


9.6 Ecuaciones trigonométricas 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Funciones circulares: 
circulo unitario 
àngulo centrai 
àngulo de referencia 
Funciones periódicas: 
periodo de seno 
periodo de coseno 
periodo de tangente 
periodo de cotangente 
periodo de secante 
periodo de cosecante 


Gràficas de funciones trigonométricas: 
ciclo 
amplitud 
diferencia de fase 
Identidades: 
pitagòrica 
impares y pares 
Fórmulas especiales: 
adición 
sustracción 
àngulo doble 
medio àngulo 


Funciones trigonométricas inversas: 
arcoseno 
arcocoseno 
arcotangente 

Gràficas de funciones trigonométricas 
inversas: 
arcoseno 
arcocoseno 
arcotangente 

Ecuaciones trigonométricas 


ESSUnEIMEjercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados 
comienzan en la pàgina RESP-25. 


= A. Verdadero/Falso 

En los problemas 1 a 20 conteste verdadero o falso. 

1. Si tan f = 4, entonces sen t = 3 y cos t = 4. _ 

2. En un triàngulo rectàngulo, si 

send = gl, entonces cot 9 = yj ■_ 

3. sec(—7r) = esc 

4. No hay àngulo t tal que sec t = \ . _ 

5. sen (27t — t) = — sen t. _ 

6. 1 + sec 2 0 = tan 2 6. _ 

7. (—2, 0) es una intersección en x de la gràfica 
y = 3 sen (ttx/2). 

8. (277/3, — 1/V^) es un punto de la gràfica de y = cot x. 

9. El contradominio de la función y = esc x es (—°°, — 1], U 

[l, 00 ).- 

10. La gràfica de y = esc x no cruza el eje y. _ 

11. La linea x = 7 t/2 es una asintota vertical de la gràfica de 

y = tan x. _ 

12. Si tan ( x + 2tt) = 0.3, entonces tan x = 0.3. 

13. Para la función/(x) = —2 sen x, el rango està definido por 
-2<y<2. 



14. sen 20x = 2 sen 1 Ox cos lOx. 

15. La gràfica de y = sen (2x — tt/3) es la gràfica de y = sen 

2x desplazada tt/3 unidades hacia la derecha._ 

16. Las gràficas y = 3 sen (—2x) y y = —3 cos (2x — tt/2) 
son iguales. 

17. Como tan (577/4) = 1, entonces arctan(l) = 577/4._ 

18. tan 877 = tan 977_. 

19. La función/(x) = arcoseno x no es periòdica_. 

20. arcsen (L) = 30°._ 


= B. Llene los espacios en bianco 


En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1. Si senw = |,0 < u < tt/2 y cos v = l/V^, 37r/2 < v 
< 277, entonces cos (u + v) =_. 


2 . 

3. 


La intersección con el eje y en la gràfica de la función 
y = 2 sec(x + 77 ) es_. 


El periodo de la función y = 2 sen — x es . 


4. La pii mera asintota vellicai de la gràfica de y = tan I x 



a la derecha del eje y es 
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5. La diferencia de fase en la gràfica de y = 5 cos (3x — 47 t) 
es_. 


6 . Si sen t = \ , entonces cos 7 — 


7. La amplitud de y = —10 cos ( — x ) es 


8 . cos 


77 577 \ 


4 -■ 


9. E1 valor exacto de arccos cos 


977 


10. E1 periodo de la función v = tan 4x es . 


11. La quinta intersección en x en el eje x positivo de la gràfica 

de la función y = sen 7rx es_. 

12 . Si P(t) = ( — 5 , ^r) es un punto en el cfrculo unitario, 

entonces sen 2 1 =_. 


13. Si cosx = 3 , donde 377/2 < x < 277, entonces los valores 


exactos de sen ~ = 


COS 2 = 


sen 2x 


_, y cos 2 x = 


14. Por los resultados del problema 13, tenemos que tan — = 
_y tan 2 x =_. 


9. sen 7 + cos 7 = 1 

10. tan 7 — 3 cot 7 = 2 

En los problemas 11 y 12, obtenga las soluciones de la ecua- 
ción dada en el intervalo (— 77 / 2 , tt/2). Redondee las solucio¬ 
nes a dos decimales. 

11. 3 cos 2x + sen x = 0 

12 . tan 4 x + tan 2 x — 1 = 0 

En los problemas 13 a 20, calcule el valor indicado sin usar 
calculadora. 


13. 

COS 

" ( 4 ) 

14. 

arcsen (—1) 

15. 

cot 

(cos _1 |) 

16. 

cos 

(arcsen |) 

17. 

sen 

-1 (sen 77 ) 

18. 

cos 

(arccos 0.42) 

19. 

sen 

(arccos(pj)) 

20. 

arctan (cos 77 ) 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, represente gràficamente las funciones 
dadas. Indique la amplitud, el periodo y la diferencia de fase 
donde corresponda. 

1. y = 5(1 + sen x) 

4 

2 . y =- cos x 

3 

3. y = lOcos^—3x + 

fi \ 

4. y = — 4cosl — x — 77 1 

En los problemas 5 a 10 determine todas las t en el intervalo 
[0, 277 ] que satisfagan la ecuación. 

5. cos t sen t — cos t + sen 7 — 1=0 

6. cos t — sen 7 = 0 

7. 4 sen 2 7—1=0 

8 . sen 7 = 2 tan t 


En los problemas 21 y 22 escriba la expresión corno expre- 
sión algebraica en x. 

21 . sen (arccos x) 

22. sec (tan 1 x) 

En los problemas 23 a 26, dé dos ejemplos de la función tri¬ 
gonomètrica indicada tal que cada una tenga las propiedades 
dadas. 

23. Función seno con periodo 4 y amplitud 6. 

24. Función coseno con periodo 77 , amplitud 4 y diferencia de 
fase \. 

25. Función seno con periodo 77 / 2 , amplitud 3 y diferencia de 
fase 77 / 4 . 

26. Función tangente cuya gràfica completa un ciclo en el 
intervalo (—77/8, 77/8). 

En los problemas 27 a 30, la gràfica correspondiente se puede 
interpretar corno una transformación rigida/no rigida de la 
gràfica de y = sen x o de la gràfica de y = cos x. Deduzca la 
ecuación de la gràfica, usando la función seno. A continua- 
ción deduzca la ecuación de la misma gràfica, està vez 
mediante la función coseno. 


Ejercicios de repaso 
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FI G U RA 9. R.1 Gràfica del 
problema 27 



del problema 28 



FIGURA 9.R.3 Gràfica 
del problema 29 


30. 


FIGURA 9.R.4 Gràfica 
del problema 30 
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APLICACIONES DE TRIGONOMETRIA 


I 


En este capi'tu lo 


10.1 Resolución de triàngulos rectàngulos 

10.2 Aplicaciones de triàngulos rectàngulos 

10.3 Ley de los senos 

10.4 Ley delos cosenos 

10.5 Movimiento armònico simple 

10.6 Forma trigonomètrica de los nùmeros complejos 

10.7 Potencias y raices de nùmeros complejos 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia La trigonometria se desarrolló a partir de los esfuerzos 
realizados en la antigiiedad para impulsar el estudio de la astronomia y pro¬ 
nosticar la trayectoria y posición de los cuerpos celestes, asi corno para mejo- 
rar la precisión en la navegación y el càlculo del tiempo y los calendarios. 

Una gran parte del trabajo matemàtico realizado en el siglo xvm fue pro- 
ducto de la necesidad de describir ciertos fenómenos fisicos. Por ejemplo, 
^qué forma tiene una vela bajo la presión del viento? ^Qué forma tiene una 
cuerda elàstica que vibra (por ejemplo, una cuerda de violin o guitarra), pero 
està fija en ambos extremos? Las respuestas a estas preguntas con frecuencia 
requieren el uso de funciones trigonométricas. 

El alemàn Ernst Florens Chladni (1756-1827), fisico, especialista en mate- 
màticas aplicadas y musico, inventò una tècnica interesante para estudiar la 
vibración de placas elàsticas. Después de espolvorear arena sobre superficies 
parecidas a un tambor, pasaba un arco de violin por los bordes para hacerlas 
vibrar. La Academia Francesa de Ciencias ofreció un premio a la mejor des- 
cripción matemàtica de este fenòmeno. En 1816 Marie-Sophie Germain 
(1776-1831), matemàtica francesa casi autodidacta, ganó el premio de la 
Academia de Paris con su ensayo sobre elasticidad. 

En este capitulo pondremos en uso las funciones trigonométricas desarro- 
lladas en los dos ùltimos capitulos para resolver diversos problemas y aplica¬ 
ciones matemàticas. 














FIGURA 10.1.1 Identificación nor- 
mal de un triàngulo rectàngulo 



FIGURA 10.1.2 Triàngulo rectàngulo 
del ej empio 1 
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10.1 Resolución de triàngulos rectàngulos 


■ Introducción Las aplicaciones de la trigonometria de triàngulos rectàngulos en campos 
corno topografia y navegación implican resolver triàngulos rectàngulos. La expresión 
“resolver un triàngulo” quiere decir que se desea determinar la longitud de cada lado y la 
medida de cada àngulo del triàngulo. Se puede resolver cualquier triàngulo rectàngulo si se 
conocen dos lados o un àngulo agudo y un lado. Como se verà en los ejemplos que siguen, 
una parte esencial del proceso de solución es trazar e identificar el triàngulo. Nuestra pràctica 
generai para identificar un triàngulo serà la que se muestra en la FIGURA 10.1.1. Los tres vér- 
tices se denominaràn A, B y C, donde C es el vèrtice del àngulo recto. Representaremos los 
àngulos en A y B por a y /3, y las longitudes de los lados opuestos a esos àngulos por a y b, 
respectivamente. La longitud del lado opuesto al àngulo recto en C se denomina c. 


EJEMPLO 1 


Solución de un triàngulo rectàngulo 

Resolver el triàngulo rectàngulo cuya hipotenusa mide 4\/3 y uno de sus àngulos es de 

60°. 


Solución Primero se hace un esquema del triàngulo y se identifica corno se ve en la FI¬ 
GURA 10.1.2. Se desea determinar a,byf3. Puesto que a y [3 son àngulos complementarios, 
a + (3 = 90°, y 


(3 = 90° — a = 90° — 60° = 30°. 

La longitud de la hipotenusa es, a saber, hip = 4\/3. Para determinar a, la longitud del 
lado opuesto al àngulo a = 60°, se escoge la función seno. De sen a = op/hip. 


sen60° = 


4\/3 

Como sen 60° = \/3/2, entonces 


o a = 4\/3sen60 o . 


a = 4V / 3sen60° = 4V3| -y- ) = 6. 


V3 


Por ultimo, para determinar la longitud b del lado adyacente al àngulo de 60° selecciona- 
mos la función coseno. De cos a = ady/hip se obtiene 

cos60° =-o sea b = 4V^cos60°. 

4 V 3 

Como cos 60° = entonces 


b = 4V / 3cos60° = 4V3g) = 2 V 3 . 


En el ejemplo 1, una vez determinado a se podrfa haber calculado b usando el teorema 
de Pitàgoras, o la función tangente. En generai suele haber varias maneras de resolver un 
triàngulo. 

■ Uso de calculadora Si en un problema intervienen àngulos que no sean de 30°, 45° o 
60°, se obtienen aproximaciones a los valores de las funciones trigonométricas que se buscan 
con una calculadora. En el resto de este capftulo, cuando se use una aproximación, redondea- 
remos los resultados finales a la centésima, a menos que en el problema se pida otra cosa. 
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Para aprovechar bien la exactitud de la calculadora, guarde los valores calculados de las ^ 
funciones trigonométricas para càlculos posteriores. Si, por otra parte, se escribe una versión 
redondeada de un valor en la pantalla, y después se teclea en la calculadora, puede ser que 
disminuya la exactitud del resultado final. 

En muchas aplicaciones podemos determinar el valor de una de las funciones trigo¬ 
nométricas, por ejemplo, sen 0, y deseamos obtener 6. Para elio, usamos las funciones tri¬ 
gonométricas inversas y una calculadora. Recuerde que las funciones trigonométricas inver- 
sas se denotan con sen -1 o arcoseno, cos -1 o arcocoseno, tan -1 o ar c otange nte, y asf 
sucesivamente. Las calculadoras cientfficas tienen teclas rotuladas sen 'L lcos -1 | y 

y | arctan| . (Consulte el manual de su calculadora si necesita mas explica- 

ciones.) 


o lare seni, larccos 



Algunas calculadoras tienen una 
teda rotulada stor o sto. 


En las calculadoras cientfficas de 
HP, se utiliza la notación asen, 
acos y atan. 


EJEMPLO 2 


Obtención de d 


Use una calculadora para obtener un àngulo agudo 6 medido en a) grados y b ) radianes 
en los cuales cos 0 = 0.5. 


Solución a) Primero debemos poner la calculadora en el modo de grados. Introducimos 0.5 
y en seguida oprimimos la teda correspondiente. El resultado es 60. Por tanto, 0 = 60°. 
b ) Con la calculadora en el modo de radianes, introducimos 0.5 y luego oprimimos la 
misma teda; 1.0471976 aparece en la pantalla. Asf, para cos 0 = 0.5, 0 ~ 1.0471976. 
Tenga en cuenta que 1.0471976 es una aproximación decimai de tt/3. = 


EJEMPLO 3 


Solución de un triàngulo rectàngulo 


Resolver el triàngulo rectàngulo con catetos de longitud 4 y 5. 


Solución Después de trazar e identificar el triàngulo corno se ve en la FIGURA 10.1.3, se 
deben calcular c, a y (3. De acuerdo con el teorema de Pitàgoras, la hipotenusa c es 


c = V5 2 + 4 2 = V4T « 6.40. 


Para determinar f3 usaremos tan /3 = op/ady. (Si se opta por trabajar con las cantidades 
dadas se evitan los errores debidos a las aproximaciones anteriores.) Entonces, 

tan/3 = 5 = 0.8. 



FIGURA 10.1.3 Triàngulo rectàngulo 
del ejemplo 3 


En una calculadora en modo grado, se determina [3 ~ 38.66°. Como a = 90° - (3 se obtiene 
a ~ 51.34°. = 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-25. 


En los problemas 1 a 12, calcule las incógnitas indicadas. 
Cada problema se refiere al triàngulo de la FIGURA 10.1.4. 

1. a = 4, f3 = 27°; b, c 

2. c= 10,/3 = 49°; a, b 

3. b = 8, /3 = 34.33°; a, c 

4. c = 25, a = 50°; a , b 

5. b = 1.5, c = 3; a, f3, a 


6 . a = 5, b = 2; a, j3, c 

7. a = 4, b = 10; a, f3 , c 

8 . b = 4, a = 58°; a, c 

9. a = 9, c = 12; a, /3 , b 

10. b = 3, c = 6; a, (3 , a 

11. b = 20, a = 23°, a , c 

12. a = 11, a = 33.5°, b, c 
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FIGURA 10.1.4 Triàngulo de los 
problemas 1 a 12 


= Para la discusión 

13. a) Un n-gono es un poligono regular de n lados inserito 
en un cìrculo; el poligono està formado por n puntos 
situados a la misma distancia uno de otro en el cìrculo. 
Suponga que el poligono que se ilustra en la figura 
10.1.5 representa un poligono regular inserito en un 
cìrculo de radio r. Use la trigonometria del triàngulo 


rectàngulo para demostrar que el àrea A(n) del poli¬ 
gono està dada por: 



b) Calcule A 10 o, A 50 o y ooo- 

c) Explique: ^se aproxima A{n) a un nùmero corno 

n —» oo? 



FIGURA 10.1.5 Polìgono inserito 
para el problema 13 


| 10.2 Aplicaciones del triàngulo rectàngulo 

■ Introducción La trigonometria del triàngulo rectàngulo sirve para resolver muchos pro¬ 
blemas pràcticos, en particular los que se relacionan con longitudes, alturas y distancias. 



90 pies. 


FIGURA 10.2.1 Àrbol del ejemplo 1 


EJEMPLO 1 


Càlculo de la altura de un arbol 


Una cometa queda atorada en las ramas de la copa de un àrbol. Si el hilo de 90 pies de la 
cometa forma un àngulo de 22° con el suelo, estime la altura del àrbol, calculando la dis¬ 
tancia de la cometa al suelo. 


Solución Sea h la altura de la cometa. En la FIGURA 10.2.1 se ve que 


h 

— = sen22° y asì h = 90sen22° ~ 33.71 pies 
90 y F 



FIGURA 10.2.2 Corte a sierra del 
ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Longitud del corte de una sierra 


Un carpintero corta el extremo de una tabla de 4 pulgadas, formando un bisel de 25° con 
respecto a la vertical, comenzando en un punto ali pulgadas del extremo de la tabla. 
Calcular las longitudes del corte diagonal y del lado restante. Vea la FIGURA 10.2.2. 


Solución Sean x,yyz las dimensiones (desconocidas), corno se ve en la figura 10.2.2. 
Entonces, de acuerdo con la definición de la función tangente, 


tan25° = — asì que, entonces 
4 

Para calcular y se observa que 


x = 4tan25° ~ 1.87 pulg. 


4 4 

cos25° = — asì que y =-~ 4.41 pulg. 

y ' cos25° 

Ya que z = i + x y x ~ 1.87 pulg., se ve que z ~ 1.5 + 1.87 ~ 3.37 pulg- 
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FIGURA 10.2.3 Àngulos de elevación y depresión 


■ Àngulos de elevación y de depresión E1 àngulo entre la visual del observador a un objeto, 
y la horizontal, tiene un nombre especial. En el caso de la FIGURA 10.2.3, si la visual es hacia 
un objeto arriba de la horizontal, el àngulo se llama àngulo de nivel, y en el caso generai se 
llama àngulo de elevación, mientras que si la visual es hacia un objeto abajo de la horizon¬ 
tal, el àngulo se llama àngulo de depresión. 


EJEMPLO 3 


Uso de los àngulos de elevación 


Un topògrafo usa un instrumento llamado teodolito para medir el àngulo de elevación entre 
el nivel del piso y la cumbre de una montana. En un punto, se mide un àngulo de elevación 
de 41°. Medio kilómetro màs lejos de la base de la montana, el àngulo de elevación medido 
es de 37°. ^Qué altura tiene la montana? 


Solución Sea h la altura de la montana. La FIGURA 10.2.4 muestra que hay dos triàngulos 
rectàngulos que comparten un lado comun, /? ; entonces, se obtienen dos ecuaciones con 
dos incógnitas, h y z: 

h h 

-= tan37° y - = tan41°. 

z + 0.5 1 z 

De ambas ecuaciones se despeja h y se obtiene 


h = (z + 0.5)tan37° y h = ztan41°. 


Se igualan los dos ultimos resultados, y se llega a una ecuación con la que podemos deter¬ 
minar la distancia z: 


(z + 0.5) tan37° = ztan41°. 


Al despejar z se ve que 

-0.5 tan37° 

Z ~~ tan37° - tan41°' 
Ahora se puede calcular h con h = z tan 41°. 


-0.5 tan37° tan41° 
tan37° - tan41° 


2.83 km. 


EJEMPLO 4 


Trayectoria de planeo 


Casi todos los aviones realizan su aproximación final al Aeropuerto Internacional de San 
Francisco (SFO) en una trayectoria de planeo de 3° desde un punto situado a 5.5 millas 
del campo aèreo. Hace algunos anos, la Administración Federai de Aviación de Estados 
Unidos experimentó con una aproximación computarizada en dos partes, en la que el avión 
se aproximaba a la pista de aterrizaje en una trayectoria de planeo de 6° desde un punto 
situado a 5.5 millas de distancia y luego cambiaba a una trayectoria de planeo de 3° cuando 
se hallaba a 1.5 millas del punto de aterrizaje. El propòsito de està aproximación experi- 
mental era reducir el ruido de los aviones en las zonas residenciales alejadas del centro de 



z + 0.5 


FIGURA 10.2.4 Montana del ejem- 
plo 3 
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la ciudad. Compare la altura de un avión P' que realiza la aproximación acostumbrada de 
3° con la altura de un avión P que realiza la aproximación experimental cuando los dos 
aviones se encuentran a 5.5 millas del aeropuerto. 

Solución Para efectos de ilustración, se han exagerado los àngulos y distancias que 
aparecen en la figura 10.2.5. 



FIGURA 10.2.5 Trayectorias de planeo del ejemplo 4 


Primero, suponga que y es la altura del avión P' en la aproximación habitual cuando se 
encuentra a 5.5 millas del aeropuerto. Como vemos en la figura 10.2.5«), 

= tan3° o y = 5.5tan3°. 

Debido a que las distancias del aeropuerto se miden en millas, convertimos y a pies: 
y = 5.5(5 280) tan 3° pies ~ 1 522 pies 

Ahora suponga que z es la altura del avión P en la aproximación experimental cuando se 
encuentra a 5.5 millas de distancia del aeropuerto. Como se muestra en la figura 10.2.5 b), 
Z = x + w, por lo que usamos dos triàngulos rectàngulos para obtener 

— = tan 3° o x = 1.5 tan 3°. 
w 

y — = tan6° o w = 4tan6°. 

y 4 

Por tanto, la altura aproximada del avión P en un punto que queda a 5.5 millas de distan¬ 
cia del aeropuerto es 

Z = X + w 

= 1.5 tan3° + 4 tan 6° 

= 1.5(5 280) tan 3° + 4(5 280) tan 6° « 2 635 pies. 

En otras palabras, el avión P se encuentra aproximadamente 1113 pies mas alto que el 
avión P'. = 


■ Palabras en funciones La sección 5.7 se dedicò a establecer o construir funciones que 
describimos o expresamos en palabras. Como se recalcó en esa sección, se trata de una tarea 
a la que seguramente tendrà que enfrentarse en un curso de càlculo. Nuestro ejemplo final 
ilustra un procedimiento recomendado para dibujar una figura y marcar las cantidades que 
nos interesan con las variables apropiadas. 
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EJEMPLO 5 


Funciones que requieren trigonometria 

Un avión que vuela a 2 millas de altitud se acerca a una estación de radar, corno muestra 

la FIGURA 10.2.6. 

a) Expresar la distancia cl entre el avión y la estación de radar en función del àngulo de 
elevación 9. 

b ) Expresar el àngulo de elevación 0 del avión en función de la separación horizontal 
x entre el avión y la estación de radar. 

Solución Como se ve en la figura 10.2.6, 6 es un àngulo agudo de un triàngulo rectàn- 

gulo. 

a) Se pueden relacionar la distancia d y el àngulo 6 con sen 9 = 2 ld. Se despeja d y 
resulta 



FIGURA 10.2.6 Avión del ejemplo 5 


2 

d(9) =- o sea d(0) = 2csc 6, 

sen 9 

donde 0° < 9 < 90°. 

b) La separación horizontal x y 9 se relacionan con tan 9 = 2/x. Se aprovecha la función 
tangente inversa para despejar 9: 

9(x) = tan -1 —, 
x 

donde 0 < x < °°. EE 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-25. 


1 . Un edificio proyecta una sombra de 20 m de longitud. Si 
el àngulo de la punta de la sombra a un punto en la parte 
alta del edificio es de 69° ( ',quc altura tiene el edificio? 

2. Dos àrboles estàn en las orillas opuestas de un rio, corno 
se ve en la FIGURA 10.2.7. Se mide una linea de referencia 
de 100 pies del àrbol 7) y de esa posición se mide un àngulo 
(S a T 2 , que resulta de 29.7°. Si la linea de referencia es 
perpendicular al segmento de recta entre T l y T 2 , calcule 
la distancia entre los dos àrboles. 



FIGURA 10.2.7 Àrboles y rio del 
problema 2 


3. Una torre de 50 pies està a la orilla de un rio. El àngulo de 
elevación entre la orilla opuesta y la punta de la torre es 
de 37°. ^Qué anchura tiene el rio? 


4. Un topògrafo usa un geodimetro para medir la distancia, 
en linea recta, desde un punto en el suelo hasta la cumbre 
de una montana. Con la información de la FIGURA 10.2.8 
calcule la altura de la montana. 



FIGURA 10.2.8 Montana del problema 4 

5. Un observador en la azotea del edificio A mide un àngulo 
de depresión de 21° entre la horizontal y la base del edifi¬ 
cio B. El àngulo de elevación del mismo punto en la azo¬ 
tea a la azotea del segundo edificio es de 41.42°. ^Cuàl es 
la altura del edificio B, si la altura del edificio A es de 150 
pies? Suponga que los edificios A y B estàn sobre el mismo 
plano horizontal. 

6 . Calcule la altura h de una montana, con la información de 

la FIGURA 10.2.9. 
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FIGURA 10.2.9 Montana del problema 6 

7. La parte superior de una escalera de 20 pies està recargada 
contra la orilla del techo de una casa. Si el àngulo de incli- 
nación de la escalera con respecto a la horizontal es de 51 °, 
(Cual es la altura aproximada de la casa, y cuàl es la dis- 
tancia del pie de la escalera a la base de la casa? 

8 . Un avión vuela horizontalmente a 25 000 pies de altura, y 
se acerca a una estación de radar, ubicada sobre una montana 
de 2 000 pies de altura. En determinado momento, el àngulo 
entre el piato de radar que apunta hacia el avión y la hori¬ 
zontal es de 51°. ( ' Cuàl es la distancia en linea recta, en 
millas, entre el avión y la estación de radar en ese instante? 

9. Un tramo recto de carretera de 5 millas sube a una montana 
de 4 000 pies de altura. Determine el àngulo que forma la 
carretera con la horizontal. 

10. Las dimensiones de una caja se ven en la FIGURA 10.2.10. 
Calcule la longitud de la diagonal entre las esquinas P y 
Q. ( Cluàl es el àngulo 6 que forma la diagonal con la orilla 
inferior de la caja? 



FIGURA 10.2.10 Caja del problema 10 

11. Unos observadores en dos pueblos A y fi, a cada lado de 
una montana de 12 000 pies de altura, miden los àngulos 
de elevación entre el suelo y la cumbre de la montana. Vea 
la FIGURA 10.2.11. Suponiendo que los pueblos y la cumbre 
de la montana estàn en el mismo plano vertical, calcule la 
distancia entre ellos. 



FIGURA 10.2.11 Montana del problema 11 


12. Un puente levadizo* mide 7.5 m de orilla a orilla, y cuando 
se abre por completo forma un àngulo de 43° con la hori¬ 
zontal. Véase la FIGURA 10.2.12a). Cuando el puente se cie- 
rra, el àngulo de depresión de la orilla a un punto en la 
superficie del agua bajo el extremo opuesto es de 21°. Vea 
la figura 10.2.12?»). Cuando el puente està totalmente 
abierto, ^cuàl es la distancia d entre el punto màs alto del 
puente y el agua? 




FIGURA 10.2.12 Puente levadizo del problema 12 

13. Una bandera està en la orilla de un acantilado de 50 pies 
de altura, en la orilla de un rio de 40 pies de ancho. Vea la 
FIGURA 10.2.13. Un observador en la orilla opuesta del rio 
mide un àngulo de 9° entre su visual a la punta del asta y 
su visual a la base del asta. Calcule la altura del asta. 



FIGURA 10.2.13 Asta de bandera del problema 13 


* El puente levadizo de la figura 10.2.12, donde el claro està balanceado con¬ 
tinuamente por un contrapeso, se llama puente basculante. 


450 


CAPITULO 10 Aplicaciones de trigonometria 























































14. Desde un mirador a 1 000 pies de la base del monte 
Rushmore, el àngulo de elevación a la coronilla de la 
cabeza esculpida de George Washington mide 80.05°, 
mientras que el àngulo de elevación hasta la punta del 
mentón es de 79.946°. Calcule la altura de la cabeza de 
George Washington. 



Busto de George 
Washington en el 
monte Rushmore 


15. La longitud de un avión Boeing 747 es de 231 pies. / Guài 
es la altura del avión, si abarca un àngulo de 2° cuando 
està directamente arriba de un observador en el suelo? 
Véase la FIGURA 10.2.14. 



FIGURA 10.2.14 Avión del problema 15 

16. La altura del estilo de un gnomon (reloj de Sol) es de 4 
pulgadas. Cuando su sombra mide 6 pulgadas, pellài es el 
àngulo de elevación del Sol? 



Reloj de sol 

17. Un radar meteorològico puede medir el àngulo de eleva¬ 
ción a la parte superior de una tempestad de rayos, y tam- 
bién su distancia (la distancia horizontal a la tempestad). 


Si la distancia a una tempestad es de 90 km y el àngulo de 
elevación es de 4°,^puede un avión de pasajeros subir 10 
km para volar sobre la tempestad? 

18. El cielo de nubes es la altitud minima que tiene la base de 
las nubes. En los aeropuertos, el cielo de nubes debe tener 
la altura suficiente para que los despegues y los aterrizajes 
sean seguros. Por la noche, se lo puede determinar ilumi- 
nando la base de ellas, con un faro apuntado verticalmente 
hacia arriba. Si un observador està a 1 km del faro, y el 
àngulo de elevación a la base de la nube iluminada es de 
8 °, calcule el cielo de nubes. Véase la FIGURA 10.2.15. 
(Durante el dia, los cielos de nubes suelen estimarse a la 
vista. Sin embargo, si se requiere un valor exacto, se infla 
un globo para que suba a una velocidad constante conocida. 
A continuación se suelta y se toma el tiempo hasta que 
desaparece en la nube. El cielo de nubes se determina 
multiplicando la velocidad por el tiempo de ascenso; para 
este càlculo no se requiere trigonometria.) 


Cubierta de nubes 



1 km 


FIGURA 10.2.15 Faro para el problema 18 


19. Si suponemos que la Tierra es una esfera, demuestre que 
Co = C e cos 9, donde C H es la circunferencia del paralelo 
de latitud en el àngulo de latitud 6 y C e es la circunferencia 
de la Tierra en el ecuador. Véase la FIGURA 10.2.16. [Pista: 
R cos 9 = r]. 



20. Con el problema 19, y sabiendo que el radio R de la Tierra 
es de 6 400 km, calcule: 

a) La circunferencia del Cuculo Àrtico, que està a 66°33 ' 
N (66.55° N) de latitud. 

b ) La distancia “alrededor del mundo” a la latitud de 
58°40' N (58.67° N). 
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21. La distancia entre la Tierra y la Luna varia mientras ésta 
gira alrededor de nuestro pianeta. En determinado momento 
se mide el àngulo de paralaje geocèntrico que se ve en 
la FIGURA 10.2.17, y resulta de 1°. Calcule, redondeando a 
las 100 millas, la distancia entre el centro de la Tierra y el 
centro de la Luna en ese instante. Suponga que el radio de 
la Tierra es de 3 963 millas. 

3 963 mi 



FIGURA 10.2.17 Àngulo del problema 21 


23. Como se ve en la FIGURA 10.2.19, dos estaciones rastreado- 
ras Sj y 53 avistan un globo meteorològico entre ellas, con 
los àngulos respectivos de elevación a y /3. Exprese la 
altura h del globo en función de a y fi. y la distancia c entre 
las estaciones rastreadoras. Suponga que esas estaciones 
y el globo estàn en el mismo plano vertical. 



Suelo _, _ 

FIGURA 10.2.19 Globo meteorologico del problema 23 


22. La longitud final de un flujo de lava volcànica parece 
decrecer a medida que aumenta la altura de un cràter 
adventicio por donde sale. Un estudio empirico del monte 
Etna indica que la longitud final L del flujo de lava, en 
función de la elevación h, es 

L = 23 - 0.0053/i, 



Monte Etna 


donde L està en kilómetros y li en metros. Suponga que un 
pueblo siciliano està a 750 m de altura en una pendiente 
de 10°, directamente abajo de un cràter adventicio que està 
a 2 500 m. Véase la FIGURA 10.2.18. De acuerdo con la 
fòrmula, ( : ,a qué distancia se acercarà el flujo de lava al 
pueblo? 



FIGURA 10.2.18 Flujo de lava del problema 22 


24. Un coche en una carrera de “cajas de jabón” rueda cuesta 
abajo. Con la información de la FIGURA 10.2.20 calcule la 
distancia total di + d 2 que recorre la caja de jabón. 


Meta 



di 200 pies 
28° \ 


FIGURA 10.2.20 

Cajas de jabón 
del problema 24 


25. Obtenga la altura y el àrea del trapecio isósceles que se 

ilustra en la FIGURA 10.2.21. 


3 



FIGURA 10.2.21 Trapecio 
del problema 25 


26. Considere el rectàngulo azul circunscrito alrededor del rec- 
tàngulo rojo en la FIGURA 10.2.22. Con la ayuda de càlculo, se 
puede demostrar que el àrea del rectàngulo azul es màs grande 
cuando d = tt/ 4. Calcule està àrea en términos de a y b. 
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FIGURA 10.2.22 

Rectàngulos del 
problema 26 


























En los problemas 27 a 30, proceda corno en el ejemplo 5 y 
traduzca las palabras a una función adecuada. 

27. Un telescopio rastreador, que està a 1 .25 km del punto de 
lanzamiento de un cohete, da seguimiento a un cohete que 
asciende verticalmente. Exprese la altura h del cohete en 
función del àngulo de elevación 9. 

28. Un faro està a media milla frente a la costa, e ilumina un 
punto P de la costa. Exprese la distancia d del faro hasta 
el punto iluminado P en función del àngulo 0, corno se ve 

en la FIGURA 10.2.23. 



FIGURA 10.2.23 Faro 
del problema 28 


29. Una estatua se coloca sobre un pedestal, corno se ve en la 
FIGURA 10.2.24. Exprese el àngulo de la visual 6 en función 
de la distancia x al pedestal. 



FIGURA 10.2.24 Àngulos de 
la visual del problema 29 


30. Una mujer en una isla desea llegar a un punto R, sobre una 
costa recta, desde un punto P en la isla. El punto P està a 
9 millas de la costa y a 15 millas del punto R. Vea la FIGURA 
10.2.25. Si la mujer rema en un bote a 3 mi/h hacia un punto 
Q en tierra y después camina el resto sobre la costa, a 5 
mi/h, exprese el tiempo total que tarda la mujer en llegar 
al punto R, en función del àngulo indicado 9. [Pista: dis¬ 
tancia = velocidad x tiempo]. 



FIGURA 10.2.25 Mujer remando a 
la costa, problema 30 


| 10.3 Ley de los senos 


■ Introducción En la sección 10.1 se explicó còrno resolver triàngulos rectàngulos. En està 
sección describiremos dos técnicas para resolver triàngulos en generai. 

■ Ley de los senos Examine el triàngulo ABC de la FIGURA 10.3.1, cuyos àngulos son a, (i 
y y, y sus lados opuestos correspondientes son BC, AC y AB. Si se conoce la longitud de un 
lado y otras dos partes del triàngulo, se pueden determinar las tres partes que restan. Una 
forma de hacerlo es con la ley de los senos. 


Teorema 10.3.1 Ley de los senos 

Supongamos que los àngulos a, (3 y y, y los lados opuestos de longitud a, b y c son corno 
se muestran en la figura 10.3.1. Entonces 

sena sen/3 seny 

a b c 


A 



FIGURA 10.3.1 Triàngulo generai 
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COMPROBACIÓN 


A 



FIGURA 10.3.2 Triàngulo agudo 



FIGURA 10.3.3 Triàngulo del ejem- 
plo 1 


Dirección del Sol 

\ 



Sombra de 36 pies 


FIGURA 10.3.4 Triàngulo QPS del 
ejemplo 2 


Aunque la ley de los senos es vàlida para cualquier triàngulo, sólo la deduciremos aquf 
para triàngulos acutàngulos o agudos, esto es, en los que los tres àngulos, a, [3 y y son 
menores de 90°. Como se ve en la FIGURA 10.3.2, sea h la altura desde el vèrtice A al lado 
BC. Como la altura es perpendicular a la base BC, determina dos triàngulos rectàngulos. 
En consecuencia, se puede escribir 


h 


= sen/3 y 


h 


seny. 


c b 

Asf, las ecuaciones (2) se transforman en 

h = c sen /3 y h = b seny. 

Se igualan las dos expresiones en (3), lo que da c sen (3 = b sen y, por lo que 

sen/3 seny 
b c 

Si se usa la altura desde el vèrtice C hasta el lado AB de la misma forma, entonces 

sena sen/3 
a b 

Al combinar (4) y (5) se llega al resultado que se muestra en (1). 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 


EJEMPLO 1 


Determinación de las partes de un triàngulo 


Calcular las partes restantes del triàngulo de la FIGURA 10.3.3. 


Solución Sean f3 = 20°, a = 30° y b = 6. La suma de los àngulos de un triàngulo es 
180°; entonces, y = 180° — 20° — 130° = 30°. De acuerdo con (1), 


sen 130° sen 20° sen 30° 

a 6 c 


( 6 ) 


Usaremos la primera igualdad de (6) para despejar a: 

sen 130° 

a = 6-~ 13.44. 

sen 20° 

Con la segunda igualdad de (6) se obtiene c: 


sen 30° 

c = 6-« 8.77. 

sen 20 


EJEMPLO 2 


Altura de un edificio 


Un edificio està al lado de una colina que baja formando un àngulo de 15°. El Sol està 
sobre la colina, y desde el edificio tiene un àngulo de elevación de 42°. Calcular la altura 
del edificio, si su sombra mide 36 pies de longitud. 


Solución Sea h la altura del edificio sobre la pendiente, con lo cual se forma un triàngulo 
rectàngulo QPS corno se ve en la FIGURA 10.3.4. Ahora bien, a + 15° = 42°, por tanto, 
a = 27°. Como A QPS es triàngulo rectàngulo, y = 90° — 42° = 48°. Por la ley de los 
senos (1), 


sen27° sen48° 
h ~ 36 


asf que 


sen 27° 

h = 36- 

sen48° 


21.99 pies. 
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En los ejemplos 1 y 2, donde los datos fueron dos àngulos y un lado, cada triàngulo tuvo 
una solución unica. Sin embargo, puede ser que no siempre sea asf, cuando los datos de los 
triàngulos sean dos lados y un àngulo opuesto a uno de esos lados. E1 siguiente ejemplo 
ilustra este caso. 


EJEMPLO 3 


Dos triàngulos 


Calcule las partes restantes del triàngulo con fi = 50°, b = 5 y c = 6. 
Solución Por la ley de los senos, 


sen50° _ seny 
~ 5 ~~ ~ 6 ~ 


o 


seny = — sen50° ~ 0.9193. 


Con una calculadora puesta en modo grados, se obtiene el resultado y ~ 66.82°. Llegados 
aquf es esencial recordar que la función seno también es positiva para àngulos en el segundo 
cuadrante. En otras palabras, hay otro àngulo que satisface 0° < y < 180° y para el cual 
sen y ~ 0.9193. Si se usa 66.82° corno àngulo de referencia, se ve que el àngulo del 
segundo cuadrante es 180° — 66.82° = 113.18°. Por consiguiente, las dos posibilidades 
de y son y { ~ 66.82° y y 2 ~ 113.18°. Asf, corno se ve en la FIGURA 10.3.5, hay dos triàn¬ 
gulos posibles, ABC\ y ABC 2 , que satisfacen las tres condiciones de los datos. 

A fin de terminar la solución del triàngulo ABCy (figura 10.3.5«), primero se determina 
ol\ = 180° — yi fi ~ 63.18°. Para calcular el lado opuesto a este àngulo se usa 


5.83 


sen63.18° sen50° /sen 63.18° 

-=- que da corno resultado a, = 5 - 

fli 5 4 1 V sen50° 

Para completar la solución del triàngulo ABC 2 (figura 10.3.56), se determina a 2 = 

180° — y 2 ~ /3 ~ 16.82°. Entonces, de 


sen 16.82° sen50° 


a 2 


se ve que a 2 = 5 


sen 16.82° 
sen 50° 


1.89. 


A 



a) 


A 



FIGURA 10.3.5 Triàngulos del 
ejemplo 3 


■ Caso ambiguo Cuando se resuelven triàngulos, al caso en el que los datos son dos lados 
y un àngulo opuesto a uno de ellos se le llama caso ambiguo. Acabamos de ver, en el ejem¬ 
plo 3, que los datos dados pueden determinar dos triàngulos diferentes. En el caso ambiguo 
pueden surgir otras complicaciones. Por ejemplo, suponga que se especifican la longitud de 
los lados AB y AC (esto es, los lados c y b), y el àngulo fi del triàngulo ABC. Como se ve en 
la FIGURA 10.3.6, se traza el àngulo (3 y se marca el lado AB con longitud c, para localizar los 
vértices A y B. El tercer vèrtice, C, està en la base, y se traza un arco de cuculo con radio b 

(la longitud de AC) con centro en A. Como se ve en la FIGURA 10.3.7, hay cuatro resultados ___ 

v , 6 ' J FIGURA 10.3.6 Base honzontal, 

posibles en està construccion: , 

àngulo fi y lado AB 

• El arco no interseca la base y no se forma un triàngulo. 

• El arco interseca la base en dos puntos distintos, Ci y C 2 , y se forman dos triàngulos 
(corno en el ejemplo 3). 


A 




FIGURA 10.3.7 Posibilidades de solución del caso ambiguo en la ley de los senos 


A 



d) Triàngulo rectàngulo 
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• E1 arco interseca la base en un punto, y se forma un triàngulo. 

• E1 arco es tangente a la base, y se forma un solo triàngulo rectàngulo. 


EJEMPLO 4 


Determinación de las partes de un triàngulo 


Calcular las partes restantes de un triàngulo con fi = 40°, b = 5 y c = 9. 
Solución De acuerdo con la ley de los senos (1 ), 


sen40° seny 


9 

y asf seny = — sen40° 


1.1570. 


Ya que el seno de cualquier triàngulo debe estar entre — 1 y 1, entonces sen y ~ 1.1570 
es imposible. Eso quiere decir que el triàngulo no tiene solución; el lado b no tiene la 
longitud suficiente para llegar a la base. Es el caso que se ilustra en la figura 1 03.la). = 


10.3 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-25. 


En los problemas 1 a 10, use la ley de los senos para resolver 
el triàngulo. ^ En los problemas 1 a 16, 

vea la figura 10.3.1. 

1. a = 80°, /3 = 20°, b = 7 

2. a = 60°, fi = 15°, c = 30 

3 . /3 = 37°, y = 51°, a = 5 

4. a = 30°, y = 75°, a = 6 

5. fi = 72°, b = 12, c = 6 

6. a = 120°, a = 9, c = 4 

7. y = 62°, b = 7, c = 4 

8. fi = 110°, y = 25°, a = 14 

9. y = 15°, a = 8, c = 5 

10. a = 55°, a = 20, c = 18 

11. y = 150°, b = 7, c = 5 

12 . a = 35°, a = 9, b = 12 

13. fi = 30°, a = 10, b = 7 

14. a = 140°, y = 20°, c = 12 

15. a = 20°, a = 8, c = 27 

16. a = 75°, y = 45°, b = 8 

= Aplicaciones diversas 

17. Longitud de una alberca Una cuerda de 10 pies que hay 
para medir la longitud entre dos puntos, A y B, en los 
extremos opuestos de una alberca en forma de rinón, no 


es lo bastante larga. Se encuentra un tercer punto C tal que 
la distancia de A a C es de 10 pies. Se determina que el 
àngulo ACB es de 115°, y que el àngulo ABC es de 35°. 
Calcule la distancia de A a B. Vea la FIGURA 10.3.8. 


B 



FIGURA 10.3.8 Alberca del 
problema 17 


18. Ancho de un rio Dos puntos, A y B, estàn en las orillas 
opuestas de un rio. Otro punto, C, està en la misma orilla 
del rio que B, a una distancia de 230 pies de él. Si el àngulo 
ABC es de 105° y el àngulo ACB es de 20°, calcule la 
distancia de A a B a través del rio. 

19. Longitud de un poste de telèfono Un poste de telèfono 
forma un àngulo de 82° con la horizontal. Como se ve en 
la FIGURA 10.3.9, el àngulo de elevación del Sol es de 76°. 
Calcule la longitud del poste telefònico, si su sombra mide 
3.5 m (suponga que la inclinación del poste se aleja del 
Sol, y està en el mismo plano que el poste y el Sol). 
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FIGURA 10.3.9 Poste 
telefònico del problema 19 


20. Desnivelado Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de estatura 
està parado en una acera que baja en àngulo constante. Un 
poste de alumbrado vertical, directamente atràs de él, 
forma una sombra de 25 pies de longitud. E1 àngulo de 
depresión desde la parte superior del hombre hasta la incli- 
nación de su sombra es de 31°. Calcule el àngulo a, que 
se indica en la FIGURA 10.3.10. que forma la acera con la 
horizontal. 


21. ^Altura? Si el senor del problema 20 està a 20 pies del 
poste de alumbrado, pendiente abajo por la acera, calcule 
la altura de la làmpara sobre la acera. 

22. Avión con altitud Los àngulos de elevación hacia un 
avión se miden desde la parte superior y la base de un edi¬ 
ficio que tiene 20 m de altura. El àngulo desde la azotea 
es de 38°, y desde la base es de 40°. Calcule la altitud del 
avión. 

23. Àngulo de golpeo La distancia del tee al green de un 
determinado hoyo de golf es de 370 yardas. Un golfista 
realiza su primer golpe y coloca la pelota a 210 yardas del 
hoyo. Desde el punto donde se encuentra la pelota, el gol¬ 
fista mide un àngulo de 160° entre el tee y el green. Obtenga 
el àngulo de golpeo desde el tee medido desde la linea 
punteada que va del tee al green y que se muestra en la 
FIGURA 10.3.11. 




FIGURA 10.3.10 Acera con pendiente del problema 20 


FIGURA 10.3.11 Àngulo de golpeo 
del problema 23 

24. En el ejercicio anterior, ^cuàl es la distancia de la pelota 
al green? 


| 10.4 Ley de los cosenos 


■ Introducción Los triàngulos para los que se conocen tres lados o dos lados y el àngulo 
incluido (esto es, el àngulo formado por los lados indicados) no se puede resolver en forma 
directa usando la ley de los senos. El mètodo que describiremos a continuación se puede usar 
para resolver triàngulos en estos dos casos. 


■ Teorema de Pitàgoras En un triàngulo rectàngulo, corno el de la FIGURA 10.4.1, la longi¬ 
tud c de la hipotenusa se relaciona con las longitudes a y b de los otros dos lados, mediante 
el teorema de Pitàgoras 


c 2 = a 2 + b 2 . (1) 

Està ùltima ecuación es un caso especial de una fòrmula generai para relacionar las longitu¬ 
des de los lados de cualquier triàngulo. 


A 



FIGURA 10.4.1 Triàngulo rectàngulo 
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A 



c cos/3 P A cos 7 

FIGURA 10.4.2 Triàngulo acutàn- 
gulo 


A 



FIGURA 10.4.3 Triàngulo del ej em¬ 
pio 1 


■ Ley de los cosenos La generalización de (1) se llama ley de los cosenos. Como la ley 
de los senos (1) de la sección 10.3, la ley de los cosenos es vàlida para cualquier triàngulo. 


Teorema 10.4.1 Ley de los cosenos 

Sean los àngulos a, (3y y,y los lados opuestos a ellos sean a, b y c, corno se ve en la figura 
10.3.1. Entonces 

a 2 = b 2 + c 2 — 2bccosa, 
b 2 = a 2 + c 2 — 2accosf3, 
c 2 = a 2 + b 2 — 2a/?cosy. 


Comprobacion Igual que (1), la ley de los cosenos es vàlida para cualquier triàngulo. Pero 
por comodidad deduciremos las dos primeras ecuaciones de (2) usando el mismo triàngulo 
acutàngulo que el de la figura 10.3.2. Sin embargo, està vez sea P el punto donde la altura 
desde el vèrtice A cruza al lado BC. Entonces, corno tanto el A BPA y el A CPA de la FIGURA 
10.4.2 son triàngulos rectàngulos, de acuerdo con (1), 



c 2 = h 2 + (ccos/3) 2 

(3) 

y 

b 2 = h 2 + (Acosy) 2 . 

(4) 

Ahora, la longitud de BC es a 

= c cos [3 + b cos y, por lo que 



ccos/3 = a — Acosy. 

(5) 

Ademàs, segun (4), 

h 2 = b 2 — (Acosy) 2 . 

(6) 


Las ecuaciones (5) y (6) se sustituyen en (3), y simplificando se llega a la tercera de las 
ecuaciones en (2): 

c 2 = b 2 — (Acosy) 2 + (a — b cosy) 2 

= b 2 — b 2 cos 2 y + a 1 — 2ai>cosy + b 2 cos 2 y 
0 c 2 = a 2 + b 2 — Icibcosy. ^ 

Note que la ecuación (7) se reduce al teorema de Pitàgoras (1) cuando y = 90°. 

De igual modo, si se usan b cos y = a — c cos /?, y Ir = c 2 — (c cos (3) 2 para eliminar 
b cos y y Ir en (4), se obtiene la segunda de las ecuaciones en (2). 


EJEMPLO 1 


Determinación de las partes de un triàngulo 


Calcular las partes restantes del triàngulo que muestra la FIGURA 10.4.3. 


Solución Primero, si se llama b al lado desconocido y se identifican a = 12, c = 10 y 
f3 = 26°, entonces, de acuerdo con la segunda de las ecuaciones en (2), 


b 2 = (12) 2 + (IO) 2 - 2(12)(10)cos26°. 


Por consiguiente, b 2 ~ 28.2894 y b ~ 5.32. 

A continuación se aplica la ley de los cosenos para calcular los demàs àngulos del 
triàngulo de la figura 10.4.3. Si y es el àngulo del vèrtice C, entonces la tercera de las 
ecuaciones (2) da corno resultado 


IO 2 = 12 2 + (5.32) 2 - 2(l2)(5.32)cosy o sea cosy ~ 0.5663. 

Con ayuda de una calculadora se ve que y ~ 55.51°. Nótese que corno el coseno de un 
àngulo entre 90° y 180° es negativo, no hay necesidad de considerar dos posibilidades, 
corno lo hicimos en el ejemplo 3 de la sección 10.3. Por ultimo, el àngulo del vèrtice A es 
a = 180° — (3 — y, o sea a ~ 98.89°. = 
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Observe, en el ejemplo 1, que después de determinado b, se conocen dos lados y un àngulo 
opuesto a uno de ellos. Entonces, se podia haber usado la ley de los senos para calcular el 
àngulo y. 

En el ejemplo que sigue describiremos el caso en el que los datos son las longitudes de 
los tres lados. 


EJEMPLO 2 


Determinación de los àngulos en un triàngulo 


Calcular los àngulos a, fi y y del triàngulo que muestra la FIGURA 10.4.4. 

Solución Aplicaremos la ley de los cosenos para calcular el àngulo opuesto al lado màs 
largo: 


9 2 = 6 2 + 7 2 — 2(6)(7)cosy o sea cosy = jf 


Entonces, con una calculadora se comprueba que y ~ 87.27°. Aunque podrìamos usar la 
ley de los cosenos, optaremos por calcular fi usando la ley de los senos: 


sen/3 _ sen87.27° 
6 “ 9 


sen/3 = —sen87.27° 
H 9 


0.6659. 


Debido a que y es el àngulo opuesto, el lado màs largo es el àngulo màs grande del triàn¬ 
gulo, por lo que /3 debe ser un àngulo agudo. Asi, sen fi ~ 0.6659 da (3 ~ 41.75°. Por 
ùltimo, de a = 180° — yS — y determinamos a ~ 50.98°. = 


A 



7 


FIGURA 10.4.4 Triàngulo del ejem¬ 
plo 2 


■ Rumbo En navegación se indican direcciones usando rumbos. Un rumbo (o curso, 
derrotero o trayectoria) designa el àngulo agudo que forma una linea con la linea norte-sur. 
Por ejemplo, la FIGURA 10.4.5a) ilustra un rumbo de S40°O, lo que quiere decir que es hacia 
los 40 grados al oeste del sur. Los rumbos en las figuras 10.4.57») y 10.4.5c) son N65°E y 
S80°E, respectivamente. 



a) b) c ) 

FIGURA 10.4.5 Tres ejemplo de rumbos 


EJEMPLO 3 


Rumbos de dos barcos 


Dos barcos salen de un puerto a las 7:00 a.m. Uno viaja a 12 nudos (millas nàuticas por 
hora) y el otro a 10 nudos. Si el barco màs ràpido mantiene un rumbo de N47°0 y el rumbo 
del otro es S20°O, ( ',cuàl es su separación (redondeando a la milla nàutica) a las 11:00 a.m. 
de ese dia? 


Solución El riempo transcurrido es 4 horas; el barco màs veloz ha recorrido 4 • 12 = 48 
millas nàuticas desde el puerto, y el màs lento 4 • 10 = 40 millas nàuticas. Con estas 
distancias y los rumbos indicados se puede trazar el triàngulo (vàlido a las 11:00 a.m.) que 
muestra la FIGURA 10.4.6. En ese triàngulo, c representa la distancia que separa a los barcos, 
y y es el àngulo opuesto a ese lado. Como 47° + y + 20° = 180°, se ve que y = 113°. 
Por ùltimo, por la ley de los cosenos, 


c 2 = 48 2 + 40 2 - 2(48)(40)cosll3°, 



FIGURA 10.4.6 Barcos del ejemplo 3 
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el resultado es c * 1 2 ~ 5 404.41, y c ~ 74.51. Entonces, la distancia entre los barcos (a la 
milla nàutica mas cercana) es de 74 millas nàuticas. = 


Notas del aula 



i) Un primer paso importante para resolver triàngulos es determinar cuàl de los tres méto- 
dos que hemos descrito se va a usar: trigonometria del triàngulo rectàngulo, la ley de los 
senos o la ley de los cosenos. La tabla que sigue describe las diversas clases de problemas 
e indica el mètodo mas apropiado para cada uno. El término oblicuo indica cualquier 
triàngulo que no sea triàngulo rectàngulo. 


Tipo de triàngulo 

Datos 

Tecnica 

Rectàngulo 

Dos lados o un àngulo 
y un lado 

Definiciones bàsicas 
de seno, coseno y tangente; 
teorema de Pitàgoras 

Oblicuo 

Tres lados 

Ley de los cosenos 

Oblicuo 

Dos lados y el àngulo 
incluido 

Ley de los cosenos 

Oblicuo 

Dos àngulos y un lado 

Ley de los senos 

Oblicuo 

Dos lados y un àngulo 
opuesto a uno de los lados 

Ley de los senos (si el 
àngulo dado es agudo, es 
un caso ambiguo) 


ii) A continuación presentamos algunos consejos adicionales para resolver triàngulos. 

• Con frecuencia, los alumnos usan la ley de los senos cuando se podrfa haber usado 
una función trigonomètrica del triàngulo rectàngulo. El mètodo màs sencillo y màs 
eficiente es este ùltimo. 

• Cuando se dan los tres lados, verifique primero si la longitud del lado màs largo es 
mayor o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados. Si lo es, no puede 
haber solución alguna (aunque la información indique el uso de un mètodo de ley de 
los cosenos). Esto se debe a que la distancia màs corta entre dos puntos es la longitud 
del segmento de recta que los une. 

• Si obtiene usted un valor mayor que 1 para el seno de un àngulo al aplicar la ley de 
los senos, el problema no tiene solución. 

• En el caso ambiguo de la ley de los senos, al despejar el primer àngulo desconocido 
debe usted tener en cuenta el àngulo agudo detenninado con su calculadora y tam- 
bién su suplemento corno soluciones posibles. El suplemento serà una solución si la 
suma del suplemento y el àngulo proporcionado del triàngulo es menor que 180°. 


10.4 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-25. 


En los problemas 1 a 16 use la ley de los cosenos para resol¬ 
ver el triàngulo. ^ En los problemas 1 a 16, 

vea la figura 10.3.1. 

1. y = 65°, a = 5, b = 8 

2. 13 = 48°, a = 7, c = 6 


3 . a = 8, b = 10, c = 7 

4. y = 31.5°, a = 4, b = 8 

5. y = 97.33°, a = 3,b = 6 

6 . a = 7, £> = 9, c = 4 
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7. a=ll,b = 9.5, c = 8.2 

8 . a = 162°, b = 11, c = 8 

9. a = 5, è = 7, c = 10 

10. a = 6, è = 12, c = 7 

11. a = 3, b = 4, c = 5 

12 . a = 5,b= 12, c = 13 

13. a = 6, è = 8, c = 12 

14. /3= 130°, a = 4, c = 7 

15. a = 22°, b = 3,c=9 

16. j8 = 100°, a = 22.3, c = 16.1 

= Aplicaciones diversas 

17. ^Distancia? Un barco navega 22 millas hacia el oeste, 
desde un puerto. Después navega hacia S62°0 otras 15 
millas nàuticas. qué distancia està del puerto? 

18. iA qué distancia? Dos excursionistas salen de su cam¬ 
pamento al mismo tiempo, con rumbos N42°0 y S20°E, 
respectivamente. Si cada uno de ellos camina a un prome¬ 
dio de 5 km/h ( ',a qué distancia estàn después de 1 hora? 

19. Rumbos En el mapa de un excursionista, el punto A està 
a 2.5 pulg hacia el oeste del punto B , y el punto C està a 
3.5 pulg de B, y a 4.2 pulg de A, respectivamente. Vea la 
FIGURA 10.4.7. Calcule a) el nimbo de A a C y b) el rumbo 
de B a C. 



FIGURA 10.4.7 Triàngulo del 
problema 19 


20. ^Cuanto tardan? Dos barcos salen del puerto al mismo 
tiempo; uno va a 15 nudos y el otro a 12 nudos. Mantienen 
rumbos de S42°0 y S10°E, respectivamente. Después de 
tres horas, el primer barco queda varado y de inmediato el 
segundo barco va en su ayuda. 

a) ^Guanto tardarà el segundo barco en llegar al primero, 
si viaja a 14 nudos? 

b) ^Qué rumbo tomarà? 

21. Brazo robòtico Un brazo robòtico bidimensional “sabe” 
dónde està, porque mantiene registro del àngulo a de su 
“hombro” y del àngulo [3 de su “codo”. Como se ve en la 
FIGURA 10.4.8 este brazo tiene un punto fijo de rotación en 
el origen. El àngulo del hombro se mide en sentido con¬ 


trario al de las manecillas del reloj a partir del eje x, y el 
àngulo del codo se mide en sentido contrario al de las 
manecillas del reloj, desde el brazo hasta el antebrazo. 
Suponga que el brazo y el antebrazo tienen 2 de longitud, 
y que el àngulo /3 del codo no puede “dislocarse” màs allà 
de 180°. Calcule los àngulos a y /3 que pongan la mano 
del robot en el punto (1, 2). 



FIGURA 10.4.8 Brazo robòtico del 
problema 21 


22. ì,Hacia dónde? Dos torres vigfa estàn situadas en las 
cumbres de las montanas A y B, a 4 millas de distancia. Un 
equipo de bomberos en helicóptero està en un valle en el 
punto C, a 3 millas de A y a 2 millas de B. Usando la linea 
entre A y B corno referencia, un vigfa ve un incendio en un 
àngulo de 40° de la torre A, y a 82° de la torre B. Véase la 
FIGURA 10.4.9. ; y A qué àngulo, medido a partir de CB, debe 
volar el helicóptero para dirigirse hacia el incendio? 



FIGURA 10.4.9 Incendio del 
problema 22 


23. Cometa Para el cometa que se muestra en la FIGURA 
10.4.10, use la ley de los cosenos para calcular las longitu- 
des de las dos canas que se requieren para los soportes 
diagonales. 



FIGURA 10.4.10 Cometa del problema 23 
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24. Anchura de un canon Desde el suelo de un canon se 
necesitan 62 pies de soga para alcanzar la cima de la pared 
del canon y 86 pies para alcanzar la cima de la pared 
opuesta (FIGURA 10.4.11). Si las dos sogas forman un àngulo 
de 123°, ^cuàl es la distancia d desde la cima de una pared 
del canon a la otra? 



FIGURA 10.4.11 Canon del problema 24 


= Para la discusión 

25. Fòrmula de Herón Use la ley de cosenos para derivar la 
fòrmula de Herón* 

A = \/s{ s — a)(s — b)(s — c ), 

del àrea de un triàngulo con lados a, b , c, respectivamente, 
y s = \{a + b + c). 

26. Parcela de jardin Use la fòrmula de Herón del problema 
25 para hallar el àrea de una parcela de jardm triangular si 
las longitudes de los tres lados son de 25, 32 y 41 m. 

27. Parcela de esquina Halle el àrea de la parcela de esquina 
irregular que se muestra en la FIGURA 10.4.12. [Pista: divida 
la parcela en dos parcelas triangulares corno se muestra y 
luego busque el àrea de cada triàngulo. Use la fòrmula de 
Herón del problema 25 para calcular el àrea del triàngulo 
agudo]. 



FIGURA 10.4.12 Parcela de esquina 
del problema 27 


* Està formula se llama asf en honor de Herón, matemàtico griego, pero el 
mèrito deberfa atribuirse en realidad a Arqufmedes. 


28. Mas àrea Use la fòrmula de Herón del problema 25 para 
encontrar el àrea de un triàngulo con vértices ubicados en 
(3, 2), (—3, — 6) y (0, 6) en un sistema de coordenadas rec- 
tangular. 

29. Hombre azul El esfuerzo en subir un tramo de escalera 
depende en gran medida del àngulo de flexión de la rodi- 
ila delantera. Un modelo simplificado de un hombre palito 
que sube una escalera indica que la màxima flexión de la 
rodilla ocurre cuando la pierna trasera està estirada y las 
caderas estàn directamente encima del talón del pie delan- 
tero. Vea la FIGURA 10.4.13. Demuestre que 

„ (R\ /, (T\ , (Tiaf - (Ria) 1 , 

‘ (ojv " UJ -7-'■ 

donde 0 es el àngulo de la articulación de la rodilla, 2 a 
es el largo de la pierna, R es la subida de un solo escalón 
y T es el ancho de un escalón. [Pista: sea h la distancia 
vertical desde la cadera hasta el talón de la pierna delantera, 
corno se muestra en la figura. Establezca dos ecuaciones 
que involucren a li: una aplicando el teorema de Pitàgoras 
al àngulo recto cuya hipotenusa consiste en la pierna tra¬ 
sera de longitud 2a, y la otra usando la ley de cosenos en 
el àngulo 6. Luego elimine li y resuelva cos 0], 


o 



FIGURA 10.4.13 Hombre azul del 
problema 29 
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| 10.5 Movimiento armònico simple 

■ Introducción Muchos objetos ffsicos vibran u oscilan en forma regular, moviéndose de 
aquf para alla a través de un intervalo de tiempo determinado. Algunos ejemplos son los 
péndulos de relojes, una masa sobre un resorte, las ondas sonoras, las cuerdas de una guitarra 
que se puntean, el corazón humano, la marea y la corriente alterna. En està sección nos enfo- 
caremos en los modelos matemàticos del movimiento oscilatorio no amortiguado de una masa 
sobre un resorte. 

Antes de pasar a la discusión principal tenemos que abordar la gràfica de la suma de 
multiplos constantes de cos Bx y sen Bx, es decir y = C\ cos Bx + c 2 sen Bx, donde cq y c 2 
son constantes. 


■ Adición de dos funciones senoidales En la sección 9.2 hemos examinado las gràficas 
de curvas de senos y cosenos horizontalmente desplazadas. Resulta que cualquier combina- 
ción lineai de una función seno y una función coseno de la forma 

y = cqcosRx + c 2 senfix (1) 

donde cq y c 2 son ambas constantes, se puede expresar ya sea corno una función seno desplazada 
y — A sen (Bx + (j)),B> 0, o corno una función coseno desplazada y = A cos (Bx + <fi). Note 
que en (1) las funciones seno y coseno sen Bx y cos Bx tienen el mismo periodo 2ir/B. 


EJEMPLO 1 


Adición de un seno y un coseno 


Grafique la función y = cos 2x — \/3 sen 2x. 


Solución Con una herramienta de graficación hemos elaborado la FIGURA 10.5.1 para 
cuatro eidos de las gràficas de y = cos 2x (en rojo) y y = —\/3 sen 2x (en verde). En la 
FIGURA 10.5.2 es obvio que el periodo de la suma de estas dos funciones es tt, el periodo 
comun de cos 2x y sen 2x. También es darò que la gràfica azul es una función seno (o 
coseno) horizontalmente desplazada. Aunque la figura 10.5.2 sugiere que la amplitud de 
la función y = cos 2x — \/?i sen 2x es 2, el desplazamiento de fase exacto de la gràfica 
ciertamente no es evidente. 



FIGURA 10.5.1 Gràficas superpuestas de 
y = cos 2xy y = — ”\/3sen2x del ejemplo 1 



FIGURA 10.5.2 Gràfica de la suma 
y = cos 2x — '\/3senZY del ejemplo 1 = 


■ Reducción a una función seno Examinamos solamente la reducción de (1) a la forma 
y = A sen (Bx + </>), B > 0. 


La forma senoidal y = A sen (Bx + 
cf >) es un poco mas fàcil de usar 
que la forma cosenoidal 
y = A cos (Bx + (f>). 
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Teorema 10.5.1 Reducción de (1) a (2) 

Para los numeros reales cj, c 2 , B y x. 



CiCosBx + c 2 senBx = Asen(Bx + <f>). 

(2) 

donde A y <j) estàn definidos por 


(3) 

*> 

II 

+ r 2 
' c 2» 

, c i 

sen cp = — 

y f 

X C 2 

cos<p = - 

A 

> tan ò = —. 

c 2 

(4) 


COMPROBACIÓIM 


Para comprobar (2) utilizamos la fòrmula de suina (7) de la sección 9.4: 

Asen(5x + </>)= A sen Z?x cos (/> + AcosBxssntp 

= (Asen</>)cosZ?x + (Acos (f>)senBx 
= cqcosBx + c 2 senZ?x 

e identificamos A sen <f> = c 1; A cosi/» = c 2 . Por lo tanto, sen cf> = cjA = Cj/V 'c\ + c\ y 
cos cf> = c 2 /A = c 2 /V c\ + c 2 . = 


EJEMPLO 2 


Ejemplo 1 revisitado 


Exprese y = cos2x — \/3sen2x corno una sola función seno. 
Solución Mediante las identificaciones c t = 1, c 2 = —\/3 y B 


y(4), 


2 tenemos, segun (3) 


A = Vcj + e? = Vi 2 + (-V3) 2 = V4 = 2, 

sen ó = — 

2 

, 

cos ó = - 

2 

Aunque tan cf> = — 1 /\/3, no podemos ciegamente suponer que r/j = tan _1 ( — 1/V^). E1 
àngulo que obtenemos para rb debe ser consistente con los signos algebraicos de sen <l> y 
cos cf>. Puesto que sen (b > 0 y cos cf> < 0, el lado terminal del àngulo <■/> se encuentra en 
el segundo cuadrante. Pero visto que el rango de la función de tangente inversa es el 
intervalo (— ir/2, 7t/2), tan~*( — 1/V^) = —tt/6 es un cuarto àngulo de cuadrante. El 
àngulo corredo se encuentra utilizando el àngulo de referencia 7t/6 para tan _1 ( — 1/V^) 
para encontrar el segundo àngulo de cuadrante 



7 T 57 T 

q> = 77 — — = —radianes. 

6 6 

Por tanto, y = cos 2x — a/ 3 sen 2x se puede reescribir corno 


y = 2 sen 



o 


y 


2 sen 2 



Por ende la gràfica y = cos 2x — \/3 sen 2x es la gràfica de y = 2 sen 2x, que tiene la 
amplitud 2, el periodo 2tt!2 = 7r, y es desplazado 57t/I 2 unidades hacia la izquierda. = 
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■ Movimiento armònico simple Considere el movimiento de una masa que cuelga de un 
resorte corno se muestra en la FIGURA 10.5.3. En la ausencia de fuerzas de fricción o amorti- 
guación, se da un modelo matemàtico para el desplazamiento (o distancia dirigida) de la masa 
medida desde una posición que se llama posición de equilibrio mediante la función 

y(t) = y 0 cos cot H-senwf. (5) 

CO 

Se dice que el movimiento oscilatorio modelado por la función (5) es un movimiento armò¬ 
nico simple. 

Dicho mas precisamente, tenemos la siguiente definición. 


Definición 10.5.1 Movimiento armònico simple 

Se dice que un punto que se mueve en una linea de coordenadas cuya posición en el momento 
t es dada por 

y(t) = Asen(a>/ + tp) o y(t) = Acos(&>r + </>), (6) 

donde A, co > 0 y <f> son constantes, presenta un movimiento armònico simple. 



FIGURA 10.5.3 Un sistema de resor- 
te-masa no amortiguado presenta un 
movimiento armònico simple 


Casos especiales de las funciones trigonométricas (6) son y(t) = A sen cot, y(t) = A cos cot y 
y(t) = c\ cos cot + C\ sen cot. 

■ Terminologia Se dice que la función (5) es una ecuación de movimiento de la masa. 
También en (5), co = Vklm. donde k es la constante de resorte (un indicador de la rigidez 
del resorte), m es la masa sujetada al resorte (medida en unidades de masa o kilogramos), y 0 
es el desplazamiento inicial de la masa (medido arriba o debajo de la posición de equilibrio), 
Vo es la velocidad inicial de la masa, t es el tiempo medido en segundos y el periodo p del 
movimiento es p = lirico segundos. El numero/= llp = ll(2irlco) = coI2it se llama la fre- 
cuencia del movimiento. La frecuencia indica el nùmero de eidos completados por la gràfica 
por unidad de tiempo. Por ejemplo, si el periodo de (5) es p = 2 segundos, entonces sabemos 
que un ciclo de la función es completado en 2 segundos. La frecuencia / = 1 lp = \ significa 
un medio segundo de un ciclo se completa en 1 segundo. 

En el estudio del movimiento armònico simple es conveniente remodelar la ecuación de 
movimiento (5) corno una sola expresión que implique ùnicamente la función seno: 

y(t) = Asen(cnt + <f>). (7) 

La reducción de (5) a la función seno (7) se puede realizar en exactamente la misma forma 
que se ilustra en el ejemplo 2. En està situación hacemos las siguientes identificaciones entre 
(2) y (5): 

c i = (Vo, c 2 = vjco, A = Vcj + c\ y B = co. 


EJEMPLO 3 


La ecuación del movimiento 


a) Halle la ecuación del movimiento armònico simple (5) para un sistema de resorte-masa 
si m = yg slugs, y 0 = - 1 pi e ’ k = 4 libra/pie y v 0 = f pie/s 

b) Busque el periodo y la frecuencia de movimiento. 


Solución a) Empezamos con la ecuación del movimiento armònico simple (5). Puesto que 
k/m = 4/(p-) = 64, co = \Zkjm = 8 y v 0 /a> = (f)/8 = g. Por tanto, (5) se vuelve 


y{t) = —|cos 8 1 + |sen8f. 


( 8 ) 


b ) El periodo de movimiento es 27t/8 = 7t/4 segundos, la frecuencia es 4/77 ~ 1.27 eidos 
por segundo. = 


10.5 Movimiento armònico simple 
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EJEMPLO 4 


Continuación del ejemplo 3 


Exprese la ecuación del movimiento (8) corno una sola función seno (7). 

Solución Mediante c, = —c 2 = g, encontramos que la amplitud de movimiento es 


a = V(-f y + a) 2 = iVvi 


ptes. 


Luego, segun 


sen cf> = — f/^F < 0 

cos (f) = yyy > 0 


tan (f> = —4 


podemos ver por los signos algebraicos sen cf> < 0 y cos é > 0 que el lado terminal del 
àngulo <f> se encuentra en el cuarto cuadrante. Por consiguiente, el valor corredo, pero 
aproximado de </> es tanq—4) = —1.3258. La ecuación del movimiento es entonces 
y(t) = |Vl7sen(8? — 1.3258). Como se muestra en la FIGURA 10.5.4. la amplitud del 
movimiento es A = VT7/6 ~ 0.6872. Puesto que suponemos que no hay resistencia al 
movimiento, una vez que el sistema de resorte-masa se pone en movimiento, el modelo 
indica que permanece en movimiento rebotando de un lado al otro entre su desplazamiento 
màximo VT7/6 pies arriba de la posición de equilibrio y un minimo de — V17/6 pies 
debajo de la posición de equilibrio. 



FIGURA 10.5.4 Gràfica de la ecuación de movimiento 
del ejemplo 4 


Sólo en los dos casos c l > 0, c 2 > 0, o C] < 0, c 2 > 0 podemos usar tan (f> en (4) para 
escribir <p = tan '(c |/f 2 ). (^Por qué?) De manera correspondiente, cf> es un àngulo en el primer 
o en el cuarto cuadrante. 


10.5 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-26. 


En los problemas 1 a 6, proceda igual que en el ejemplo 2 y 
reduzca las expresiones trigonométricas indicadas a la forma 
y = A sen (Bx + <f>). Esboce la gràfica y dé la amplitud, el 
periodo y el desplazamiento de fase. 


V2 

5. y = ——( — sen x — cos x ) 


6 . v = sen x 4- cos x 


1- y 

2- y 

3. y 

4. y 


cos 7 tx — sen tt x 

7r AT 7r 

sen — x — V3 cos — x 
2 2 

V3 sen 2 jc — cos 2x 

V3 cos 4x — sen 4x 


En los problemas 7 a 10, proceda corno en los ejemplos 3 y 4 
y utilice la información dada para expresar la ecuación del 
movimiento armònico simple (5) para un sistema de resorte- 
masa en la forma trigonomètrica (7). Dé la amplitud, el 
periodo y la frecuencia del movimiento. 

11 3 

7. m = 4 slugs, yo = 2 Pi e ’ ^ = 1 libra/pie y v 0 = 2 pie/s 
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8 . m =1.6 slugs, y 0 = — 5 pie, k = 40 libras/pie 
y v 0 = -4 pies/s 

9. m = 1 slugs, Vo = — 1 pie, k = 16 libras/pie 
y v 0 = — 2 pies/s 

10 . m = 2 slugs, vo = — 5 pie, k = 200 libras/pie 
y v 0 = 5 pies/s 

11. La ecuación del movimento armònico simple de un sis¬ 
tema de resorte-masa es y(t) = |sen(2/ — 7 r/ 3 ). Halle el 
desplazamiento inicial y 0 y la velocidad inicial Vo de la 
masa. [Pista: utilice (5)]. 


12. Utilice la ecuación del movimiento armònico simple del 
sistema de resorte-masa dada en el problema 11 para hallar 
los tiempos para los que la masa pasa a través de la posición 
de equilibrio y = 0 . 

= Aplicaciones diversas 

13. Circuitos eléctricos Bajo ciertas circunstancias la 
coniente I[t) en un circuito eléctrico en el tiempo t està 
dada por/(r) = / 0 [sen(wf) + 0 )cos <fi + cos (u>t + 0 )sen<^>]. 
Exprese I(t) corno una sola función seno de la forma dada 
en (7). [Pista: revise la fòrmula en (7) del teorema 
9.4.3], 


| 10.6 Forma trigonomètrica de los numeros complejos 


■ Introducción Un numero complejo z = a + bi queda determinado de forma ùnica por 
un par ordenado de numeros reales (a, b). La primera y la segunda entradas de los pares 
ordenados corresponden, a su vez, a las partes reai e imaginaria del nùmero complejo. Por 
ejemplo, el par ordenado (2, —3) corresponde al nùmero complejo z — 2 — 3i. A la inversa, 
el nùmero complejo z — 2 — 3; determina el par ordenado (2, —3). Los nùmeros 10, i, y —5i 
son equivalentes a (10,0), (0,1) y (0,5), respectivamente. Asf, podemos relacionar un nùmero 
complejo z = a + bi con un punto (a, b ) en un sistema de coordenadas rectangulares. 

■ Plano complejo Debido a la correspondencia entre un nùmero complejo z = a + bi y 
un punto, y sólo uno, Ida, b ) en un plano de coordenadas, usaremos los términos nùmero 
complejo y punto indistintamente. El plano de coordenadas ilustrado en la FIGURA 10.6.1 se 
llama plano complejo, o simplemente plano z. El eje x u horizontal se denomina eje reai 
porque cada punto en ese eje representa un nùmero reai. El eje y o vertical se conoce corno 
eje imaginario porque los puntos de dicho eje representan nùmeros imaginarios puros. 


Se recomienda revisar la sección 
3.4. 



EJEMPLO 1 


Gràficas de nùmeros complejos 


: —4 + 2/ 


Grafique los nùmeros complejos 

Z\ = 5 + 4i, z 2 = —2/, z 3 = -2 - 3 i 


H—h 


Z 4 = ~ 4 + 2/'. 


Solución Identificamos los nùmeros complejos zi, " 2 , Z 3 , z .4 con los puntos (5,4), (0, —2), 
( — 2, —3), (—4,2), respectivamente. Estos puntos son, a su vez, los puntos rojo, azul, verde 
y anaranjado en la FIGURA 10.6.2. = 

■ Forma trigonomètrica Si z = a + bi es un nùmero complejo distinto de cero y Pia, b) 
es su representación geomètrica, corno se ilustra en la FIGURA 10.6.3, la distancia de P al origen 
està dada por V a 2 + b 2 . Està distancia se denomina modulo, magnitud o valor absoluto 
de z y se denota con | z | : 


-2 - 3 i 


H—h 


= 5 + 4/ 


-I—h 


-2 i 


FIGURA 10.6.2 Los nùmeros 
complejos del ejemplo 1, 
interpretados corno puntos 


Pia, b) 


= Va 2 + b 2 . 


( 1 ) 


Por ejemplo, si z = i, entonces |i| \/o 2 + l 2 = A/l 2 = 1; si z = 3 — Ai, entonces |3 — 4zj = 
\ / 3 2 + (— 4 ) 2 = V25 = 5. Por (4) de la sección 3.4, sabemos que si z = a — bi es el con- 
jugado de z = a + bi, entonces zz = a 2 + b 2 . Por tanto, (1) también puede escribirse asf: 

|z| = Vzl. 



FIGURA 10.6.3 Mòdulo y argumento 
de un nùmero complejo z 
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Si 9 es el àngulo en posición estàndar cuyo lado terminal pasa por Pia, b) y r = | z |, 
entonces cos 9 = alr y sen 9 = b/r, de los cuales obtenemos a = r cos 0 y b = r sen 9. Si 
sustituimos a y b por estas expresiones en z = a + bi, obtendremos a = a + hi = ir cos 9) 
+ (r sen 9)i o 

z = r( cos 9 + i sen 9). (2) 

Decimos que (2) es la forma trigonomètrica, o forma polar del nùmero complejo z. El àngulo 
9 es el argumento de z y satisface tan 9 = bla. Sin embargo, 9 no es necesariamente arctanf/Vn) 
puesto que 9 no està restringido al intervalo (—77/2, tt/2) (véanse los ejemplos 2 y 3 a continua- 
ción). Ademàs, el argumento 9 no està determinado de forma exclusiva, en virtud de que 
cos 9 = cos (9 + 2k.Tr) y sen 0 = sen(0 + 2kTr) para cualquier entero k. Si z = a + bi = 0, 
entonces a = b = 0. En este caso, r = 0 y podemos tornar cualquier àngulo 9 corno argu¬ 
mento. 



FIGURA 10.6.4 Nùmero complejo 
del inciso a) del ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Forma trigonomètrica 


Escriba los numeros complejos en forma trigonomètrica: a) 1 + i; b) 1 - V3 i. 
Solución a) Si identificamos a = 1 y b = 1, entonces el mòdulo de 1 + ; es 

r = |1 + i\ = V(l ) 2 + (l ) 2 = V2. 


Debido a que tan 0 = b/a = 1 y el punto (1, 1) se situa en el primer cuadrante, podemos 
considerar que el argumento del numero complejo es 9 = tt/4, corno se muestra en la 

FIGURA 10.6.4. Por tanto, 



FIGURA 10.6.5 Nùmero complejo 
del inciso b) del ejemplo 2 


Nota ^ 


Z = V2( cos-b /sen— ). 


b) En este caso, 

r = |1 — V3/| = Vi 2 + (-V3) 2 = V4 = 2. 

Por tan 9 = — V3/1 = —V3 y el hecho de que ( 1 , — V3) està situado en el cuarto cua¬ 
drante, tenemos que 0 = tan _1 (— V3) = tt/3, corno se ilustra en la FIGURA 10.6.5. Por 
tanto. 


z 



+ /seni 



Siguiendo la convención, en el resto de està exposición asi corno en los ejercicios 10.6, 
entenderemos que el argumento 0 de un nùmero complejo z es ya sea un àngulo medido en 
radianes en el intervalo [0, 27 t] o un àngulo medido en grados que satisface 0 < ù < 360°. 
Por ejemplo, la respuesta del inciso b) del ejemplo 2 se puede escribir de està otra forma: 


5tt 5tt 

Z = 2 cos-1- / sen— 

3 3 

El argumento de 1 — V3Z que està situado dentro del intervalo [ 0 , 277) es 9 = 577 / 3 , corno se 
muestra en la FIGURA 10.6.5. 


EJEMPLO 3 


Forma trigonomètrica 


Exprese el nùmero complejo 


z = 


y-l Itt Itt 

2 V 2 cos- V /sen— 

4 4 


en la forma estàndar z = a + bi. 
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Solución Con base en el concepto de àngulo de referencia que se explicó en la sección 
9.1, tenemos que cos(77t/4) = V2/2 y sen(77r/4) = — V2/2. Por tanto. 


z = 


2V2 


/ 7 7T 1 tt \ 

cos-h isen— 

V 4 4 ) 



o z = 2 — 2 i. 


EJEMPLO 4 


Forma trigonomètrica 


Obtenga la forma trigonomètrica de z = —4 + 5 i. 


Solución El mòdulo de z = —4 + 5/ es 


r = |— 4 + 5*| = Vl6 + 25 = V4l. 


Debido a que el punto (—4,5) està situado en el segundo cuadrante, debemos tener cuidado 
de ajustar el valor del àngulo obtenido de tan 9 = — § y usar una calculadora para que 
nuestra respuesta final sea un àngulo del segundo cuadrante (FIGURA 10.6.6). Un mètodo 
consiste en usar la calculadora en modo de radianes para obtener el àngulo de referencia 
9' = tan -1 | ~ 0.8961 radianes. Asi pues, el àngulo deseado del segundo cuadrante es 
0 = tt — 9' ~ 2.2455. Por tanto, 

z « V4l(cos 2.2455 + isen 2.2455). 

Por otra parte, la forma trigonomètrica anterior también se puede escribir con un àngulo 
medido en grados. Con la calculadora en modo de grados, obtendrfamos 0' ~ 51.34° y 
9 = 180° — 9' ~ 128.66°, de lo cual se deduce que 



Z « V^T(cos 128.66° + isen 128.66°). 


FIGURA 10.6.6 Nùmero complejo 
del ejemplo 4 


EJEMPLO 5 


Mòdulo y argumento de un producto 


Obtenga el mòdulo y el argumento de Z 1 Z 2 , donde z\ = 2i y z 2 


1 + i. 


Solución El producto es 


Z 1 Z 2 = 2i(l + i) = -2 + 2 i, 


por tanto, el mòdulo es 


r = |z lZ2 | = |-2 + 2i| = V8 = 2V2. 



Si identificamos a = —2 y b = 2, tenemos que tan 9 = — 1. Puesto que 9 es un àngulo del FIGURA 10.6.7 El producto del 

segundo cuadrante, concluimos que el argumento de z,z 2 es 9 = 37t/4 (FIGURA 10.6.7). = ejemplo 5 


■ Multiplicación y división En el ejemplo 5 observe que el mòdulo r = 2V2 del producto 
ZjZ 2 es el producto del mòdulo r\ = 2 de z, y el mòdulo r 2 = V2 de z 2 . Ademàs, el argu¬ 
mento 9 = 3it/4 de ziZ 2 es la suina de los argumentos 9\ = 7t/2 y 0 2 = tt 14 de Z! y z 2 , respec- 
tivamente. Hemos ilustrado un caso particular del siguiente teorema, que describe còrno 
multiplicar y dividir numeros complejos cuando se escriben en forma trigonomètrica. 


10.6 Forma trigonomètrica de los numeros complejos 
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Teorema 10.6.1 Producto y cociente 


Si z, = r,(cos tìi + / sen tì,) y z 2 = r 2 (cos tì 2 + / sen 0 2 ), entonces 

z,z 2 = r,r 2 [cos(tì, + tì 2 ) + /sen(tì, + tì 2 )] 

( 3 ) 

7 = [cos(tì, - tì 2 ) + /sen(tì, - tì 2 )], r 2 + 0. 

( 4 ) 

22 r 2 



Comprobación: Comprobaremos sólo (4) del teorema 10.6.1; la comprobación de (3) es 
muy parecida. Si multiplicamos el numerador y el denominador de 

Zi r, (costì, + /sentì,) 

Z 2 r 2 ( costì 2 + Zsentì 2 ) 

por cos 0 2 ~ i sen 0 2 , obtenemos 

Z\ r, (costì, + /sentì,)(costì 2 — /sentì 2 ) 

Zi r 2 COS“ tìi + sen 2 tìi <- el denominador es igual a 1 

e, 

= —(costì, + /sentì,) (cos tì 2 — /sentì 2 ). 
r 2 

Hacemos la multiplicación y luego usamos las fórmulas de diferencia de la sección 9.4 y 
obtenemos 


ver (5) del teorema 9.4.2 ver (8) del teorema 9.4.3 


— = —[(costì,costì 2 + sentì,sentìi) + /(sentì,costìi — costì,sentìi)] 

Z -2 r 2 

= — [cos(tì, — tì 2 ) + /sen(tì, — tì 2 )]. 
r 2 


EJEMPLO 6 


Producto y cociente 


Si zi = 4(cos 75° + Z sen 75°) y z 2 = j(cos 45° + / sen 45°), obtenga a) Z\Z 2 b) z,\/z 2 . 
Exprese cada respuesta en la forma estàndar a + bi. 


Solución a) Por (3) del teorema 10.6.1, podemos escribir el producto asf: 


multiplicar sumar 

módulos argumentos 


z,z 2 = 4 -^[cos(75° + 45°) + /sen(75° + 45°) 

1 V3 

= 2[cos 120° + /sen 120°] = 2 — i 


y por tanto, z,z 2 = — 1 + V3/. 

b) Ahora, por (4) del teorema 10.6.1, el cociente es 


dividir restar 

módulos argumentos 

7 zjr ^ A N 

- = t [cos(75° - 45°) + /sen(75° - 45°)] 
Z2 \ 


= 8 [cos 30° + /sen30°] 



2 


Z 


o Z 1 /Z 2 = 4V3 = 4 /. 
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Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-26. 


En los problemas 1 a 10 , dibuje la gràfica de los numeros 
complejos dados y evalue y grafique el nùmero complejo 
indicado. 

1 . z\ = 2 + 5 i; z\ 

2. Zi = -8 - 4/; \z\ 

3. z\ = 1 + i, z 2 = 2 — 2 zi + Z 2 

4. Zi = 4 i, z 2 = -4 + i; z, - z 2 

5. zi = 6 - 3i, z 2 = - i; zi + z 2 

6. zi = 5 + 2z 2 = — 1 + 2i; zi + z 2 
7- Zi = —2«, z 2 = 1 — i; ziz 2 

8 . zi = 1 + z 2 = 2 - i; ziz 2 

9. zi = 2V3 + 2;, zt = 1 — V3i; — 

Zi 

Zi 

10. zi = i, z 2 = 1 - i; — 

Zi 


En los problemas Ila 22, obtenga el modulo y un argumento 
del nùmero complejo dado. 

11 1 V5 ' 

2 2 

12. z = 4 + 3 i 

13. z = V2 - 4; 

14. z = -5 + li 

3 1 

15. z = - - ~i 

4 4 

16. z = -8 - li 

17. z = 3 + 3 i 


18. z = - 1 - i 

19. z = V3 + i 

20 . z = 2 - lV3i 

21 . z = l~i 

22. z = 4 + 8/ 


En los problemas 23 a 32, escriba el nùmero complejo dado 
en forma trigonomètrica. 

23. z = ~4i 

24. z = 15* 


25. z = 5V3 + 5 i 

26. z=3 + i 

27. z = -2 + 5 i 

28. z = 2 + lV3i 

29. z = 3 - 5 i 

30. z = -10 + 6 i 

31. z = -2 - li 

32. z = 1 - i 


En los problemas 33 a 42, escriba el nùmero complejo dado 
en la forma estàndar z = a + bi. No use la calculadora. 


r- 1 TT TT 

33. z = V2 cos-1- i sen — 

4 4 


Itt Itt 

34. z = 6 cos-h isen— 

4 4 


35. z = 10(cos 210° + i sen 210°) 

36. z = V5(cos 420° 4- i sen 420°) 

37. z = 2(cos 30° + ; sen 30°) 


Itt Itt 

38. z = 7 cos-1- /sen — 

12 12 

57t 5tt 

39. z = cos- V isen— 

3 3 

3( 5tt 5tt 

40. z = — cos-b isen — 

2\ 4 4 


41. z = 4[cos (tan l T) + i sen (tan '2)] 


42. z = 20 


cos( tan l —ì + isen (tan 1 — 
5 V 5 


En los problemas 43 a 48, obtenga z t z 2 y z.\/z ,2 en forma trigo¬ 
nomètrica; escriba primero z t y z 2 en forma trigonomètrica. 

43. Zi = 3 i, z 2 = 6 + 6 i 

44. zi = 1 + i, z 2 = — 1 + i 

45. zi = 1 + V3 i, z 2 = 2V3 + li 

46. zi = 5 i, z 2 = —10; 

47. zi = V3 + i, z 2 = 5 -5; 

K nr 5 Vi 5V2 

48. zi = — V2 + V2;, z 2 = — -1- -—; 
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En los problemas 49 a 52, obtenga z\Zi y Z\tz 2 - Escriba la res- 
puesta en la forma estàndar z = a + bi. 


( Itt 

777 ' 

\ 1 ( 

1 COS- 

+ /sen— 

, z 2 = - 

V 6 

6 j 

1 2 \ 


77 7 T 

s-1- /sen — 

6 6 


49. zi 


V6 



+ /sen 



Z2 


V2 


( Itt 7tt\ 

cos-1- /sen — 

V 4 4 ) 


f 77 77 \ / 1577 1577 \ 

51. z\ = 31 cos— + /sen— I, z 2 = 41 cos—--1- /sen — I 


52. z\ = cos 57° + / sen 57°, z 2 = 7(cos 73° + / sen 73°) 


| 10.7 Potenciasy raices de numeros complejos 


■ Introducción La forma trigonomètrica del producto Z\Zi dado en (3) del teorema 10.6.1 
de la sección anterior también proporciona un medio para calcular las potencias de un 
nùmero complejo, es decir, z", donde n es un entero positivo. En està sección también demos- 
tramos corno obtener las raices n-ésimas distintas de un nùmero complejo z. 

Para empezar, pondremos un ejempio. 


■ Potencias de un numero complejo Suponga que z = 1 + / y deseamos calcular z 3 . Por 
supuesto, existen varias formas de hacerlo. Podemos ejecutar las multiplicaciones zz y (zz)z 
usando las formas estàndares de los nùmeros, o podemos tratar el nùmero z = 1 + / corno 
un binomio y usar la expansión binomial 

Véase ni) de la definición 3.4.2 en ^ /i/\3 3 , 0 2/ i o ;2 i /3 

“ (a + b) = a + 3 ab + 3 ab + b 

la pagina 140. 

con a = 1 y b = i. También podemos usar la forma trigonomètrica 


z 


= 1 + / = V2 


^cos 


77 

4 


+ / sen 



Con z = Zi = z 2 en (3) del teorema 10.6.1, obtenemos el cuadrado de z: 
z 2 = z ■ z = (V2)(V2) 

= (V2) 2 cos2f—j + /sen2f — 


( 77 

77^ 

( 77 

77 \ 

cos — 

H- 

+ /sen — 

H-) 

L V 4 

4 / 

V 4 

4 /J 


Entonces, (3) del teorema 10.6.1 también da 

z 3 = Z 2 -Z = (V2) 2 (V2) 

= (V2) 3 


277 77 \ / 277 77 

cos-1-+ /sen-1- 

4 4 ) V 4 4 


cos 31 — ) + / sen 3 ( — 
4 V 4 


= 2V2( cos ——f / sen-^- ). 


Después de simplificar la ùltima expresión obtenemos z 3 = — 2 + li. 
El resultado en (1), 


( 1 ) 


z 


3 


( 


cos 3 



+ i sen 3 



( 2 ) 


ilustra un caso particular del siguiente teorema que lleva el nombre del matemàtico francés 
Abraham DeMoivre (1667-1754). La comprobación formai de este teorema no se puede 
proporcionar en este momento porque requiere inducción matemàtica, que se explica en la 
sección 15.4. 
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Teorema 10.7.1 Teorema de DeMoivre 

Si z = r(cos 9 + i sen 9) y n es un entero positivo, entonces 

Z n = r '\cos nO + i sen n9). (3) 


La inspección de (2) muestra que el resultado es el teorema de DeMoivre, con 7 = 1 + i. 
r = V2 y 9 = tt!4 en azul, y n = 3 en rojo. 


EJEMPLO 1 


Potencia de un nùmero complejo 


Evalue (V3 + i) 8 . 


Solución Primero, el mòdulo de V3 + i es r = V(V3) 2 + l 2 = 2. Asì, por tan 9 = 
1/V3, un argumento del nùmero es 0 = tt/6, puesto que (V3, 1 ) està situado en el cua- 
drante 1. Por tanto, por el teorema de DeMoivre, 


(V3 + ;) 8 = 2 8 


cos 



+ isen 8 



256 



+ i sen 





= -128 - 128 V3 i. 


■ Raices de un nùmero complejo Recuerde que en la sección 2.4 vimos que —2 y 2 son 
las raices cuadradas del nùmero 4, porque (—2) 2 = 4 y 2 2 = 4. En otras palabras, las dos 
raices cuadradas de 4 son soluciones distintas de la ecuación w 2 = 4. De la misma forma 
decimos que w = 3 es una raiz cùbica de 27, puesto que ve 3 = 3 3 = 27. En generai, decimos 
que un nùmero w = a + bi e s una raiz n -esima o de orden il compleja de un nùmero com¬ 
plejo z que no es cero si w" = (a + bi) n = z, donde n es un entero positivo. Por ejemplo, lo 
instamos a comprobar que wq = 5 V 2 + ^V 2 i y yiq = —qV 2 — jV 2 ì son las dos raices cua¬ 
dradas del nùmero complejo z = l porque w 2 = iy w 2 = i- Véase también el problema 77 
de los ejercicios 3.4. 

Ahora demostraremos que existen exactamente n soluciones de la ecuación w n = z. Sean 
p y cf> el mòdulo y el argumento de w, respectivamente, de modo que w = p(cos <f> + i sen cf>). 
Si w es una raiz n-ésima del nùmero complejo z = r( cos 9 + i sen 9), entonces w n = z. El 
teorema de DeMoivre nos permite escribir la ùltima ecuación asi: 

p(cos <f> + i sen <f >) = r(cos 9 + i sen 9). 

Cuando dos nùmeros complejos son iguales, sus módulos son necesariamente iguales. 
Por tanto, tenemos 


y cos ruf> + i sen nef) = cos 9 + i sen 9. 

Igualamos las partes reai e imaginaria de està ecuación para obtener 

cos ncf> = cos 9, sen n<f> = sen 9, 
de lo cual se desprende que nifi = 9 + 2kir, o 


</> 


9 + 2kzr 
n 


donde k es cualquier entero. Como k asume los valores enteros sucesivos 0, 1,2, ..., n — 1, 
obtenemos n raices distintas de z. Para k > n, los valores de sen ò y cos rf> repiten los valores 
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obtenidos si k = 0, 1,2, ..n — 1. Para entender cabalmente esto, suponga que k = n + m, 
donde m = 0, 1, 2, ... Entonces, 


9 + 2 (n + 772)77 0 + 2/7777 

(h = - =-h 277. 

72 7 7 

En vista de que tanto el seno corno el coseno tienen periodo de 277, tenemos 


sen 4 > = sen 


6 + 277177 


y cos <f) = cos 


9 + 2/7777 


y por tanto, no se obtienen nuevas rafces para k > n. Resumiendo estos resultados, obtenemos 
el siguiente teorema: 


Teorema 10.7.2 Rafces complejas 


Si z = 7 'tcos 9 + i sen 9) y 77 es un entero positivo, entonces n distintas raices 72-ésimas 
complejas de z estàn dadas por 


W, = 7 - i/n 


9 + 2A:7r\ (9 + 2kir 

cosi-| + 2 sen 


(4) 


donde k = 0, 1, 2, ..., n — 1. 


Denotaremos las n rafces por w 0 , vv,, ..., w„ , que corresponden a k = 0, 1, ..., 77 — 1, 
respectivamente, en (4). 


EJEMPLO 2 


Tres rafces cubicas 


Obtenga las tres rafces cubicas de 2 . 


Solución En la forma trigonomètrica de 7 , r = 1 y 9 = 77 / 2 , de modo que 


77 77 

i = cos- 1- 7 sen—. 

2 2 


Con n = 3, tenemos, por (4) del teorema 10.7.2, que 


w k 


= 11/3 


77/2 + 2 kir \ / 77/2 + 2 kzr 

cosi- + 7 sen 


k = 0, 1,2. 


Ahora, para 


k = 0, 
k — 1, 


k = 2, 


vr 0 = 

IV! = 


w 2 = 


77 77 

cos-1- 7 sen — 

6 6 

/ 77 2tt\ 

cos-1-+ 7 sen 

V 6 3 / 

577 577 

cos-1- 7 sen — 

6 6 

/ 77 477 \ 

cos-1-+ 7 sen 

V 6 3 ) 

3tT 377 

cos-1- 7 sen—. 

2 2 





Asf, en forma estàndar, las tres rafces cubicas de 2 son vv 0 = jV3 + \i, wj = — |V3 + ^2 

y w 2 = - 2 . = 
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Las tres rafces cubicas de i obtenidas en el ejemplo 2 se representan gràficamente en la 
FIGURA 10.7.1. Hacemos notar que estàn espaciadas por igual alrededor de un cfrculo de radio 
1 centrado en el origen. En generai, las n rafces n-ésimas distintas de un numero complejo z 
diferente de cero estàn espaciadas por igual en la circunferencia del cfrculo de radio Izl 1/n con 
centro en el origen. 

Como muestra el siguiente ejemplo, las rafces de un numero complejo no tienen que ser 
numeros “compatibles” corno los del ejemplo 2. 


EJEMPLO 3 


Resolución de una ecuación 


Resuelva la ecuación z 4 = 1 + f. 


Solución Resolver està ecuación es equivalente a obtener las cuatro rafces complejas de 
orden 4 del numero 1 + f. En este caso, el mòdulo y un argumento de I + f son, r = V2 
y 6 = 7 t/4 , respectivamente. Por (4), con n = 4 y el simbolo z k representando el papel de 
Wfo obtenemos 



FIGURA 10.7.1 Tres rafces cubicas 
de f en el ejemplo 2 


Z k 


( V2) 1/4 


cos 


7t/4 + 2Ictt 


+ i sen 


7r/4 + 2k.TT 


cos 


7r/4 + 2kir 


+ fsen 


7t/4 + 2k.Tr 


k = 0, 1,2,3, 


k= 0, z 0 =^2 
k = 1, zi = ^2 
k= 2, z 2 = ^2 
k= 3, z 3 = ^ 2 


77 77 

cos- b f sen — 

16 16 

977 977 

cos- b fsen — 

16 16 


1777 1777 

cos- b fsen- 

16 16 

2577 2577 

cos- b fsen- 

16 16 


Con la ayuda de una calculadora obtenemos las formas estàndares aproximadas, 

z 0 « 1.0696 + 0.2127f 
Zi « -0.2127 + 1.06961 
z 2 = -1.0696 - 0.2127f 
z 3 « 0.2127 - 1.0696f. 

Como se muestra en la FIGURA 10.7.2, las cuatro rafces se situan en un cfrculo centrado en 
el origen, de radio r = v2 ~ 1.09, y estàn espaciadas a intervalos angulares iguales de 
277/4 = 77/2 radianes, comenzando con la rafz cuyo argumento es 77 /I 6 . = 



FIGURA 10.7.2 Cuatro rafces de 
cuarto orden de 1 + f del ejemplo 3 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-26. 


En los ejercicios 1-10 use el teorema de DeMoivre para 
obtener la potencia indicada. Escriba la respuesta en la forma 
estàndar z = a + bi. Si es preciso, use una calculadora. 


1 . 


577 577 V 4 

cos- b fsen — 

8 8 J 


2 . 



+ fsen 



5 


3. 


4. 




f 77 

77 \ 

cos- 

+ rsen— 

V 16 

WJ 


( 77r I 

777 V 

cos-b 

f sen — 

V 16 

16/J 


5. [V3(cos 21° + f sen 21°] 10 
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6 . 


/-( 7r 77 M 8 

V3 cos- b ;sen— 

V 24 24/J 

7. [V5(cos 13.5° + i sen 13.5°] 6 

8 . [2(cos 67° + ; sen 67°] 3 

9. [3.2(cos 12° + ; sen 12°] 3 
10. [^(cos 24° + ;' sen 24°] 3 


27. Las cuatro rafces cuartas de ;. 

28. Las dos rafces cuadradas de ;. 

29. Las cuatro rafces cuartas de — 1 — V3 

30. Las dos rafces cuadradas de — 1 + V3;. 

31. Las dos rafces cuadradas de 1 + ;. 

32. Las tres rafces cubicas de —2 V3 + 2;. 


En los problemas 11 y 12, use (3) de està sección y (4) de la 
sección 10.6 para simplificar el numero complejo dado. 
Escriba su respuesta en la forma estàndar z = a + bi. 


11. 


/ 7T 77 

2 cos-b ;'sen— 

V 16 16 


377 377V 3 

4 cos-b ;' sen — 

8 8 J 


12 . 


77 77 Y 2 

cos-b ;'sen— 

9 9) 


1 / 

^ 77 

7r\ 

- 

COS — 

+ ; sen — 

2 ' 

v 6 

6j\ 


En los problemas 13 a 24, use la forma trigonomètrica de un 
nùmero complejo junto con el teorema de DeMoivre para 
calcular la potencia dada. Escriba su respuesta en la forma 
estàndar z = a + b. 

13. r 30 

14. -i 15 


15. (1 + if 

16. (1 - if 

17. (-2 + 2f) 4 

18 . (-4 - 4/) 3 

19. (V3 + if 

20. (-V3 + ;) 10 

'V2 V6. 


21 . 


22 . 


2 

V3 1. 

-1- i 

6 2 


23. (1 + 2 if 

24. (i + ìf) 20 


9 


En los problemas 25 a 34, obtenga las rafces indicadas. 
Escriba su respuesta en la forma estàndar z = a + bi. 

25. Las tres rafces cubicas de —8. 

26. Las tres rafces cubicas de 1. 


33. Las seis rafces sextas de 64(cos 54° + i sen 54°). 


34. 


Las dos rafces cuadradas de 81 


/ 577 577 \ 

cos-b i sen — . 

V 3 3 J 


En los problemas 35 y 36, obtenga las rafces indicadas. 
Proceda corno en el ejemplo 2 y dibuje la gràfica de estas 
rafces en un cfrculo apropiado. 

35. Las seis rafces sextas de 1. 

36. Las ocho rafces octavas de 1. 

37. ^Para cuàles enteros positivos n serà (V2/2 + V2//2)" 
igual a 1 ? ^Igual a il ^.Igual a — V2/2 — V2;72? ^Igual a 

V2/2 + V2//2? 

38. a) Compruebe que (4 + 3 if = 7 + 24 i. 

b) Use la parte a) para obtener los dos valores de (7 + 
24;) 1/2 . 


En los problemas 39 a 42, resuelva la ecuación dada. Escriba 
su respuesta en la forma estàndar z = a + bi. 

39. z 4 + 1=0 

40. x 3 — 125; = 0 

41. x 2 + 8 + 8V3; = 0 

42. z 2 - 8z + 18 = 8; 


= Para la discusión 

43. El teorema de DeMoivre implica que 

(cos 6 + ; sen 0 ) 2 = cos 29 + ; sen 29. 

Use està información para obtener las identidades trigo- 
nométricas de cos 26 y sen 29, multiplicando el lado 
izquierdo de la ecuación e igualando después las partes 
reai e imaginaria. 

44. Siga un procedimiento anàlogo al que se indico en el pro¬ 
blema 43 para obtener las identidades trigonométricas de 
cos 30 y sen 39. 
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Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Resolución de un triàngulo rectàngulo 
Ley de los senos: 

caso ambiguo 
Ley de los cosenos 
Rumbo 

Movimiento armònico simple 


Ecuación de movimiento: 
amplitud 
periodo 
frecuencia 
Plano complejo 
Eje imaginario 
Eje reai 


Forma trigonomètrica de un numero 
complejo: 
mòdulo 
argumento 
producto 
cociente 

Teorema de DeMoivre 
Raices de un nùmero complejo 


CAPITULO IO 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-27. 


= A. Verdadero o falso 


En los problemas 1 a 6, responda verdadero o falso. 

1. Si w 5 6 = z, entonces w es una raiz quinta de z._ 

2. El argumento de —^ 2 i es 5v/4. _ 

3. El nùmero complejo — ^ i es una raiz cuadrada de 

i. _ 

4. Si el mòdulo de un nùmero complejo es V3, entonces el 

mòdulo de z 4 es 9._ 


5. 


sen t + cos t = V2 sen 




6 . El teorema de Pitàgoras es un caso especial de la ley de 
los cosenos._ 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. Para resolver un triàngulo del cual se conocen dos àngulos 

y el lado opuesto a uno de estos àngulos, primero se usarla 
la ley de_. 

2. El caso ambiguo se refiere a resolver un triàngulo cuando 

estàn dados_. 


7. Para los nùmeros complejos del problema 6, la forma tri¬ 
gonomètrica de Z\h,z es_. 

8 . Para los numeros complejos del problema 6, la forma tri¬ 
gonomètrica de z\ es_. 

9. El mòdulo de \ + ^ 3 ; es_. 

io. {\+%r= _. 


= C. Ejercicios 

En los problemas 1 a 4, resuelva el triàngulo satisfaciendo las 
condiciones dadas. 

1. a = 30 °,P = 70°, b = 10 

2. y = 145°, a = 25, c = 20 

3. a = 51°, b = 20, c = 10 

4. a = 4, b = 6, c = 3 

5. Un topògrafo està a 100 m de la base de un acantilado 
volado, y mide un àngulo de elevación de 28° desde su 
lugar hasta la parte superior del acantilado. Vea la FIGURA 

10.R.1. Si el acantilado forma un àngulo de 65° con la hori- 
zontal, calcule su altura h. 


3. Para resolver un triàngulo del que se conocen dos lados y 
el àngulo incluido, primero se usarla la ley de 


4. En forma estàndar, z = 0.6(cos 200° + i sen 200°) = 


5. En forma trigonomètrica, z = ~ 5 =_. 

6. Si Zi = j(cos 20° + i sen 20°) y z 2 = 2(cosl5° + i senl5°), 

entonces el argumento de Z 1 Z 2 es_. 



100 m 


FIGURA 10.R.1 Acantilado del 
problema 5 
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6 . Se lanza un cohete desde el nivel del piso, con un àngulo 
de elevación de 43°. Si el cohete hace bianco en un avión 
autornata que vuela a 20 000 pies de altura, calcule la 
distancia horizontal entre el sitio de lanzamiento y el punto 
directamente abajo del avión cuando es tocado. ( : ,Cuàl es 
la distancia en linea recta entre el lugar de lanzamiento y 
el avión? 

7. Un esquiador acuàtico sale de una rampa en un punto R, 
y aterriza en S. Vea la FIGURA 10.R.2. Un juez en el punto 
J mide un Z RJS de 47°. Si la distancia de la rampa al juez 
es de 110 pies, calcule la longitud del salto. Suponga que 
el ZSRJ es de 90°. 



FIGURA 10.R.2 Esquiador acuàtico del problema 7 


8 . El àngulo entre dos lados de un paralelogramo es de 40°. 
Si las longitudes de los lados son 5 y 10 cm, calcule las 
longitudes de las dos diagonales. 

9. Un satélite meteorològico en òrbita sobre el ecuador terres¬ 
tre, a una altura de H = 36 000 km, localiza una tempestad 
eléctrica hacia el norte, en P, a un àngulo de 9 = 6.5° con 
respecto a su vertical (la vertical del satélite). Vea la FIGURA 

10.R.3. 

a) Si el radio de la Tierra es aproximadamente R = 6 370 
km, calcule la latitud 4 > de la tempestad eléctrica. 

b ) Demuestre que los àngulos 9 y cf> se relacionan por 
medio de 


tan0 = 


Rseiufi 

H + R(l — cos (/>) 


D, si D sen 9 > d, donde 0° < 0 < 90°. Véase la FIGURA 
10.R.4. Si el balón tiene 24.6 cm de diàmetro, y el diàmetro 
del aro es de 45 cm, mentre qué intervalo de àngulos 9 de 
llegada se producirà una canasta? 



FIGURA 10.R.4 Canasta 
del problema 10 


11. Cada uno de los 24 satélites NAVSTAR del sistema de 
posicionamiento global (GPS) describe una òrbita alrede- 
dor de la Tierra a una altura h = 20 200 km. Con està 
red de satélites, un receptor GPS poco costoso, manual, 
puede determinar su posición sobre la superficie de la 
Tierra, con precisión de 10 m. Calcule la distancia màxima 
(en km) sobre la superficie de la Tierra que puede obser- 
varse desde un solo satélite GPS. Véase la FIGURA 10.R.5. 
Suponga que el radio de la Tierra es de 6 370 km. [Pista: 
calcule el àngulo centrai 9 que abarca al arco s]. 


FIGURA 10.R.5 Satélite GPS 
del problema 11 



10. Se puede demostrar que un balón de basquetbol de diàme¬ 
tro d, que està llegando a la canasta formando un àngulo 
9 respecto a la horizontal, pasarà por un aro de diàmetro 


12. Un avión vuela horizontalmente a 400 millas por hora, y 
sube en àngulo de 6° con respecto a la horizontal. Cuando 
pasa directamente arriba de un automóvil que va a 60 
millas por hora, està a 2 millas arriba del vehiculo. 
Suponiendo que el avión y el vehiculo permanecen en el 
mismo plano vertical, calcule el àngulo de elevación desde 
el automóvil hasta el avión después de 30 minutos. 

13. Una casa mide 45 pies del frente a la parte trasera. El techo 
mide 32 pies desde el frente de la casa hasta la cumbrera, 
y 18 pies desde la cumbrera a la parte trasera de la casa. 
Véase la FIGURA 10.R.6. Calcule los àngulos de elevación 
de las partes delantera y trasera del techo. 



Satélite GPS 


Receptor 

GPS 


Receptor 

GPS 
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32 pies 


18 pies 


en el piso y el otro contra un muro. Exprese la longitud de 
la tabla en función del àngulo 9 indicado. 



45 pies 

FIGURA 10.R.6 Casa del problema 13 


14. El àngulo entre dos lados de un paralelogramo es de 40°. 
Si las longitudes de los lados son 5 y 10 cm, obtenga las 
longitudes de las dos diagonales. 

En los problemas 15 a 22, traduzca las palabras a una función 
adecuada. 

15. Un canal de agua de 20 pies de longitud tiene forma de 
triàngulo isósceles, con lados de 4 pies de longitud. Vea 
la figura 5.7.19 en los ejercicios 5.7. Como se ve en la 
FIGURA 10.R.7, sea 6 el àngulo entre la vertical y uno de los 
lados del canal. Exprese el volumen del canal en función 
de 26. 



FIGURA 10.R.7 Sección 
transversai del canal del 
problema 15 


16. Una persona conduce un automó vii y se acerca a un letrero, 
corno se ve en la FIGURA 10.R.8. Sea 6 su àngulo de visión 
de las orillas superior e inferior del letrero, y sea x su 
distancia horizontal (en pies) a ese letrero. Exprese a 6 
corno función de x. 



FIGURA 10.R.8 Letrero en la carretera para el 
problema 16 


17. Como se ve en la FIGURA 10.R.9, una tabla està sostenida 
por un caballete, para que uno de sus extremos descanse 



FIGURA 10.R.9 Tabla del 
problema 17 


18. Un campesino desea cercar un pastizal en forma de triàn¬ 
gulo usando 2 000 pies de cerca, que tiene a la mano. Véase 
la FIGURA 10.R.10. Demuestre que el àrea del pastizal es una 
función del àngulo 6 indicado, corno sigue: 


A(e) 


1 / 2 000 

—cot 0 ■ - 

2 V1 + cot 0 + esc 0 



FIGURA 10.R.10 Pastizal del problema 18 


19. Exprese el volumen de la caja de la FIGURA 10.R.11 en fun¬ 
ción del àngulo 9, indicado. 



19 


20. Se dobla una esquina de una hoja de papel de 8.5 pulg x 
11 pulg, hasta llegar a la orilla de la hoja, corno se ve en 
la FIGURA 10.R.12. Exprese la longitud L del doblez en fun¬ 
ción del àngulo 9 que indica la figura. 
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8.5 pulg 



FIGURA 10.R.12 Papel doblado 
del problema 20 


21. Se debe fabricar un canal con una làmina metàlica de 30 
cm de ancho, doblando 10 cm de sus orillas hacia arriba, 
en cada lado, para que éstos formen àngulos iguales <£> 
con la vertical. Véase la FIGURA 10.R.13. Exprese el àrea 
transversai del canal en función del àngulo cf>. 



10 cm 


FIGURA 10.R.13 Canal 
del problema 21 


22. Un tubo metàlico debe transportarse horizontalmente para 
dar la vuelta a una esquina en àngulo recto, desde un corre- 
dor de 8 pies de ancho hasta otro de 6 pies de ancho. Véase 
la FIGURA 10.R.14. Exprese la longitud L del tubo en función 
del àngulo 9 que indica la figura. 


En los problemas 23 a 26, obtenga el mòdulo y el argumento 
del numero complejo dado y escriba el nùmero en forma tri¬ 
gonomètrica. 


23. 

3 - 3 z 

24. 

V3-z 

25. 

-2 + 3 z 

26. 

1 + 4z 


En los problemas 27 y 28, escriba el nùmero complejo dado 
en la forma estàndar z = a + bi. 

( 47r 47 t\ 

27. z = 41 cos— + z'sen— I 

28. z = 2(cos 330° + i sen 330°) 


En los problemas 29 y 30, obtenga z.\Zi y Z\lzi en forma trigo¬ 
nomètrica, pero escriba primero Zi y Zz en forma trigonomè¬ 
trica. 

29. zi = ~ 1 - i, Z 2 = 1 + V3 i 

30. zi = V3 — i, Z 2 = 2 — 2z 


En los problemas 31 y 32, use el teorema de DeMoivre para 
calcular la potencia. 


31. (-1 - z) 7 

32. 


57t 5tt 

4( cos-b z'sen— 

6 6 


io 



FIGURA 10.R.14 Tubo del 
problema 22 


En los problemas 33 y 34, obtenga las rafces indicadas. 

33. Las cinco rafces quintas de 32. 

34. Las tres rafces cùbicas de — i. 

35. Factorice el polinomio x 3 — 27 i. 

36. a) Compruebe que (2 4- 2z) 2 = 8z. 

b ) Use el resultado del inciso a ) para obtener todas las 
soluciones de la ecuación z 2 = 8z + 16 = 8z. 
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TEMAS DE GEOMETRIA ANALITICA 


I 


En este capi'tu lo 


11.1 La paràbola 

11.2 Laelipse 

11.3 Lahipérbola 

11.4 Rotación de ejes 

11.5 Ecuaciones paramétricas 
Ejercicios de repaso 

Un poco de historia Hipatia fue la primera mujer en la 
historia de las matemàticas de la que tenemos amplios cono- 
cimientos. Nació en Alejandria (hacia el ano 370 a.C.) y fue 
cèlebre corno matemàtica, filosofa y profetisa. Su vida y 
muerte prematura a manos de una muchedumbre fanàtica se 
idealizaron en una novela romàntica de 1853 escrita por 
Charles Kingsley ( Hypatia, or New Foes with Old Faces, 

Chicago, W.B. Conkey, 1853). Entre sus obras destaca Sobre 
las secciones cónicas de Apolonio, que popularizó el trabajo 
de Apolonio sobre las curvas que pueden obtenerse cuando 
un plano corta un cono: el crrculo, la paràbola, la elipse y la hipérbola. Al 
llegar a su fin el periodo griego, el interés en las secciones cónicas desapareció 
y, después de Hipatia, el estudio de estas curvas quedó relegado al olvido 
durante màs de mil anos. En el siglo xvn, Galileo Galilei ( 1564-1642) demos- 
tró que cuando no hay resistencia del aire, la trayectoria que sigue un proyec- 
til describe un arco parabòlico. Màs o menos al mismo tiempo, el astrònomo, 
astròlogo y matemàtico Johannes Kepler (1571-1630) planteó la hipótesis 
que las órbitas que describen los planetas alrededor del astro son elipses que 
tienen al Sol en uno de sus focos. Newton lo comprobó posteriormente usando 
los métodos del càlculo que recién se habfan descubierto. Kepler también 
experimentó con las propiedades reflectantes de los espejos parabólicos; estas 
investigaciones aceleraron la invención de los telescopios reflectores. Los 
griegos tenran poco conocimiento de estas aplicaciones pràcticas, pues estu- 
diaron las secciones cónicas por su belleza y propiedades fascinantes. 

En este caprtulo examinamos tanto las propiedades antiguas corno las apli¬ 
caciones modernas de estas curvas. 









| 11.1 La paràbola 



Hipatia 


■ Introducción Hipatia fue la primera mujer en la historia de las matemàticas de la que 
se conoce bastante. Nació en Alejandrfa, en 370 a.C., tuvo renombre corno matemàtica y 
filosofa. Entre sus escritos se destaca Sobre las cónicas de Apolonio, que popularizó el trabajo 
de Apolonio (200 a.C.) sobre cónicas, que se pueden obtener cortando un cono doble invertido 
con un plano. Son el clrculo, la paràbola, la elipse y la hipérbola. Vea la FIGURA 11.1.1. Al 
cerrar el periodo griego, se desvaneció el interés en las cónicas; después de Hipatia, el estu- 
dio de esas curvas desapareció durante màs de 1 000 anos. 




paràbola 



hipérbola 


FIGURA 11.1.1 Secciones cónicas 



Sistema solar 



FIGURA 11.1.2 Una paràbola 



FIGURA 11.1.3 Paràbola con vertice 
en (0, 0) y foco en el eje y 


En el siglo xvii, Galileo demostró que en ausencia de resistencia del aire, la trayectoria de 
un proyectil describe un arco parabòlico. Màs o menos por ese tiempo, Johannes Kepler 
supuso que las órbitas de los planetas en torno al Sol son elipses, y que el Sol està en uno de 
los focos. Después, Isaac Newton a través de los métodos del càlculo recién desarrollados 
verificò està teoria. Kepler también experimentó con las propiedades reflectoras de los espe- 
jos parabólicos, investigaciones que aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los 
griegos conocieron pocas de estas aplicaciones pràcticas. Habfan estudiado las cónicas por 
su belleza y por sus intrigantes propiedades. En las tres primeras secciones de este capitulo 
examinaremos tanto las propiedades antiguas corno las aplicaciones modernas de estas curvas. 
Màs que usar un cono, indicaremos còrno se definen la paràbola, elipse e hipérbola mediante 
una distancia. Por medio de un sistema de coordenadas rectangulares y una fòrmula para 
determinar la distancia obtendremos ecuaciones de las cónicas. Cada una de ellas estarà en 
forma de una ecuación cuadràtica de las variables x y y: 

Ax 1 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0, 

en donde A, B, C, D, E y F son constantes. En la sección 5.3, ya hemos estudiado el caso 
especial de y = ax 2 + bx + c, de la ecuación anterior. 


Definición 11.1.1 Paràbola 

Una paràbola es el conjunto de puntos P(x, y) en el plano que son equidistantes a una recta 
fija L, llamada directriz, y a un punto fijo F, llamado foco. 


En la FIGURA 11.1.2 se muestra una paràbola. La recta que pasa por el foco perpendicular 
a la directriz se llama eje de la paràbola. El punto de intersección de la paràbola con el eje se 
llama vèrtice y se indica con V en la figura 11.1.2. 

■ Parabola con vèrtice en (0, 0) Para describir analiticamente una paràbola se usarà un 
sistema de coordenadas rectangulares donde la directriz es una recta horizontal y = — c, en 
donde c > 0, y la ubicación del punto F sea (0, c). Entonces se ve que el eje de la paràbola 
està a lo largo del eje y, corno muestra la FIGURA 11.1.3. El origen es necesariamente el vèrtice, 
porque està en el eje a c unidades tanto del foco corno de la directriz. La distancia desde un 
punto P(x, y) a la directriz es 

y ~ (~c) = y + c. 
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Al aplicar la fòrmula de la distancia, la distancia de P al foco F es 

d(P, F) = V(x - 0) 2 + (y - c) 2 . 

De acuerdo con la definición de la paràbola, d(P, F) = y + c, es decir 

y/(x — 0) 2 + {y — c ) 2 = y + c. 

Ambos lados se elevan al cuadrado y al simplificar se obtiene 

x 2 + (y ~ c) 2 = (y + c) 2 

x 2 + y 2 - 2 cy + c 2 = y 2 + 2 cy + c 2 0) 

es decir, x 2 = 4cy. 

La ecuación (1) se conoce corno la forma normal de la ecuación de una paràbola con foco 
en (0, c), directriz y = — c, c > 0 y vèrtice en (0, 0). La gràfica de cualquier paràbola con la 
forma normal (1) es simétrica con respecto al eje y. 

La ecuación (1) no depende de la hipótesis c > 0. Sin embargo, la dirección hacia la que 
se abre la paràbola si depende del signo de c. En forma especffica, si c > 0, la paràbola se 
abre hacia arriba, corno en la figura 11.1.3; si c < 0, la paràbola se abre hacia abajo. 

Si se supone que el foco de la paràbola està en el eje x, en F(c, 0), y que la ecuación de 
la directriz es x = — c, entonces el eje x es el eje de la paràbola, y el vèrtice està en (0, 0). Si 
c > 0, la paràbola se abre hacia la derecha; si c < 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier 
caso, la forma normal de la ecuación es 

y 2 = 4 ex. (2) 

La gràfica de cualquier paràbola con la forma normal (2) es simétrica con respecto al eje x. 

En las FIGURAS 11.1.4 y 11.1.5 se presenta un resumen con toda està información de las 
ecuaciones ( 1 ) y (2), respectivamente. El lector se sorprenderà al ver que en la figura 11.1 Ab), 



r 

Resumen 
gràfico de la 
información 
de la forma 
normal (1) 



r 

Resumen 
gràfico d< 
informaci 
de la forr 
normal (2 

ì la 
ón 

na 

0 


V. 




a) x 2 = 4cy, c > 0 ti) x 2 = 4cy, c < 0 

FIGURA 11.1.4 Resumen gràfico de la información de la forma 
normal (1) 




a) y 2 = 4cx, c > 0 b) y 2 = 4ex, c < 0 

FIGURA 11.1.5 Resumen gràfico de la información de la forma 
normal (2) 




J 


J 
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la directriz sobre el eje x se identifica con y = —c, y el foco en el eje de las y negativas tiene 
coordenadas F( 0, c). Tenga en cuenta que en este caso, la hipótesis es que c < 0 y por con- 
siguiente — c > 0. Una aclaración similar sucede con la figura 11.1 .5b). 



FIGURA 11.1.6 Gràfica de la ecua- 
ción del ejemplo 1 


EJEMPLO 1 


La paràbola mas simple 


Ya hablamos visto la gràfica de y = x 2 en la sección 4.2. Al comparar està ecuación con 
la (1) se ve que 


4 c 

4 


x 


2 


l ■ y 


por lo que 4c = 1, o sea que c = En consecuencia, la gràfica de y = x 2 es una paràbola 
con vèrtice en el origen, foco en(0, |), y directriz y = — \. Estos detalles se indican en la 
gràfica de la FIGURA 11.1.6. = 


Sugerencia para trazar la gràfica de ^ 
las ecuaciones (1) y (2). 



Si conocemos la forma parabòlica bàsica, todo lo que necesitamos para saber còrno 
trazar una gràfica preliminar de las ecuaciones (1) y (2) es que la gràfica pasa por su vèrtice 
en (0, 0), y la dirección hacia la que se abre la paràbola. Para que la gràfica sea màs exacta, 
conviene usar el nùmero c determinado por la gràfica de la ecuación en la forma normal, para 
graficar dos puntos adicionales. Nótese que si se opta por y = c en (1), entonces x 2 = 4c 2 
implica que x = ±2c. Entonces los puntos (2c, c) y (—2c, c) estàn en la gràfica de x 2 = 4cy. 
De igual modo, la opción x = c en (2) implica que y = ±2c y entonces (c, 2c) y (c, —2c) son 
puntos de la gràfica de y 2 = 4 ex. El segmento de recto que pasa por el foco y cuyos extremos 
estàn en (2c, c) y (—2c, c) cuando las ecuaciones estàn en su forma normal (1), o cuyos extre¬ 
mos estàn en (c, 2c) y (c, —2c) en el caso de ecuaciones con la forma normal (2), se llama 
cuerda focal o diàmetro. Por ejemplo, en la figura 11.1.6, si se escoge y = 4 , entonces 
x 2 = | implica que x = ±5. Los extremos de la cuerda focal horizontal para y = x 2 son ( — j, {) 

y(U). 


EJEMPLO 2 


Deducción de la ecuación de una paràbola 


Deduzca la ecuación, en su forma normal, de la paràbola con directriz x 
punto (—2, 0). Haga la gràfica. 


2 y foco en el 


FIGURA 11.1.7 Directriz y foco del Solución En la FIGURA 11.1.7 se han graficado la directriz y el foco. Por su ubicación se 

ejemplo 2 ve q Ue i a ecuación que buscamos tiene la forma y 2 = 4cx. Como c = —2, la paràbola se 

abre hacia la izquierda, y asf 


y 2 = 4( — 2) jc o y 2 = — 8x. 



FIGURA 11.1.8 Gràfica de la 
paràbola del ejemplo 2 


Como se mencionó en la explicación anterior a este ejemplo, si se sustituye x = c, o en este 
caso x = — 2, en la ecuación y 2 = — 8x, se pueden determinar dos puntos en su gràfica. 
De y 2 = — 8( — 2) = 16 se obtiene y = ±4. Como se ve en la FIGURA 11.1.8, la gràfica pasa 
por (0, 0) y también por los extremos (—2, —4) y (—2, 4) de la cuerda focal. = 


■ Parabola con vèrtice en (h, k) Supongamos que la paràbola se traslada tanto horizontal 
corno verticalmente, de modo que su vèrtice està en el punto ( h, k), y su eje es la recta vertical 
x = /?. La forma normal de la ecuación de la paràbola es, entonces, 

(x — h) 2 = 4c(y — k). (3) 

De igual modo, si su eje es la recta horizontal y = k, la forma normal de la ecuación de la 
paràbola con vèrtice en (h, k) es 

(y — A:) 2 = 4c(x — h). (4) 
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Las paràbolas que definen estas ecuaciones tienen una forma idèntica a las paràbolas 
definidas por las ecuaciones (1) y (2), porque las ecuaciones (3) y (4) representan transfor- 
maciones rfgidas (traslaciones hacia arriba, hacia abajo, hacia la izquierda y hacia la derecha) 
de las gràficas de (1) y (2). Por ejemplo, la paràbola 

(x + l ) 2 = 8 (y - 5) 

tiene su vèrtice en (— 1, 5). Su gràfica es la gràfica de x 2 = 8 y desplazada horizontalmente 
una unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento vertical de cinco unidades. 

Para cada una de las ecuaciones (1) y (2) o (3) y (4), la distancia del vèrtice al foco, asf 
corno la distancia del vèrtice a la directriz, es | c |. 


Directriz y = 

V 

= 3 

4 - 

unidades 





Vèrtice (-3, 

-1) _ 






FIGURA 11.1.9 Vèrtice y directriz 
del ejemplo 3 


EJEMPLO 3 


Deducción de la ecuación de una paràbola 


Deducir la ecuación, en su forma normal, de la paràbola con vèrtice en (—3, — 1) y direc¬ 
triz y = 3. 


Solución Comenzaremos graficando el vèrtice en (—3, — 1) y la directriz y = 3. En la 
FIGURA 11.1.9 se puede ver que la paràbola debe abrirse hacia abajo, y entonces la forma 
normal es la (3). Esto, aunado a la observación que el vèrtice està a 4 unidades abajo de 
la directriz, indica que la solución adecuada de | c | = 4 es c = —4. Al sustituir h = —3, 
k= — 1 y c = —4 en la ecuación (3) da corno resultado 


[x - (-3)? = 4(—4)[y - (-1)] o (x + 3 ) 2 = -16(y + l). 


EJEMPLO 4 


Encontrartodo 


Encontrar el vèrtice, foco, eje, directriz y gràfica de la paràbola 


y 1 - 4y - 8 x - 28 = 0. 


(5) 


Solución Para escribir la ecuación en una de las formas normales, completaremos el 
cuadrado en y : 

y 1 — 4y + 4 — 8 x + 28 + 4 <— Se suina 4 en ambos lados. 

(y - 2 ) 2 = 8 x + 32. 

Asf, la forma normal de la ecuación (5) es (y — 2 ) 2 = 8 (x — 4). Al comparar està ecuación 
con la (4) se llega a la conclusión de que el vèrtice està en (—4, 2) y que 4c = 8 , esto es 
c = 2. Entonces, la paràbola se abre hacia la derecha. De c = 2 > 0, el foco està 2 unidades 
hacia la derecha del vèrtice en (—4 + 2, 2), o sea (—2, 2). La directriz es la recta vertical a 2 
unidades hacia la izquierda del vèrtice, x = —4 — 2,oseax= — 6 . Sabiendo que la paràbola 
se abre hacia la derecha desde el punto (—4, 2), también se ve que interseca los ejes coor- 
denados. Para determinar la intersección con el eje x se hace que y = 0 en (5), y se ve de 
inmediato que x = — y = — \ . La intersección con el eje x està en ( — \ , 0) . Para determi¬ 
nar la intersección con el eje y se hace que x = 0 en (5), y con la fòrmula cuadràtica se llega 
a y = 2 ± 4 V2, o sea y ~ 7.66 y y ~ —3.66. Las intersecciones con el eje y son 
(0, 2 — 4 V2) y (0, 2 + 4V2). Al reunir toda està información se obtiene la gràfica de 
la FIGURA 11.1.10. = 


■ Aplicaciones de la paràbola La paràbola tiene muchas propiedades interesantes que la 
hacen adecuada para ciertas aplicaciones. Con frecuencia, las superficies reflectoras se dise- 
nan para aprovechar una propiedad de reflexión de las paràbolas. Esas superficies, llamadas 
paraboloides, son tridimensionales y se forman haciendo girar una paràbola en torno a su 



FIGURA 11.1.10 Gràfica de la ecua¬ 
ción del ejemplo 4 



Reflectores 
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Telescopio reflector de 508 
centlmetros del observatorio del 
Monte Palomar 



Antenas parabólicas de TV 
satelital 


eje. Como se ve en la FIGURA 11.1.Ila), los rayos de luz (o las senales electromagnéticas) desde 
una fuente puntiforme ubicada en el foco de una superficie reflectora parabòlica se reflejaràn 
a lo largo de rectas paralelas al eje. Es el concepto para el diseno de faros buscadores, algunas 
linternas sordas y antenas satelitales. Al revés, si los rayos de luz que llegan son paralelos al 
eje de una paràbola, seràn reflejados en la superficie en rectas que pasen por el foco. Vea la 
figura 11.1.1 \b). Los rayos luminosos procedentes de un objeto lejano, corno una galaxia, 
son esencialmente paralelos, por lo que, cuando entran a un telescopio reflector se reflejan 
en el espejo parabòlico hacia el foco, donde en el caso normal hay una càmara para capturar 
la imagen durante algun tiempo. Una antena parabòlica domèstica funciona con el mismo 
principio que el del telescopio reflector: la senal digitai de un satélite de TV se capta en el 
foco del piato mediante un receptor. 


Superficie reflectora Superficie reflectora 




a) Los rayos emitidos b) Los rayos que entran 

en el foco son reflejados se reflejan hacia el foco 

corno rayos paralelos 

FIGURA 11.1.11 Superficie reflectora parabòlica 



El Puente de Brooklyn es un puente 
colgante 


También las paràbolas son importantes en el diseno de puentes colgantes. Se puede 
demostrar que si el peso del puente està uniformemente distribuido sobre toda su longitud, 
un cable de soporte con forma de paràbola puede soportar la carga. 

La trayectoria de un proyectil lanzado oblicuamente, que puede ser un balón de basquet- 
bol arrojado desde la linea de tiro libre, describirà un arco parabòlico. 

Se ha observado que los atunes, cuyas presas son peces màs pequenos, nadan en cardù- 
menes de 10 a 20 ordenados aproximadamente en forma parabòlica. Una explicación factible 
de este hecho es que los peces màs pequenos atrapados por el cardumen de atunes trataràn de 
escapar “reflejàndose” afuera de la paràbola. El resultado es que se concentran en el foco y 
son presa fàcil de los atunes (FIGURA 11.1.12). 




FIGURA 11.1.12 Atunes cazando en un arco 
parabòlico 
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Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-27. 


En los problemas 1 a 24, determine el vèrtice, foco, directriz 
y eje de la paràbola respectiva. Haga una gràfica de la parà¬ 
bola. 

1. y 2 = 4x 

2 . y 2 = \x 

3. y 2 = ~jx 

4. y 2 = — lOx 

5. x 2 = — 16v 

6 . x 2 = joy 

7. x 2 = 28y 

8 . x 2 = — 64y 

9. (y - l ) 2 = 16x 

10 . (y + 3 ) 2 = ~ 8 (x + 2) 

11. (x + 5) 2 = -4(y + 1) 

12. (x-2) 2 + y = 0 

13. y 2 + 12 y — 4x + 16 = 0 

14. x 2 + 6x + y + 11 = 0 

15. x 2 + 5x — jy + 6 = 0 

16. x 2 — 2x — 4y + 17 = 0 

17. y 2 - 8 y 4- 2x + 10 = 0 

18. y 2 - 4y - 4x + 3 = 0 

19. 4x 2 = 2 y 

20 . 3(v - l ) 2 = 9x 

21 . — 2 x 2 + 1 2x - 8 v - 18 = 0 

22. 4y 2 + 16y — 6 x — 2 = 0 

23. 6 y 2 - 12 y - 24x - 42 = 0 

24. 3x 2 + 30x - 8 y + 75 = 0 

En los problemas 25 a 44, deduzca una ecuación de la parà¬ 
bola que satisfaga las condiciones indicadas. 

25. Foco en (0, 7), directriz y = —1 

26. Foco en (0, —5), directriz y = 5 

27. Foco en (—4, 0), directriz x = 4 


3 3 

28. Foco en ( 2 , 0), directriz x = - - 2 

29. Foco en (§, 0), vèrtice (0, 0) 

30. Foco en (0, —10), vèrtice en (0, 0) 

31. Foco en (2, 3), directriz y = — 3 

32. Foco en (1, —7), directriz x = —5 

33. Foco en (— 1, 4), directriz x = 5 

34. Foco en (—2, 0), directriz y = j 

35. Foco en (1, 5), vèrtice (1, —3) 

36. Foco en (—2, 3), vèrtice en (—2, 5) 

37. Foco en ( 8 , —3), vèrtice (0, —3) 

38. Foco en (1, 2), vèrtice en (7, 2) 

39. Vèrtice en (0, 0), directriz y = — j 

40. Vèrtice en (0, 0), directriz x = 6 

41. Vèrtice en (5, 1), directriz y = 7 

42. Vèrtice en (— 1, 4), directriz x = 0 

43. Vèrtice en (0, 0), pasa por ( — 2, 8 ), eje a lo largo del 
ejey 

44. Vèrtice en (0, 0), pasa por (1, |), eje a lo largo del eje x 

En los problemas 45 a 48, calcule las intersecciones con los 
ejes coordenados de la paràbola respectiva. 

45. (y + 4 ) 2 = 4(x + 1) 

46. (x - l ) 2 = —2 (y - 1) 

47. x 2 + 2y - 18 = 0 

48. x 2 - 8 y - x + 15 = 0 

= Aplicaciones diversas 

49. Candileja Una candileja grande se disena de tal modo que 
una sección transversai por su eje es una paràbola, y la 
fuente luminosa està en el foco. Calcule la posición de 
la fuente luminosa, si la candileja tiene 4 pies de diàmetro 
en la abertura, y 2 pies de profundidad. 

50. Telescopio reflector Un telescopio reflector tiene un 
espejo parabolico de 20 pies de diàmetro en la parte supe- 
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rior y 4 pies de profundidad en el centro. Dónde se debe 
colocar el ocular? 

51. Rayodeluz Suponga que un rayo de luz emana del foco 
de la paràbola y 2 = 4x y llega a la paràbola en el punto 
(1, —2). ( : Cuàl es la ecuación del rayo reflejado? 

52. Puente colgante Suponga que dos torres de un puente 
colgante estàn a 350 pies de distancia, y que el vèrtice del 
cable parabòlico es tangente al asfalto en el punto medio 
entre las torres. Si el cable està 1 pie arriba del asfalto en 
un punto a 20 pies del vèrtice, calcule la altura de las torres 
sobre el asfalto. 

53. Otro puente colgante Dos torres de 75 pies de alto, de 
un puente colgante con un cable parabòlico, estàn a 250 
pies de distancia. El vèrtice de la paràbola es tangente al 
asfalto en el punto medio entre las torres. Calcule la altura 
del cable, sobre el asfalto, en un punto a 50 pies de una de 
las torres. 

54. Tubo de alcantarillado Suponga que el agua que sale por 
el extremo de un tubo horizontal describe un arco parabò¬ 
lico con su vèrtice en el extremo del tubo. Este tubo està 
a 20 metros sobre el suelo. En un punto a 2 metros abajo 
del extremo del tubo, la distancia horizontal del agua a una 
vertical que pase por el extremo del tubo es de 4 m. Vea 
la FIGURA 11.1.13. ('.Dónde el agua toca el suelo? 



FIGURA 11.1.13 Tubo del problema 54 

55. Diana Un lanzador de dardos suelta un dardo a 5 pies 
sobre el suelo. El dardo se arroja horizontalmente y sigue 
una trayectoria parabòlica. Llega al suelo a lOVlO pies 
del lanzador. A una distancia de 10 pies del lanzador, 
qué altura debe colocarse la diana para que el dardo le 
acierte? 

56. Trayectoria balistica La posición vertical de un proyec- 
til se determina mediante la ecuación y = — 16 1 2 , y la 
posición horizontal con x = 40r, para t > 0 . Elimine t de 
las ecuaciones para demostrar que la trayectoria del pro- 
yectil es un arco parabòlico. Grafique la trayectoria del 
proyectil. 

57. Anchofocal El ancho focal de una paràbola es la longi- 
tud de su cuerda focal; esto es, es el segmento de recta que 
pasa por el foco perpendicular al eje, con sus extremos en 
la paràbola (FIGURA 11.1.14). 



FIGURA 11.1.14 Anchofocal 
en el problema 57 

a) Calcule el ancho focal de la paràbola x 2 = 8y. 

b) Demuestre que el ancho focal de la paràbola x 2 = 4cy 
y y 2 — 4ex es 4 1 c |. 

58. Òrbita parabòlica La òrbita de un cometa es una paràbola 
con el Sol en el foco. Cuando el cometa està a 50 000 000 
km del Sol, la linea del cometa al Sol es perpendicular al 
eje de la paràbola. Use el resultado del problema 51 b) para 
escribir una ecuación de la trayectoria del cometa. (Un 
cometa con òrbita parabòlica no regresa al sistema 
solar.) 

= Para la discusión 

59. Superficies reflectoras Suponga que dos superficies 
reflectoras parabólicas estàn una frente a otra (con sus 
focos en un eje comun). Todo sonido emitido en un foco 
se reflejarà en las paràbolas y se concentrarà en el otro 
foco. La FIGURA 11.1.15 muestra las trayectorias de dos 
ondas sonoras tipicas. Con la definición de paràbola de la 
pàgina 482, demuestre que todas las ondas sonoras reco- 
rreràn la misma distancia. [Nota: este resultado es impor¬ 
tante por la siguiente razón: si las ondas sonoras recorrie- 
ran trayectorias de distintas longitudes, llegarfan al segundo 
foco en tiempos distintos. El resultado seria interferencia, 
y no un sonido nitido.] 

Directriz Directriz 

Trayectoria de la onda sonora 

— \ , 

Foco / 

• ■ y 

Eje 

comun 

FIGURA 11.1.15 Superficies reflectoras parabólicas 
del problema 59 

60. El punto màs cercano al foco es el vèrtice. ^Cómo se puede 
demostrar este enunciado? Ponga en pràctica sus ideas. 

61. En el caso del cometa del problema 58, use el resultado 
del problema 60 para determinar la distancia màs corta 
entre el Sol y el cometa. 
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| 11.2 Laelipse 


■ Introducción Està figura es frecuente en astronomia. Por ejemplo, las órbitas de los 
planetas en torno al Sol son elipticas, y el Sol està en un foco. De igual manera, los satélites 
de comunicaciones, el telescopio espacial Hubble y la estación espacial internacional giran 
en torno a la Tierra en órbitas elipticas, con la Tierra en un foco. En està sección se definirà 
la elipse y se estudiaràn algunas de sus propiedades y aplicaciones. 


Definición 11.2.1 Elipse 

Una elipse es el conjunto de puntos P(x, y) en un plano, tales que la suma de las distancias 
de P a dos puntos fijos h\ y F 2 es constante. Los puntos fijos F j y F 2 se llaman focos. El 
punto medio del segmento de recta que une a los puntos F 1 y F 2 se llama centro de la 
elipse. 


Como se ve en la FIGURA 11.2.1, si P es un punto en la elipse y d\ = d(F u P) y d 2 = d(F 2 , P) 
son las distancias de los focos a P, entonces, de acuerdo con la definición anterior, 

di + d 2 = k , ( 1 ) 


en donde k > 0 es una constante. 

En nivel pràctico, la ecuación (1) sugiere una forma de trazar una elipse. La FIGURA 11.2.2 
muestra que si se fija un hilo de longitud k a dos clavos en una hoja de papel, se puede trazar 
una elipse recargando un làpiz en el hilo y moviéndolo en tal forma que el hilo permanezca 
tenso. 

■ Elipse con centro en (0,0) Ahora deduciremos la ecuación de la elipse. Por comodidad 
algebraica, definiremos k = 2a > 0 y colocaremos los focos en el eje x, en las coordenadas 
Fi(—c, 0) y F 2 (c, 0), corno muestra la FIGURA 11.2.3. Entonces, de acuerdo con (1), 

y/(x + c ) 2 + y 2 + y/(x — c) 2 + y 2 = 2 a 

o sea \/(x + c ) 2 + y 2 = 2a — \/(x — c ) 2 + y 2 . ( 2 ) 

Ambos lados de la segunda ecuación en (2) se elevan al cuadrado y se simplifica: 

(x + c ) 2 + y 2 = 4 a 2 - 4 aV(x - c ) 2 + y 2 + (x - c) 2 + y 2 
à\/(x — c ) 2 + y 2 = a 2 — ex. 

Se eleva al cuadrado por segunda vez, y entonces 

a 2 [(x — c) 2 + y 2 ] = a 4 — 2 a 2 cx + c 2 x 2 

o sea ( a 2 — c 2 )x 2 + a 2 y 2 = a 2 (a 2 — c 2 ). (3) 


En la figura 11.2.3 se ve que los puntos Fi, F 2 y P forman un triàngulo. Como la suma de las 
longitudes de dos lados cualquiera en un triàngulo es mayor que la longitud del otro lado, se 
debe cumplir que 2a > 2c, o a > c. Por tanto, a — c > 0. Cuando se iguala b = a~ — c , 
la ecuación (3) se transforma en b~x~ + a y = crb. Està ùltima ecuación se divide entre ir Ir 
y se obtiene 


^ + ^=1 
a 2 b 2 


(4) 


eli + d 2 = constante 



FIGURA 11.2.1 Una elipse 



FIGURA 11.2.2 Mètodo para trazar 
una elipse 



FIGURA 11.2.3 Elipse con centro en 
(0, 0) y focos en el eje x 
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La ecuación (4) se llama forma normal de la ecuación de una elipse con centro en (0, 0) y 
focos en (—c, 0) y (c, 0), donde c se define por b 2 = a 2 — c 2 , y a > b > 0. 

Si los focos estàn en el eje y, al repetir el anàlisis anterior se llega a 




. z 2 = 1. < 5 > 

b a 

La ecuación (5) es la llamada forma normal de la ecuación de una elipse con centro en 
(0, 0) y focos en (0, — c) y (0, c), donde c se define por b 2 = a 2 — c 2 , y a > b > 0. 


■ Ejes mayor y menor El eje mayor de una elipse es el segmento de recta que pasa por su 
centro, que contiene a los focos y cuyos extremos estàn en la elipse. En el caso de una elipse 
cuya ecuación es la (4), el eje mayor es horizontal, mientras que en el de la (5) el eje mayor 
es vertical. El segmento de recta que pasa por el centro, es perpendicular al eje mayor, y cuyos 
extremos estàn en la elipse, se llama eje menor. Los dos extremos del eje mayor se llaman 
vértices. En la ecuación (4), los vértices estàn en la intersección con el eje x. Si y = 0 en (4), 
el resultado es x = ±a. Entonces los vértices estàn en (—a, 0) y (a, 0). En la ecuación (5), los 
vértices son las intersecciones con el eje y (0, -a) y (0, a). En la ecuación (4) los extremos de 
los ejes menores son (0, -b) y (0, b)\ en la ecuación (5), los extremos estàn en {—b, 0) y ( b , 0). 
En las ecuaciones (4) o (5), la longitud del eje mayor es a — (— a ) = 2 a\ la longitud del eje 
menor es 2 b. Como a > b, el eje mayor de una elipse siempre es màs largo que su 
eje menor. 

En la FIGURA 11.2.4 se muestra un resumen de toda la información de las ecuaciones (4) 

y (5). 



EJEMPLO 1 


Vértices y focos 


Determinar los vértices y los focos de la elipse cuya ecuación es 3xr + y 2 = 9. Hacer la 
gràfica. 


Solución Ambos lados de està igualdad se dividen entre 27, y se ve que la forma normal 
de la ecuación es 



Como 9 > 3, se identifica està ecuación con la (5). De a 2 = 9 y b 2 = 3, se ve que a = 3 
y b = V3. El eje mayor es vertical con extremos en (0, — 3) y (0, 3). El eje menor es 
horizontal y sus extremos estàn en ( — V3,0) y (V3, 0 ). Claro està que también los vér¬ 
tices son las intersecciones de la elipse con el eje y, y los extremos del eje menor son 
las intersecciones con el eje x. Ahora, para determinar la ubicación de los focos, se usa 
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b 2 = a 2 — c 2 o c 2 = a 2 — b 2 , para escribir c = V a 2 — b 2 . Sustituyendo a = 3, b = V3, 
seobtienec = V9 — 3 = V6. Por consiguiente, los focos estàn en cl eje y, cn (0, — Vó) 
y ( 0 , V6 ) . La gràfica se muestra en la FIGURA 11.2.5. = 


EJEMPLO 2 


Deducción de la ecuación de una elipse 


Deducir una ecuación de la elipse que tiene un foco en (2, 0) y corta el eje x en (5, 0). 


Solución Como el foco del dato està en el eje x, se puede deducir una ecuación en la 
forma normal (4). Asi, c = 2, a = 5, a 2 = 25 y b 2 = a 2 — c 2 , es decir, b 2 = 5 2 — 2 2 = 21. 
La ecuación que se busca es 



25 21 


■ Elipse con centro en (h, k) Cuando el centro està en (h, k), la forma normal de la ecua¬ 
ción de la elipse puede ser 



(x - h ) 2 (y - k) 2 

2 / 2 1 

a b 

(6) 

o bien 

(x - h) 2 (y - k) 2 

h 2 n 2 L ' 

(7) 


Las elipses definidas por estas ecuaciones tienen forma idèntica a las definidas por las ecua- 
ciones (4) y (5), ya que las ecuaciones ( 6 ) y (7) representan transformaciones rfgidas de las 
gràficas de (4) y (5). Por ejemplo, la elipse 

(x ~ l ) 2 + (y + 3 ) 2 = 

9 16 

tiene su centro en (1, —3). Su gràfica es la de x 2 /9 + y 2 /16 = 1, trasladada horizontalmente 
una unidad hacia la derecha, y después por una traslación vertical de tres unidades hacia 
abajo. 

No se aconseja memorizar las fórmulas de los vértices y los focos de una elipse con 
centro en (h, k). Todo es igual que antes: a, b y c son positivos y a > b, a > c. El lector puede 
ubicar vértices, focos y extremos del eje menor sabiendo que a es la distancia del centro a un 
vèrtice, b es la distancia del centro a un extremo del eje menor y c es la distancia del centro 
a un foco. También, el numero c aun està definido por la ecuación b 2 = a 2 - c 2 . 


EJEMPLO 3 


Elipse con centro en (h, k ) 


Ubicar los vértices y los focos de la elipse 4x 2 + 16y 2 — 8jv — 96y + 84 = 0. Hacer la 
gràfica. 


Solución Para escribir està ecuación en una de las formas normales ( 6 ) o (7), se deben 
completar los cuadrados en x y en y. Recuérdese que, para completar un cuadrado, los 
coeficientes de los términos cuadràticos x 2 y y 2 deben ser 1. Para hacerlo, se saca a 4 corno 
factor comun de x 2 y x, y a 16 corno factor comun de y 2 y y: 


4(x 2 — 2x ) + 16(y 2 — 6y ) = —84. 
Entonces, de acuerdo con 


se suman 4 • 1 y 16 • 9 a ambos lados 

j i i ; 

4(x 2 - 2x + 1) + 16(v 2 - 6 y + 9) = -84 + 4 - 1 + 16-9 
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se obtiene 



es decir. 


4(x - l ) 2 + 16(y - 3 ) 2 = 64 

(x - l ) 2 , (y - 3 ) 2 

16 4 


(8) 


En la ecuación ( 8 ) se ve que el centro de la elipse està en (1, 3). Como la ultima ecuación 
tiene la forma normal ( 6 ), se identifica a 2 = 16, o sea a = 4, y b 2 = 4, o b = 2. El eje 
mayor es horizontal y està en la recta horizontal y = 3 que pasa por (1, 3). Es el segmento 
de recta que se muestra en rojo e interrumpido en la FIGURA 11.2.6. Midiendo a = 4 unida- 
des hacia la izquierda y después a la derecha del centro, a lo largo de la recta y = 3, lle- 
gamos a los vértices (—3, 3) y (5, 3). Si medimos b = 2 unidades tanto hacia abajo corno 
hacia arriba de la recta vertical x = 1 , que pasa por el centro, llegamos a los extremos del 
eje menor (1, 1) y (1, 5). El eje menor se muestra en negro e interrumpido en la figura 
11 . 2 . 6 . Como c 2 = ci 2 — b 2 = 16 — 4= 12 , c = 2 V3 . Por ultimo, si medimos c = 2 V3 
unidades hacia la izquierda y hacia la derecha del centro, a lo largo de y = 3, llegamos a 
los focos en ( 1 — 2 V3, 3) y ( 1 + 2 V3, 3). = 



FIGURA 11.2.7 Interpretación gràfica 
de los datos del ejemplo 4 


EJEMPLO 4 


Deducción de la ecuación de una elipse 


Deducir la ecuación de la elipse que tiene su centro en (2, — 1), cuyo eje mayor vertical 
mide 6 y su eje menor 3. 


Solución La longitud del eje mayor es 2a = 6 , y entonces a = 3. De igual modo, la 
longitud del eje menor es 2 b = 3, por lo que b = \. Al trazar el centro y los ejes se ve en 
la FIGURA 11.2.7 que los vértices estàn en (2, 2) y en (2, —4), y que los extremos del eje 
menor estàn en ( 5 , — l) y (?, — l). Como el eje mayor es vertical, la ecuación normal 
de està elipse es 


(x- 2) 2 (y-(-l )) 2 

(I) 2 3 2 


o 


(* - 2) 2 (y + l) 2 

2 + Q 


■ Excentricidad Relacionado con cada sección cònica hay un nùmero e llamado excen- 
tricidad. La excentricidad de una elipse se define mediante 


e = 


c 

a 



y 


donde c = V a 2 — b 2 . Como 0 < V a 2 — b 2 < a, la excentricidad de una elipse satisface 

0 < e < 1. 


EJEMPLO 5 


Regreso al ejemplo 3 


Determinar la excentricidad de la elipse en el ejemplo 3. 


Solución Al resolver el ejemplo 3 se vio que a = 4 y c = 2V3. Por consiguiente, la 
excentricidad de està elipse es e = (2V3)/4 = V3/2 ~ 0.87. = 



b) e cercana a 1 

FIGURA 11.2.8 Efecto de la excentri¬ 
cidad sobre la forma de una elipse 


La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse. Cuando e ~ 0, esto es, 
cuando e es cercana a cero, la elipse es casi circular, y cuando e ~ 1 , la elipse es aplanada, 
alarga da o elon gada. Para verlo, observe que si e es cercana a 0, entonces, de acuerdo con 
e = \/a 2 — b 2 /a, c = V a 2 — b 2 ~ 0, y en consecuencia a ~ b. Como se puede ver en las 
ecuaciones normales (4) y (5), eso quiere decir que la forma de la elipse es cercana a un 
clrculo. También, corno c es la distancia del centro de la elipse a un foco, los dos focos estàn 
cercanos entre si, y cerca del centro. Véase la FIGURA 11.2.8a). Por otra parte, si e ~ lo 
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Va 2 — b 2 /a ~ 1 , entonces c = V a 2 — b 2 ~ a y entonces b ~ 0. También, c ~ a quiere 
decir que los focos estàn alejados; cada foco està cerca de un vèrtice. Por consiguiente, la 
elipse es alargada, corno se ve en la figura 1 1.2.8/?J. 

■ Aplicaciones de la elipse Las elipses tienen una propiedad reflectora anàloga a la que 
se describió en la sección 11.1 en el caso de la paràbola. Se puede demostrar que si una fuente 
luminosa o sonora se coloca en un foco de una elipse, todos sus rayos u ondas se reflejaràn 
en la superficie de la elipse y llegaràn al otro foco. Véase la FIGURA 11.2.9. Por ejemplo, si se 
construye una mesa de pool en forma de una elipse con una buchaca en un foco, cualquier 
tiro que se origine en el otro foco nunca fallarà en entrar a ella. De igual modo, si un techo 
es eliptico y sus dos focos estàn en (o cerca del) el piso, cualquier susurro en un foco se oirà 
en el otro. Algunas “galerfas de susurros” famosas son el Vestibulo de las Estatuas del 
Capitolio, en Washington, D. C., el Tabernàculo de Mormón, en Salt Lake City, y la Catedral 
de San Pablo, en Londres. 

Usando su ley de la gravitación universal, Isaac Newton demostró por primera vez la 
primera ley de Kepler del movimiento planetario. La orbita de cada pianeta alrededor del Sol 
es una elipse con el Sol en uno de sus focos. 



FIGURA 11.2.9 Propiedad reflectora 
de una elipse 



EJEMPLO 6 


Excentricidad de la òrbita terrestre 


La distancia de la Tierra al Sol en su perihelio (cuando màs se acerca al Sol) es, aproxi- 
madamente, de 9.16 x IO 7 millas, y en su afelio (la màxima distancia de la Tierra al Sol) 
es de 9.46 x IO 7 millas, aproximadamente. (j Cuàl es la excentricidad de la òrbita de la 
Tierra? 


Vestibulo de las Estatuas, 
Washington, DC 


Solución Supondremos que la òrbita de la Tierra es corno la que muestra la FIGURA 11.2.10. 
En esa figura se ve que 


a - c = 9.16 X IO 7 
a + c = 9.46 X IO 7 . 

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene a = 9.31 X IO 7 y c = 0.15 X IO 7 . 
Entonces, la excentricidad e = eia, es 


0.15 X IO 7 
9.31 X IO 7 


0.016. 



FIGURA 11.2.10 Interpretación grà¬ 
fica de los datos del ejemplo 6 


Las órbitas de siete de los planetas tienen excentricidades menores que 0.1, y por con¬ 
siguiente, no se alejan de ser circulares. Mercurio y Plutón son las excepciones. Por ejem¬ 
plo. la òrbita de Plutón tiene 0.25 de excentricidad. Muchos de los asteroides y cometas 
tienen órbitas muy excéntricas. La òrbita del asteroide Hidalgo es una de las màs excèntri - 
cas, con e = 0.66. Otro caso notable es la òrbita del cometa Halley. Véase el problema 43 
de los ejercicios 11.2. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-28. 


En los problemas 1 a 20, determine el centro, focos, vértices 
y extremos del eje menor, asf corno la excentricidad de la 
elipse. Haga una gràfica de la elipse. 



2 . 



= 1 


3. 
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4. 

5. 


4 10 

9x 2 + 16y 2 = 144 


6 . 2x 2 + y 2 = 4 

7. 9x 2 + 4y 2 = 36 

8 . x 2 + 4y 2 = 4 


o (x - l ) 2 (y - 3 ) 2 

9. — + 
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36 


(x + l ) 2 (y — 2) 2 

10 . -- — + —- — 

25 36 

(y + 2 ) 2 


11. (x + 5 ) 2 + 


16 


(x - 3 ) 2 (y + 4 ) 2 
12 . --— + 


64 


81 


= 1 

= 1 

= 1 

= 1 


13. 4x 2 + (y + \) 2 = 4 

14. 36(x + 2 ) 2 + (y + 4) 2 = 72 

15. 5(x - l ) 2 + 3CV + 2) 2 = 45 

16. 6 (x - 2 ) 2 + 8 y 2 = 48 


17. 25X 2 + 9v 2 - lOOx + 18y - 116 = 0 

18. 9x 2 + 5y 2 + 18x - lOy -31=0 

19. x 2 + 3y 2 4- 18y + 18 = 0 


20. 12X 2 + 4y 2 - 24x - 4y + 1 = 0 


En los problemas 21 a 40, deduzca la ecuación de la elipse 
que satisfaga las condiciones indicadas. 

21. Vértices en (±5, 0), focos en (±3, 0) 

22. Vértices en (±9, 0), focos en (±2, 0) 

23. Vértices en (0, ±3), focos en (0, ±1) 

24. Vértices en (0, ±7), focos en (0, ±3) 

25. Vértices en (0, ±3), extremos del eje menor en (± 1, 0) 

26. Vértices en (±4, 0), extremos del eje menor en (0, ±2) 

27. Vértices en (—3, —3), (5, —3), extremos del eje menor 
en (1,-1), (1,-5) 

28. Vértices en (1, — 6 ), (1, 2), extremos del eje menor en 
(-2, -2), (4, -2) 

29. Un foco en (0, —2), centro en el origen b = 3 

30. Un foco en (1, 0), centro en el origen a = 3 

31. Focos en (±V2, 0 ), longitud del eje menor 6 

32. Focos en ( 0 , ±V5), longitud del eje mayor 16 

33. Focos en (0, ±3), pasa por (—1, 2\/2) 

34. Vértices en (±5, 0 ), pasa por (VI, 4) 


35. Vértices en (±4, 1), pasa por (2 VI, 2 ) 

36. Centro en (1, — 1), un foco en (1, 1), a = 5 

37. Centro en (1, 3), un foco en (1, 0), un vèrtice en (1, —1) 

38. Centro en (5, —7), longitud del eje mayor vertical 8 , 
longitud del eje menor 6 

39. Extremos del eje menor en (0, 5), (0, — 1), un foco en 

( 6 , 2 ) 

40. Extremos del eje mayor en (2, 4), (13, 4), un foco en 
(4, 4) 

41. Fa orbita de Mercurio es una elipse con el Sol en uno de 
sus focos. La longitud del eje mayor de està òrbita es de 72 
millones de millas, y la longitud del eje menor es de 
70.4 millones de millas. ^Cuàl es la distancia minima 
(perihelio) entre Mercurio y el Sol? ^Cuàl es la distancia 
màxima (afelio)? 

42. ( : Cuàl es la excentricidad de la òrbita de Mercurio, con los 
datos del problema 41? 

43. La òrbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor 
tiene 3.34 x IO 9 millas de longitud, y cuyo eje menor tiene 
8.5 x IO 8 millas de longitud. < : Cuàl es la excentricidad de 
la òrbita del cometa? 

44. Un satélite gira en torno a la Tierra en una òrbita eliptica, 
con el centro de la Tierra en uno de sus focos. Tiene una 
altitud minima de 200 millas y una altitud màxima de 1 000 
millas sobre la superficie de la Tierra. Si el radio de la 
Tierra es de 4 000 millas, ^cuàl es la ecuación de su 
òrbita? 

= Aplicaciones diversas 

45. Arco Un arco semieliptico tiene su eje mayor vertical. 
La base del arco tiene 10 pies de ancho, y la parte màs alta 
està a 15 pies sobre el suelo. Calcule la altura del arco 
sobre el punto en la base del arco que està a 3 pies del 
centro. 

46. Diseno de engranajes Un engranaje eliptico gira en tomo 
a su centro, y se mantiene siempre engranado con un engra¬ 
naje circular que tiene libertad de movimiento horizontal. 
Vea la FIGURA 11.2.11. Si el origen del sistema coordenado 
xy se coloca en el centro de la elipse, la ecuación de la 
elipse en su posición actual es 3x 2 + 9y 2 = 24. El diàme¬ 
tro del engranaje circular es igual a la longitud del eje 
menor del engranaje eliptico. Si las unidades son centime- 
tros, ;,qué distancia se mueve horizontalmente el centro 
del engranaje circular durante la rotación, desde el paso 
de un vèrtice del engranaje eliptico hasta el siguiente? 
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FIGURA 11.2.11 

Engranajes eliptico y 
circular del problema 46 












47. Carpinteria Un carpintero desea cortar en forma elfptica 
una mesa de café, de una pieza rectangular de madera, de 
4 pies por 3 pies, usando toda la longitud y el ancho dis- 
ponibles. Si la elipse se debe trazar usando el mètodo del 
cordón y el davo que se ilustra en la figura 11 . 2 . 2 , ^qué 
longitud debe tener el cordón y dónde deben ponerse los 
clavos? 

48. Diseno de un parque Un parque de Washington, DC, 
llamado La Elipse, està limitado por una vereda elfptica 
cuyo eje mayor tiene 458 m de longitud, mientras que su 
eje menor mide 390 m. Calcule la distancia entre los focos 
de està elipse. 

49. Galeria de los murmullos Suponga que se construye un 
recinto sobre una base elfptica plana, haciendo girar 180° 
una semielipse en torno a su eje mayor. Entonces, por la 
propiedad de reflexión de la elipse, todo lo que se susurre 
en un foco se oirà claramente en el otro foco. Si la altura 
del recinto es de 16 pies y la longitud es de 40 pies, calcule 
la ubicación de los puestos de susurro y escucha. 

50. Ancho focal El ancho focal de la elipse es la longitud de 
una cuerda focal, es decir, un segmento de recta perpen- 
dicular al eje mayor que pasa por un foco y con sus extre- 
mos en la elipse (FIGURA 11.2.12). 

yk- 


a) Calcule el ancho focal de la elipse x 2 /9 + y 2 / 4 = 1 . 

b ) Demuestre que en generai, el ancho focal de la elipse 
x 2 /a 2 + y 2 /b 2 = 1 es 2 b 2 /a. 

51. Deduzca una ecuación de la elipse cuyos focos estàn en 
( 0 , 2 ) y (8, 6 ), y la suma fija de las distancias 2 a = 12 . 
[Pista: en este caso, el eje mayor no es horizontal ni ver- 
tical; por consiguiente, no se aplica alguna de las formas 
normales de està sección. Use la definición de la elipse]. 

52. Proceda corno en el problema 51 y deduzca la ecuación de 
la elipse cuyos focos estàn en ( — 1, — 3) y (—5, 7), y la suma 
fija de distancias 2 a = 20 . 


= Para la discusión 

53. La gràfica de la elipse x 2 /4 + (v — l) 2 /9 = 1 se desplaza 

4 unidades hacia la derecha. -.Dónde estàn el centro, los 
focos, los vértices y los extremos del eje menor en la grà¬ 
fica desplazada? 

54. La gràfica de la elipse ( x — l) 2 /9 + (y — 4 ) 2 = 1 se desplaza 

5 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia arriba. 
(■.Dónde estàn el centro, los focos, los vértices y los extre¬ 
mos del eje menor en la gràfica desplazada? 

55. En ingenierfa, con frecuencia se expresa la excentricidad 
de una elipse sólo en función de a y b. Demuestre que 

e = Vi - b 2 /a 2 . 


Ancho 

focal 



FIGURA 11.2.12 

Ancho focal del 
problema 50 


| 11.3 La hipérbola 


■ Introducción La definición de la hipérbola es bàsicamente igual que la definición de la 
elipse, y la ùnica excepción es que la palabra suma se cambia a la palabra diferencia. 


Definición 11.3.1 Hipérbola 

Una hipérbola es el conjunto de puntos P(x, y) en el plano, tal que la diferencia de las 
distancias entre P y dos puntos fijos F\ y F 2 es constante. Los puntos fijos F \ y F 2 se lla- 
man focos. El punto medio del segmento de la recta que une los puntos F 1 y F 2 se llama 

centro. 


Como se ve en la FIGURA 11.3.1, una hipérbola consta de dos ramas. Si P es un punto de 
la hipérbola, entonces 


\d x - d 2 1 = k. 


( 1 ) 



en donde di = d(FP)y d 2 = d(F 2 , P). 


FIGURA 11.3.1 Una hipérbola 


11.3 La hipérbola 
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FIGURA 11.3.2 Hipérbola con centro 
en (0, 0) y focos en el eje x 


■ Hipérbola con centro en (0, 0) Procediendo corno en la elipse, se colocan los focos en 
el eje x, en F x (—c, 0) y F 2 (c, 0), corno se ve en la FIGURA 11.3.2 y definimos que la constante 
k sea igual a 2a, por comodidad algebraica. Entonces, de acuerdo con (1), 

d\ ~ d 2 = ±2 a. (2) 

Como se traza en la figura 11.3.2, P està en la rama derecha de la hipérbola, y por consiguiente 
d x — d 2 = la > 0. Si P està en la rama izquierda, entonces la diferencia es —2 a. Si (2) se 
escribe en la forma 


V(x + c) 2 + y 2 - V(x - c) 2 + y 2 = ±2 a 


y/{x + c) 2 + y 2 = ±2a + \/ (x — c) 2 + y 2 


se eleva al cuadrado, se simplifica y se eleva de nuevo al cuadrado: 

(x + c) 2 + y 2 = 4a 2 ± 4 aV(x - c) 2 + y 2 + (x - c) 2 + y 2 
±ay/(x — c) 2 + y 2 = ex — a 2 
a 2 [{x — c ) 2 + y 2 ] = c 2 x 2 — 2 a 2 cx + a 4 
( c 2 — a 2 )x 2 — a 2 y 2 = a 2 (c 2 — a 2 ). (3) 

De acuerdo con la figura 11.3.2, se ve que la desigualdad del triàngulo da corno resultado 

d l < d 2 + 2c y d 2 < d x + le, 
o d x — d 2 < 2c y d 2 ~ di < 2c. 


Usando d x — d 2 = ± 2 a, las dos desigualdades implican que 2a < 2c, o a < c. En virtud de que 
c > a > 0, c 2 —a 2 es una constante positiva. Si se hace que b 2 = c 2 — a 2 , la ecuación (3) se 

r\ r\ 0 0 0 7 0 1 • "I # 0 1 0 

transforma en b~x — a y = a~b o bien, después de dividir entre ab. 


x 


2 


a 


2 



(4) 


La ecuación (4) se llama forma normal de la ecuación de una hipérbola con centro en (0, 0) 
y focos en (—c, 0) y (c, 0), y c se define por b 2 = c 2 — a 2 . 

Cuando los focos estàn en el eje y, una repetición de las operaciones algebraicas ante- 
riores conduce a 


Precaución. 



(5) 


La ecuación (5) es la forma normal de la ecuación de una hipérbola centrada en (0, 0) con 
focos en (0, — c) y (0, c). Aquf, de nuevo, c > a y b 2 = c 2 — a 2 . 

^ En el caso de la hipérbola, a diferencia de la elipse, téngase en cuenta, en (4) y (5), que no 

hay relación entre los tamanos relativos de a y b\ màs bien a 2 siempre es el denominador del 
termino positivo y las intersecciones con los ejes coordenados siempre tienen ±a corno una 
coordenada. 


■ Ejes transversai y conjugado El segmento de recta con los extremos en la hipérbola, y 
que està en la linea que pasa por los focos, se llama eje transversai; sus extremos se llaman 
vértices de la hipérbola. En la hipérbola que se describe con la ecuación (4), el eje transver¬ 
sai està en el eje x. Por consiguiente, las coordenadas de los vértices son las de las intersec¬ 
ciones con el eje x. Si se hace que y = 0 se obtiene x 2 /a 2 = 1, es decir, x = ±a. Asf, corno se 
ve en la FIGURA 11.3.3a), los vértices estàn en (— a , 0) y en (a, 0); la longitud del eje transver¬ 
sai es 2 a. Nótese que si se hace que y = 0 en (4), se obtiene —y 2 /b 2 = 1, o sea y 2 = —b 2 , que 
no tiene soluciones reales. Entonces, la gràfica de cualquier ecuación en esa forma no tiene 
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intersecciones con el eje y. Sin embargo, los numeros ±b son importantes. E1 segmento de 
recta que pasa por el centro de la hipérbola y es perpendicular al eje transversai, cuyos extre- 
mos estàn en (0, — b) y (0, b ) se llama eje conjugado. En forma parecida, la gràfica de una 
ecuación, en la forma normal (5), no tiene intersecciones con el eje x. En el caso de (5) el eje 
conjugado es el segmento de recta cuyos extremos estàn en (~b, 0) y (b, 0). 

La información de las ecuaciones (4) y (5) se résumé en la figura 11.3.3. 


r 


Resumen 
gràfico de la 
información 
de las formas 
normales (4) 

y (5) 




V. 


FIGURA 11.3.3 Resumen de la información de las formas normales (4) y (5) 


J 


■ Asintotas Toda hipérbola posee un par de asmtotas oblicuas, que pasan por su centro. Esas 
asmtotas indican el comportamiento en los extremos, y corno tales son una ayuda invaluable 
para trazar la gràfica de una hipérbola. Si de (4) se despeja a y en función de x se llega a 

b I a 2 

y = ±-* a / 1 —?■ 

a V x 2 

Cuando jc —» -®or^ °°, entonces a 2 /x 2 —» 0, por lo que V" 1 — a 2 /x 2 —» 1. Por consi- 
guiente, para grandes valores de | x |, los puntos en la gràfica de la hipérbola se acercan a los 
puntos en las rectas 



y 



( 6 ) 


Con un anàlisis parecido se ve que las asmtotas oblicuas de (5) son 

a a 

y = ~x y y = - -x. 
b b 


(7) 


Cada par de asmtotas se interseca en el origen, que es el centro de la hipérbola. También 
obsérvese, en la FIGURA 11.3.4a), que las asmtotas sólo son las diagonalesprolongadas de un 
rectàngulo de 2 a de ancho (la longitud del eje trans versai) y 2 b de altura (la longitud del eje 
conjugado); en la figura 11 .3 Ab) las asmtotas son las diagonales prolongadas de un rectàngulo 
de 2 b de ancho y 2a de altura. Este rectàngulo se denomina rectàngulo auxiliar. 

Recomendamos al lector que no memorice las ecuaciones (6) y (7). Hay un mètodo fàcil 
para obtener las asmtotas de una hipérbola. Por ejemplo, corno y = ±(b/a)x equivale a 


b 2 
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Éste es un mètodo nemotécnico. 
No tiene importancia geomètrica. 



25 9 


FI G U RA11.3.5 Hipérbola del 
ej empio 1 
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FIGURA 11.3.4 Hipérbolas (4) y (5) con las asmtotas oblicuas (en rojo) corno las 
diagonales prolongadas de los rectàngulos auxiliares (en negro). 


las asmtotas de la hipérbola (4) se obtienen con una sola ecuación 



( 8 ) 


Note que (8) se factoriza corno la diferencia de dos cuadrados: 



= 0 . 


Al igualar cada factor a cero y despejar y se obtiene la ecuación de una asfntota. E1 lector 
ni siquiera debe memorizar la ecuación (8), porque sólo es el lado izquierdo de la forma 
normal de la ecuación de una hipérbola, presentada en (4). De igual forma, para obtener 
las asmtotas en (5) sólo sustituya 1 por 0 en la forma normal, factorice y 2 /a 2 — x 2 /b 2 = 0 
y despeje y. 


EJEMPLO 1 


Hipérbola centrada en (0, 0) 


Determinar la ubicación de vértices, focos y asmtotas de la hipérbola 9 jc 2 — 25y 2 = 225. 
Trazar la gràfica. 


Solución Primero se lleva la ecuación a su forma normal, dividiendo entre 225: 


25 



0 ) 


En està ecuación se observa que a 2 = 25 y b 2 = 9, y entonces a = 5 y b = 3. Por tanto, 
los vértices estàn en (—5, 0) y (5, 0). Como b 2 = c 2 — a 2 implica que c 2 = a 2 + b 2 , 
entonces c 2 = 34, y por ende los focos estàn en (— V34, 0 ) y ( V34, 0 ). Para determi¬ 
nar las asmtotas oblicuas se usa la forma normal (9), sustituyendo 1 por 0: 


^-^ = 0 se factoriza corno 
25 9 



= 0 . 


Se iguala cada factor a cero y se despeja y; asf se obtienen las asmtotas y = ±3x/5. Se 
grafican los vértices, y las dos rectas que pasan por el origen. Ambas ramas de la hipérbola 
deben acercarse arbitrariamente a las asmtotas cuando x —» ±°° (FIGURA 11.3.5). = 
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EJEMPLO 2 


Determinación de la ecuación de una hipérbola 

Determine la ecuación de la hipérbola cuyos vértices estàn en (0, —4), (0, 4) y sus asfnto- 
tas son y = — \x,y = \x. 


Solución E1 centro de la hipérbola està en (0, 0). Eso se ve porque las asfntotas se cortan 
en el origen. Ademàs, los vértices estàn en el eje y y estàn a 4 unidades a cada lado del 
origen. Entonces, la ecuación que se busca tiene la forma (5). De acuerdo con (7), para la 
figura 11.3.4/?), las asfntotas deben ser de la forma y = ±(a/b)x, y entonces a/b = 1/2. 
Con los vértices indicados, se identifica que a = 4, y entonces 
4 1 

— = — implica que b = 8 . 
b 2 

Entonces, la ecuación de la hipérbola es 


y 

4 


2 

2 



_ 

16 64 


= 1 . 


■ Hipérbola con centro en (li, k) Cuando el centro de la hipérbola està en (h, li), los anàlo- 
gos de la forma normal de las ecuaciones (4) y (5) son, respectivamente. 


y 


{x — hy 

a 2 

(y ~ k) 2 

„2 


II 

rs 

1 

(10) 

U - h) 2 _ 

A2 i- 

OD 


Como en (4) y en (5), los numeros a ", b“ y c se relacionan por b = cr — a . 

El lector puede ubicar vértices y focos aprovechando que a es la distancia del centro a 
un vèrtice, y c es la distancia del centro a un foco. Las asfntotas inclinadas de (10) se obtienen 
factorizando 


(x - h) 2 (y - k) 2 
a 2 b 2 


en la forma 



= 0 . 


De igual modo, las asfntotas de (11) se obtienen factorizando 

(y-k) 2 ( x-h) 2 

a 2 b 2 

igualando cada factor a cero y despejando y en función de x. Para comprobar su trabajo, 
recuerde que (/?, li) debe ser un punto que esté en cada asfntota. 


EJEMPLO 3 


Hipérbola centrada en (h, k) 


Halle el centro, vértices, focos y asfntotas de la hipérbola 4x 2 — y 2 — 8 x — 4y — 4 = 0. 
Trazar la gràfica. 


Solución Antes de completar cuadrados en x y y, sacaremos a 4 corno factor comiin de 
los dos términos en x, y a — 1 de los dos términos en y, para que el primer coeficiente 
de cada expresión sea 1. De està forma, 


4(x 2 — 2x ) + ( — l)(y 2 + 4 y )= 4 
4(x 2 - 2x + 1) - (y 2 + 4y + 4) = 4 + 4 - 1 + (-1) -4 
4(x - l ) 2 - (y + 2 ) 2 = 4 

(x ~ l) 2 _ (y + 2) 2 = 

1 4 
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4x 2 -y 2 -8x-4y -4 = 0 


FIGURA 11.3.6 Hipérbola del 
ejemplo 3 


Ahora se ve que el centro està en (1, —2). Como el término en x de la forma normal tiene 
coeficiente positivo, el eje transversai es horizontal y està en la recta y = — 2, y se 
identifican a = 1 y b = 2. Los vértices estàn 1 unidad hacia la izquierda y hacia la dere- 
cha del centro; estàn en (0, — 2) y (2, —2) respectivamente. De b 2 = c 2 — a 2 : 

c 2 = a 2 + b 2 = 1+4 = 5, 

y asf c = V5 . Por consiguiente, los focos estàn a V5 unidades a la izquierda y a la dere- 
cha del centro que està en (l,— 2 ) en(l — V5, — 2 ) y en (l + V5, - 2 ). 

Para determinar las asintotas se despeja y: 


U - l) 2 (y + 2) 2 

1 4 


o sea 




= 0 . 


A partir de y + 2 = ±2(x — 1) se advierte que las ecuaciones de las asintotas son y = — 2x 
y y = 2x — 4. Observe que si se sustituye x = 1, ambas ecuaciones dan y = —2, lo que 
quiere decir que las dos lineas pasan por el centro. A continuación se localiza el centro, 
se grafican los vértices y las asintotas. Como se ve en la FIGURA 11.3.6, la gràfica de la hipér¬ 
bola pasa por los vértices y se acerca cada vez màs a las asintotas cuando x —» ±°°. = 


EJEMPLO 4 


Ecuación de una hipérbola 


Halle la ecuación de una hipérbola cuyo centro està en (2, —3). que pasa por el punto (4, 1) 
y que tiene un vèrtice en ( 2 , 0 ). 


Solución Ya que la distancia del centro a un vèrtice es a, entonces a = 3. De acuerdo 
con la ubicación del centro y el vèrtice, el eje transversai debe ser vertical y estar en la 
recta x = 2. Por consiguiente, la ecuación de la hipérbola debe tener la forma (11): 


(y + 3 ) 2 (x - 2)’ ( 12 ) 

3 2 b 2 

en donde se debe determinar b 2 . Como el punto (4, 1) està en la gràfica, en la hipérbola 
sus coordenadas deben satisfacer la ecuación (12). De 


y 



a) e cercana a 1 


(1 + 3 ) 2 _ (4 - 2 ) 2 
3 2 b 2 


16 

9 


4 

b 2 

7 

9 


= 1 


_4 


y 



b) e mucho mayor que 1 

FIGURA 11.3.7 Efecto de la excen- 
tricidad sobre la forma de una 
hipérbola 


se ve que b 2 = y. La conclusión es que la ecuación que se busca es 


(y + 3 ) 2 
3 2 


(* ~ 2) 2 
36 
7 


■ Excentricidad Como la elipse, la ecuación que define la excentricidad de una hipérbola 
es e = eia. Excepto en este caso, el nùmero c se define corno c = V a 2 + b 2 . Ya que 
0 < a < V a 2 + b 2 , la excentricidad de una elipse satisface e > 1. Como en el caso de la 
elipse, la magnitud de la excentricidad de una hipérbola es indicador de su forma. La FIGURA 
11.3.7 muestra ejemplos de dos casos extremos: e ~ 1 y e mucho mayor que 1. 
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EJEMPLO 5 


Excentricidad de una hipérbola 

y 2 (x - l) 2 

Calcule la excentricidad de la hipérbola —-—-= 1. 

Solución Se identifican a 2 = 2 y b 2 = 36, y con elio se obtiene c 2 = 2 + 36 = 38. Enton- 
ces, la excentricidad de la hipérbola indicada es 


c _ V38 

a V2 


V\9 « 4.4. 


La conclusión es que la hipérbola tiene sus ramas que se abren mucho, corno en la figura 
11.3.7/7). = 

■ Aplicaciones de la hipérbola La hipérbola tiene varias aplicaciones importantes en 
técnicas de sondeo. En particular, varios sistemas de navegación usan hipérbolas, corno se 
describirà a continuación. Dos radiotransmisores fijos a distancia conocida entre si transmi- 
ten senales sincronizadas. La diferencia entre los tiempos de recepción por parte de un nave- 
gante determina la diferencia 2 a entre las distancias del navegante a los dos transmisores. 
Con està información, el navegante se ubica en algùn lugar de la hipérbola cuyos focos estàn 
en los transmisores, y la diferencia fija en las distancias a los focos es igual a 2 a. Usando dos 
conjuntos de senales obtenidas a partir de una sola estación maestra, apareadas con cada una 
de dos segundas estaciones, el sistema de navegación LORAN, de largo alcance, localiza un 
barco o un avión en la intersección de dos hipérbolas (FIGURA 11.3.8). 

En el siguiente ejemplo se ilustra el uso de una hipérbola en otro caso que implica téc¬ 
nicas de sondeo. 


\ 1 
\ 

\ ) 
\ 

Estación 

secundaria 1 

\ / 



/ 

Estación / T\ 

Ubicación 

mapgfra ) \ 

r del barco 

Estación \ 


secundaria 2 


_ C. _ 



FIGURA 11.3.8 Concepto del 
LORAN 


EJEMPLO 6 


Localización de una gran explosión 


Dos observadores ubicados en los puntos A y B oyen el sonido de una explosión de dina- 
mita en momentos distintos. Debido a que saben que la velocidad aproximada del sonido es 
de 1 100 pies/s o 335 m/s, determinan que la explosión sucedió a 1 000 metros mas cerca 
del punto A que del punto B.SiAyB estàn a 2 600 metros de distancia, demostrar que el 
lugar de la explosión està en la rama de una hipérbola. Encuentre una ecuación de esa 
hipérbola. 


Solución En la FIGURA 11.3.9 se han colocado los puntos A y B en el eje x, en (1 300, 0) 
y (— 1 300, 0), respectivamente. Si P(x, y) indica el lugar de la explosión, entonces 



pio 6 


d(P, B ) - d(P, A) = 1 000. 


De acuerdo con la definición de la hipérbola en la pàgina 495, y la deducción que le sigue, 
se ve que ésta es la ecuación de la rama derecha de una hipérbola, con la diferencia de 
distancias fijas 2a = 1 000 y c = 1 300. Entonces, la ecuación tiene la forma 

x 2 y 2 

—2 -» = 1 , donde x > 0 , 

a b 

o bien, después de despejarx, 



Con a = 500 y c = 1 300, b 2 = (1 300) 2 — (500) 2 = (1 200) 2 . Al sustituir en la ecuación 
anterior se obtiene 


x = 500a / 1 + 


(1 200) 2 


x = —V(l 200) 2 + y 2 . 


11.3 La hipérbola 
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a) Huella sònica 

FIGURA 11.3.10 Aplicaciones 



b) Telescopio Cassegrain 
las hipérbolas 


Cometa: òrbita 



hiperbólica 
c) Orbitas en tomo al Sol 


Para determinar el lugar exacto de la explosión del ej empio 6 se necessaria otro obser- 
vador, que oyera la explosión en un tercer punto C. Conociendo el tiempo entre cuando este 
observador oye la explosión y cuando la oye el observador A, se determina una segunda 
hipérbola. El punto de la detonación es un punto de intersección de las dos hipérbolas. 

Hay muchas otras aplicaciones de la hipérbola. Como se ve en la FIGURA 11.3.10a), un 
avión que vuele a velocidad supersònica, paratelo al nivel del suelo, deja una “huella” sònica 
hiperbólica en el suelo. Al igual que la paràbola y la elipse, también la hipérbola posee una 
propiedad reflectora. El telescopio reflector Cassegrain que muestra la figura I 1.3.1 Oh) usa 
un espejo secundario hiperbólico para reflejar un rayo de luz a través de un agujero, que 
pasa a un ocular (o càmara) detràs del espejo parabòlico principal. En està construcción de 
telescopio se aprovecha que un rayo de luz dirigido a lo largo de una linea que pasa por un 
foco de un espejo hiperbólico se refleja en una linea que pasa por el otro foco. 

En el universo, las órbitas de objetos pueden ser parabólicas, ellpticas o hiperbólicas. 
Cuando un objeto pasa cerca del Sol (o de un pianeta) no necesariamente es capturado por el 
campo gravitacional del objeto mayor. En ciertas condiciones, toma una cantidad fracciona- 
ria de energia orbitai de ese cuerpo mucho mayor, y el “efecto de onda” que resulta hace que 
la òrbita sea hiperbólica, al pasar el Sol [figura 11.3.1 Oc)]. 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-29. 


En los problemas 1 a 20, localice centro, focos y vértices y 
determine las aslntotas y la excentricidad de las hipérbolas. 
Trace la gràfica de la hipérbola. 


7. y 2 - 5A ' 2 = 20 

8 . 9x 2 - 16y 2 + 144 = 0 



x 2 

y 2 

9. 

(x - 5 ) 2 

(y + D 2 

1. 

16 

- — = 1 

25 

4 

49 


x 2 

II 

<N 1 . 

1 

10. 

(x + 2) 2 

(y + 4) 2 

2. 

4 

10 

25 


y 2 

x 2 

11. 

(y - 4 ) 2 

x 2 = 1 

3. 

64 

- =1 

9 

36 


/ 

6 


12. 

(y - 1) 2 

(x + 3) 2 

4. 

- 4x 2 = 1 

4 

9 

5. 

4x 2 

— 16y 2 = 64 

13. 

25(x - 3) 2 - 

- 5(y - 1) : 

6. 

5x 2 

- 5y 2 = 25 

14. 

10 (x + l) 2 - 

- 2 (y - |) 2 


= 1 

= 1 


= 1 
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15. 8(x + 4 ) 2 - 5(y - 7 ) 2 + 40 = 0 

16. 9(x - l ) 2 - 81 (y - 2 ) 2 = 9 

17. 5x 2 - 6 y 2 - 20x + I2y - 16 = 0 

18. 16x 2 - 25y 2 - 256x - 150y + 399 = 0 

19. 4x 2 — y 2 — 8 x + 6y — 4 = 0 

20 . 2y 2 - 9A ' 2 - 18a + 20y + 5 = 0 

En los problemas 21 a 44 deduzca una ecuación de la hipér- 
bola que satisfaga las condiciones indicadas. 

21. Focos en (±5, 0), a = 3 

22. Focos en (± 10, 0), b = 2 

23. Focos en (0, ±4), un vèrtice en (0, —2) 

24. Focos en (0, ±3), un vèrtice en (0, — 4) 

25. Focos en (±4, 0), longitud del eje transversai 6 

26. Focos en (0, ±7), longitud del eje transversai 10 

27. Centro en (0, 0), un vèrtice en (0, §), un foco en (0, —3) 

28. Centro en (0, 0), un vèrtice en (7, 0), un foco en (9, 0) 

29. Centro en (0, 0), un vèrtice en (—2, 0), un foco en 
(-3,0) 

30. Centro en (0, 0), un vèrtice en (1, 0), un foco en (5, 0) 

31. Vértices en (0, ± 8 ), asintotas y = ±2x 

32. Focos en (0, ±3), asintotas y = ±5 x 

33. Vértices en (±2, 0), asintotas y = ±f x 

34. Focos en (±5, 0), asintotas y = ±5 x 

35. Centro en (1, —3), un foco en (1, — 6 ) y un vèrtice en 
(1,-5) 

36. Centro en (2, 3), un foco en (0, 3) y un vèrtice en (3, 3) 

37. Focos en (—4, 2), (2, 2), un vèrtice en ( — 3, 2) 

38. Vértices en (2, 5), (2, — 1 ), un foco en (2, 7) 

39. Vértices en (± 2 , 0 ), pasa por (2V3, 4) 

40. Vértices en (0, ±3), pasa por Cy, 5) 


45. Tres puntos estàn ubicados en A(— 10, 16), B(— 2, 0) y 
C(2, 0); las unidades son kilómetros. Se sabe que un canon 
està emplazado en el segmento de recta entre A y C, y 
mediante técnicas de sondeo se determina que el canon 
està 2 km màs cerca de B que de C. Determine el punto 
donde està emplazado el canon. 

46. Se puede demostrar que un rayo de luz que emana de un 
foco de una hipérbola se reflejarà a lo largo de la linea que 
pasa por el foco opuesto (FIGURA 11.3.11). Un rayo de luz 
que viene del foco izquierdo de la hipérbola x 2 /l 6 — y 2 /20 
= 1 llega a la hipérbola en el punto (— 6 , —5). Deduzca la 
ecuación del rayo reflejado. 



FIGURA 11.3.11 Propiedad 
reflectora en el problema 46 


47. Halle la ecuación de una hipérbola con sus focos en 
(0, —2) y ( 8 , 4), y con diferencia fija de distancias 2 a = 8 . 
[Pista: vea el problema 51 en los ejercicios 11.2]. 

48. El ancho focal de una hipérbola es la longitud de su cuerda 
focal, esto es, un segmento de recta perpendicular a la linea 
que contiene al eje transversai que pasa por un foco, con 
los extremos en la hipérbola (FIGURA 11.3.12). 



FIGURA 11.3.12 Ancho focal 
del problema 48 


41. Centro en (— 1, 3), un vèrtice en (— 1, 4), pasa por 
(-5,3, +V5) 

42. Centro en (3, —5), un vèrtice en (3, —2), pasa por 

( 1 ,- 1 ) 


a) Halle el ancho focal de la hipérbola x 2 /4 — y 2 /9 = 1. 

b ) Demuestre que, en generai, el ancho focal de la hi¬ 
pérbola x 2 la 2 — y 2 /b 2 = 1 es 2 b 2 /a. 


43. Centro en (2, 4), un vèrtice en (2, 5) y una asintotas 
2 y — x — 6 = 0 

44. Excentricidad \/l(), extremos del eje conjugado en (—5,4), 
(-5, 10) 


= Para la discusión 

49. Busqueda de submarinos Dos detectores de sonar estàn 
a la distancia d entre si. Suponga que un sonido (corno el 
siseo de un submarino) se oye en los dos detectores con 
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una demorade tiempo h. Véase la FIGURA 11.3.13. Suponga 
que el sonido viaja en linea recta hacia los dos detectores, 
a la velocidad v. 


Rama de la 



FIGURA 11.3.13 Detectores sónicos 
del problema 49 


a) Explique por qué h no puede ser mayor que d/v. 

b) Explique por qué, para valores dados de d, v y h, pue¬ 
de determinarse que la fuente sonora està en una 
rama de una hipérbola. [Pista: ^dónde cree que estén 
los focos?] 


c) Halle la ecuación de la hipérbola del inciso b ), supo- 
niendo que los detectores se encuentran en los puntos 
(0, d/ 2) y (0, —di 2). Exprese el resultado en la forma 
normal y 2 /a 2 — x 2 !b 2 = 1. 


50. Se dice que las hipérbolas 




son conjugadas entre si. 

a) Determine la ecuación de la hipérbola conjugada de 


x 

25 


144 


= 1 . 


b) Describa còrno se relacionan las gràficas de las hipér¬ 
bolas conjugadas. 


51. Una hipérbola rectangular es una en la cual las asfntotas 
son perpendiculares. 

a) Demuestre que y 2 — x 2 + 5y + 3x = 1 es una hipér¬ 
bola rectangular. 

b) ^Cuàl(es) de las hipérbolas de los problemas 1 a 20 son 
rectangulares? 


| 11.4 Rotación de ejes 


■ Introducción En la introducción de la sección 11.1 senalamos que las ecuaciones de las 
secciones cónicas son casos especiales de la ecuación generai de segundo grado 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (1) 

Cuando B = 0, obtenemos las formas estàndares de las ecuaciones de los cfrculos, paràbolas, 
elipses e hipérbolas estudiados en las secciones anteriores a partir de ecuaciones de la 
forma 


Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 (2) 

al completar el cuadrado. Puesto que cada forma estàndar es una ecuación de segundo grado, 
debemos tener que A 0 o C ^ 0 en (2). 

Ademàs de las secciones cónicas conocidas, la ecuación (1) también puede representar 
la intersección de dos rectas, una recta, un solo punto, dos rectas paralelas o ninguna gràfica 
en absoluto. Estos se conocen corno casos degenerados de la ecuación (1) (véanse los pro¬ 
blemas 29 y 31 en los ejercicios 11.4). 

Cuando B=£ 0, corno veremos en la explicación siguiente, es posible eliminar el término 
xy de la ecuación (1) por medio de una rotación de ejes. En otras palabras, siempre es posi¬ 
ble seleccionar el àngulo de rotación 6 para que toda ecuación de la forma ( 1 ) pueda trans- 
formarse en una ecuación en x' y y’ sin término x'y ': 

A\x') 2 + C'(y') 2 + D'x' + E’y' + F' = 0 (3) 

Procediendo corno harfamos en la ecuación (2), podemos transformar (3) en forma estàndar, 
lo que nos permite identificar la sección cònica y trazar la gràfica correspondiente en el plano 
de coordenadas x'y'. 
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■ Rotación de ejes Comenzamos con un sistema de coordenadas xy con origen O y giramos 
los ejes xy y alrededor de O a lo largo de un àngulo 9, corno se muestra en la FIGURA 11.4.1. 
En la posición que ocupan después de la rotación, denotamos los ejes xy y con los sfmbolos 
x' y y', respectivamente. De este modo, cualquier punto P en el plano tiene dos conjuntos de 
coordenadas: (jc, y) en términos del sistema originai de coordenadas xy, y (x', y') en función 
del sistema de coordenadas x'y'. Es un ejercicio de trigonometria muy sencillo demostrar que 
las coordenadas xy de P pueden convertirse en las nuevas coordenadas x'y' por 

x' = x cos 6 + y sen 0 

y' = —x sen 9 + y cos 9. (4) 

A la inversa, si resolvemos (4) para x y v, obtenemos un conjunto de ecuaciones que nos 
permiten convertir las coordenadas x'y' de P en coordenadas xy: 



x = x'cos 9 — y'sen 9 

y = x'sen 9 + y'cos 9. (5) 


(véase el problema 32 de los ejercicios 11 .4). De los dos conjuntos de ecuaciones de rotación, 
(4) y (5), el conjunto presentado en (5) es el mas importante para nuestros propósitos. 


EJEMPLO 1 


Coordenadas 


Suponga que el eje x gira en un àngulo de 60°. Obtenga a) las coordenadas x'y' del punto 
cuyas coordenadas xy son (4, 4); b) las coordenadas xy del punto cuyas coordenadas x'y' 
son (3, —5). 


Solución à) El punto (4, 4) se indica con el punto negro en la FIGURA 11.4.2. Con 9 = 60°, 
x = 4 y y = 4, las ecuaciones en (4) dan 


x'= 4cos60° + 4sen60° = 41 



2 + 2V3 


y'= —4 sen 60° + 4 cos 60° 



= 2 - 2V3. 


Las coordenadas x'y' de (4,4) son (2 + 2\/3, 2 — 2V3), o aproximadamente (5.46, —1.46). 
b ) El punto (3, —5) se indica con el punto rojo en la figura 11.4.2. Con 9 = 60°, x' = 3 y 
y' = —5, las ecuaciones en (5) dan 


x = 3cos60° — (—5) sen 60° = 3 
y = 3 sen 60° + (-5) cos 60° = 3( 



3 + 5V3 
2 

3V3 - 5 
2 


y 



FIGURA 11.4.2 Rotación de ejes del 
ejemplo 1 


Por tanto, las coordenadas xy de (3, —5) son (^(3 + 5V3), j(3V3 — 5)), o aproximadamente 
(5.83,0.10). " = 


Con las ecuaciones de rotación en (5) es posible determinar un àngulo de rotación 9 tal 
que cualquier ecuación de la forma (1), donde B =£ 0, se puede transformar en una ecuación 
en x' y y' sin el término x'y'. Sustituyendo x y y en (1) por las ecuaciones en (5): 

A(x'cos 9 — y'sen 9) 1 + B(x' cos 6 — y'sen 0) (x'sen 9 — y'cos 9) + C(x'sen 9 — 
y'cos 9) 2 + D(x' cos 9 — y'sen 9) + E(x' sen 9 — y'cos 9) + F = 0 

y simplificando, descubrimos que la ecuación resultante puede escribirse asi: 

A'(x ') 2 + B’x'y’ + C'(y') 2 + D'x' + E'y' + F' = 0 ( 6 ) 
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Los coeficientes A', B', C', D', E' y F' dependen de A, B, C, D, E y F y de sen 9, cos 6. En 
particular, el coeficiente del término x'y' en ( 6 ) es: 

B' = 2 (C — A)sen 6 cos 9 + B(cos 2 9 — sen 2 0) 

Por tanto, para eliminar el término x'y' en ( 6 ), seleccionamos cualquier àngulo 9, de modo 
que B' = 0, es decir, 

2(C — A) sen 9 cos 9 + B(cos 2 9 — sen 2 0) = 0 

^ Por las fórmulas del doble àngulo de las funciones seno y coseno, la ultima ecuación es 
equivalente a 


(C — A)sen 29 + B cos 29 = 0 


o 


cot 29 = 



C 


Hemos comprobado el siguiente resultado. 


Teorema 11.4.1 Eliminación del término xy 

El término xy se puede eliminar de la ecuación generai de segundo grado 
Ax 2 + Bxry + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0 


donde B A 0, por medio de la rotación de ejes a través de un àngulo 0 que satisface 


cot 2 9 



C 


(7) 


Aunque la ecuación (7) tiene un nùmero infinito de soluciones, basta tornar una solución 
tal que 0° < 9 < 90°. Està inecuación proviene de los tres casos: 

• Si cot 29 = 0, entonces 29 = 90° y, por tanto, 9 = 45°. 

• Si cot 29 > 0, entonces tomamos 0° < 29 < 90° o 0° < 9 < 45°. 

• Si cot 29 < 0, entonces 90° <29 < 180° o 45° <9 < 90°. 



FIGURA 11.4.3 Rotación de ejes del 
ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Una ecuación x'y' 


La ecuación sencilla xy = 1 se puede escribir en términos de x y y' sin el producto xy. 
Cuando comparamos xy = 1 con la ecuación (1), nos damos cuenta de que A = 0, C = 0 
y B = 1. Por tanto, (7) muestra que cot 29 = 0. Con 9 = 45°, cos 45° = sen 45° = V2/2, 
las ecuaciones de rotación en (5) se convierten en 


x = x'cos45° — y'sen45° 
y = x'sen45° + y'cos45° 



(x'~ y') 
(x'+y'). 


Sustituyendo xy y por estas expresiones en xy = 1, obtenemos 

V2 V2 

—ix'-y')- —(x'+y') = 1 


y‘ 


= ì. 


Reconocemos ésta corno la ecuación estàndar de una hipérbola con vértices en el eje x 
en los puntos x'y' (±V2, 0 ). Las asintotas de la hipérbola son y’ = x' y y' = x' (que son 
simplemente los ejes originales xyy; FIGURA 11.4.3). = 
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De hecho no tenemos que determinar el valor de 0 si simplemente deseamos obtener una 
ecuación x'y' para identificar la sección cònica. Cuando cot 20 A 0, es evidente que para usar 
(5) sólo necesitamos conocer tanto sen 6 corno cos 9. Para elio, usamos el valor de cot 20 
para hallar el valor de cos 29 y luego usar las fórmulas del medio àngulo 


sentì = 


V 


1 — cos 2 tì 
2 


costì = 


1 + cos 2 tì 


( 8 ) 


Sin embargo, si deseamos trazar la sección cònica, entonces necesitamos obtener tì para 
determinar la posición de los ejes x' y y'. El siguiente ejemplo ilustra estas ideas. 


EJEMPLO 3 


Eliminación del término xy 


Después de una rotación conveniente de ejes, identifique y trace la gràfica de 


5x 2 4- 3xv + y 2 = 44 


Solución Con A = 5, B = 3 y C = 1, (7) muestra que el àngulo de rotación deseado 
satisface 


cot 29 = 


5 - 1 
3 


4 

3' 


(9) 


Por la explicación posterior a (7), y corno cot 20 es positivo, podemos elegir 20 tal que 
0 < 0 < 45°. Por la identidad 1 + cot 2 20 = esc 2 26, obtenemos esc 20 = f y, por tanto, 
20 = §. Entonces, cot 20 = cos 20/sen 20 = f produce cos 20 = j. Ahora, por las fórmu¬ 
las del medio àngulo en ( 8 ), obtenemos 


sentì = 


costì = 


1 — cos 20 


1 + cos 20 



( 10 ) 


A si, las ecuaciones en (5) se convierten en 


x = 

y = 


VTò' 

1 

VTò 


x' + 


VTò 3 ' 

3 

VTò 3 ' 


ì 


VTò 

1 

VTò 


(3 x'-y') 
(x'+ 3y'). 


Las sustituimos en la ecuación dada y tenemos 


1 


VTÒ 

5 


2 1 

t\ 2 ■ ~ 


(3x'~ y'f + 3—(3x'- /) 


1 


VTò 


(x'+ 3/) + 


VTò 


(x'+ 3y') 2 = 44 


3 1 

jq(9x ' 2 — 6 x'y' + y' 2 ) + — (3x ' 2 + 8 x'y' — 3y' 2 ) + — (x ' 2 + 6 x'y'+ 9y' 2 ) = 44 


45x'- 


30x'/+ 5y ' 2 + 9x ' 2 + 24x'y' - 9y ' 2 + x ' 2 + 6 x'y'+ 9y ' 2 = 440. 


La ùltima ecuación se simplifica a 


x ' 2 y ' 2 

- 1 -— 1 . 

8 88 


od 


Reconocemos ésta corno la ecuación normal de una elipse. Ahora, por (10), tenemos 
sen 0 = 1/VTÒ y, por tanto, con la ayuda de una calculadora, obtenemos 0 ~ 18.4°. Este 
àngulo de rotación se muestra en la FIGURA 11.4.4 y usamos los nuevos ejes para trazar la 
elipse. = 



FIGURA 11.4.4 Rotación de ejes del 
ejemplo 3 
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No se deje enganar por los ultimos dos ejemplos. Después de usar las ecuaciones de 
rotación en (5), la sección cònica puede no ser identificable de inmediato sin cierto trabajo 
adicional. Por ejemplo, después de una rotación apropiada de los ejes, la ecuación 

llx 2 + 16 V2xy + 19 f - 24V3x - 24 Vóy + 45 = 0 ( 12 ) 


se transforma en 


9x' 2 - 24x' + y' 2 + 15 = 0 

Después de completar el cuadrado en x ', (3x' — 4 ) 2 + y ' 2 = 1, reconocemos que la ecuación 
( 12 ) define una elipse. 

■ Identificación de secciones cónicas sin rotación Sólo por debatir, si simplemente qui- 
siéramos identificar una sección cònica definida por una ecuación de la forma dada en ( 1 ), 
podrfamos hacerlo examinando los coeficientes. Lo ùnico que necesitamos calcular es el 
discriminante B 2 — 4AC de la ecuación. 


Teorema 11.4.2 Identificación de secciones cónicas 

Excluyendo los casos degenerados, la gràfica de la ecuación de segundo grado (1) es 

i) una parabola cuando B 1 — 4AC = 0 
ìì) una elipse cuando B 1 — 4AC < 0 
Hi) una hipérbola cuando B 2 — 4AC > 0 


EJEMPLO 4 


Identificación 


Identifique la sección cònica definida por la ecuación dada. 

a) 9x 2 + 12xy + 4 y 2 + 2x — 3y = 0 

b) 3x 2 - 5y 2 '+ 8 x - y + 2 = 0 


Solución a) Con A = 9, B = 12, C = 4, el discriminante 


B 2 - 4AC = (12 ) 2 - 4(9)(4) = 144 - 144 = 0 


indica que la ecuación define una paràbola. 
b) Con A = 3, B = 0, C = —5, el discriminante es 

B 2 - 4AC = (0 ) 2 - 4(3)(—5) = 60 > 0 


La ecuación define una hipérbola. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-29. 


En los problemas 1 a 4, use (4) para hallar las coordenadas x'y' 
del punto xy dado. Use el àngulo de rotación especificado 9. 

1. ( 6 , 2), 0 = 45° 

2 . (-2, 8 ), 9 = 30° 

3. (-1, -1), 9 = 60° 

4. (5, 3), 0 = 15° 


En los problemas 5 a 10, use (5) para hallar las coordenadas xy 
del punto x'y' dado. Use el àngulo de rotación especificado 6. 

5. (2, - 8 ), 9 = 30° 

6 . (-5, 7), 0 = 45° 

7. (O,4),0 =y 
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8 . (3, 0), 6 


77 

3 

9. (4, 6), e = 15° 

10. (1, 1), 6 = 75° 

En los problemas 11 a 16, use la rotación de ejes para elimi¬ 
nar el término xy en la ecuación dada. Identifique la sección 
cònica y la gràfica. 

11. x 2 + xy + y 2 = 4 

12 . 2x 2 - 3xy - 2y 2 = 5 

13. x 2 — 2xy + y 2 = 8x + 8y 

14. x 2 + 4 xy = 16 

15. x 2 4- 4xy — 2y 2 — 6 = 0 

16. x 2 + 4xy + 4y 2 = 16V5x — 8V5y 

En los problemas 17 a 20, use la rotación de ejes para elimi¬ 
nar el término xy en la ecuación dada. Identifique la sección 
cònica. 

17. 4x 2 — 4xy + 7y 2 + 12x + 6y 9 = 0 

18. —x 2 + 6\/3xy + 5y 2 — 8V3x + 8y = 12 

19. 8x 2 — 8xy + 2y 2 + 10V5x = 5 

20. x 2 — xy + y 2 — 4x — 4y = 20 

21. Dada la ecuación 3X 2 + 2\/3xy + y 2 + 2x — 2\/3y = 0, 

a) Por rotación de ejes muestre que la gràfica de la ecua¬ 
ción es una paràbola. 

b) Obtenga las coordenadas x V del foco. Use està infor- 
mación para hallar las coordenadas xy del foco. 

c ) Obtenga una ecuación de la directriz en términos de 
las coordenadas x'y'. Use està información para hallar 
una ecuación de la directriz en términos de las coor¬ 
denadas xy. 

22. Dada la ecuación 13X 2 — 8xy + 7y 2 = 30. 

a) Por rotación de ejes muestre que la gràfica de la ecua¬ 
ción es una elipse. 

b ) Obtenga las coordenadas x'y' de los focos. Use està 
información para hallar las coordenadas xy de los fo¬ 
cos. 

c) Obtenga las coordenadas xy de los vértices. 

En los problemas 23 a 28, use el discriminante para determi¬ 
nar el tipo de gràfica sin dibujarla. 

23. x 2 - 3xy + y 2 = 5 


24. 2X 2 - 2xy + 2y 2 = 1 

25. 4x 2 - 4xy + y 2 - 6 = 0 

26. x 2 +V3xy - ir = 0 

27. x 2 + xy + y 2 — x + 2y + 1 = 0 

28. 3x 2 + 2V3xy + y 2 - 2x + 2V3y -4 = 0 

= Para la discusión 

29. En (2), demuestre que si A y C tienen el mismo signo, 
entonces la gràfica de la ecuación es ya sea una elipse, un 
cuculo o un punto, o no existe. Dé un ejemplo de cada tipo 
de ecuación. 

30. En (2), demuestre que si A y C tienen signos opuestos, 
entonces la gràfica de la ecuación es ya sea una hipérbola 
o un par de llneas que se cortan. Dé un ejemplo de cada 
tipo de ecuación. 

31. En (2), demuestre que si A = 0 o C = 0, la gràfica de la 
ecuación es ya sea una paràbola, dos rectas paralelas, una 
recta, o no existe. Dé un ejemplo de cada tipo de ecua¬ 
ción. 

32. a) Use la FIGURA 11.4.5 para demostrar que 

x = r cos 4>,y = r sen c fi 


y 


x' = r cos (</> — 6), y' = r sen (<p — 0) 

b ) Use los resultados del inciso a) para obtener las ecua- 
ciones de rotación en (4). 

c) Use (4) para hallar las ecuaciones de rotación en (5). 

y 



FIGURA 11.4.5 Rotación de ejes del 
problema 32 


| 11.5 Ecuaciones paramétricas 


■ Introducción Las ecuaciones rectangulares y las polares no son las unicas, y con fre- 
cuencia no las màs convenientes, para describir curvas en el plano coordenado. En està 
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FIGURA 11.5.1 jCuidado! 


sección expondremos una forma distinta de representar una curva que es importante en muchas 
aplicaciones de càlculo. Veamos un ejemplo. E1 movimiento de una partfcula a lo largo de 
una curva, en contraste con a lo largo de una recta, se llama movimiento curvilineo. Si se 
supone que una pelota de golf es golpeada desde el suelo, perfectamente en linea recta (sin 
curva ni efecto) y que su trayectoria permanece en un plano de coordenadas corno el que se 
ve en la FIGURA 11.5.1, entonces, con ayuda de la fisica y del càlculo se puede demostrar que 
sus coordenadas x y y, en el momento t, se definen por 


x = (v 0 cos 6 0 )t, y = —\gt 2 + (v 0 sen 6 0 )t, (1) 

en donde 0 0 es el àngulo de lanzamiento, v 0 es la velocidad inicial y g = 32 pies/s 2 es la 
aceleración de la gravedad. Esas ecuaciones, que describen la posición de la pelota de golf 
en el plano coordenado cuando el tiempo es f, se llaman ecuaciones paramétricas. La tercera 
variable ? en (1) se llama paràmetro y se restringe a cierto intervalo 0 < t < T, donde t = 0 
define al origen (0, 0) y t = T es el momento en el que la pelota llega al suelo. 

En generai, una curva en un plano coordenado se puede definir en términos de ecuacio¬ 
nes paramétricas. 


Definición 11.5.1 Curva plana 

Una curva plana, o curva en el plano, es un conjunto C de pares ordenados (/(r), g(t)), 
donde/y g son funciones definidas en un intervalo comun I. Las ecuaciones 

x = f(t), y = g{t), para t en I, 

se llaman ecuaciones paramétricas de C. La variable t se llama paràmetro. 


También se acostumbra llamar parametrización de C a x = f{t), y = g(t) para t en I. 

La gràfica de una curva plana C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano 
coordenado que corresponden a los pares ordenados (/(?), g(tj). En addante, llamaremos curva 
o curva parametrizada a una curva plana. 


EJEMPLO 1 


Gràfica de una curva paramétrica 


Graficar la curva C que tiene las ecuaciones paramétricas 


x = t 2 , y = t\ -l</<2. 


Solución Como se observa en la tabla de abajo, para cualquier elección de t en el intervalo 
[— 1, 2], se obtiene un solo par ordenado (x, y). Al unir los puntos con una curva se obtiene 
la gràfica de la FIGURA 11.5.2. 



t 
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En el ejemplo 1, al pensar en términos de movimiento y t corno tiempo, cuando aumenta 
t de — 1 a 2, un punto P definido corno (t 2 , f 3 ) parte de (1, — 1), avanza subiendo por la rama 
inferior hasta el origen (0, 0), pasa a la rama superior y por ultimo se detiene en (4, 8). En 
generai, al graficar puntos correspondientes a valores crecientes del paràmetro, la curva C es 
recorrida por (/(f), g(tj) en cierta dirección indicada por las flechas de la curva de la figura 
11.5.2. A està dirección se le llama orientación de la curva C. 
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No es necesario que un paràmetro esté relacionado con el tiempo. Cuando el intervalo 1 
dentro del cual/y g en (1) estàn definidos es un intervalo cerrado [a, b\ decimos que 
( f(a ), g(aj) es el punto inicial de la curva C, y que ( f{b ), g(b)) es el punto terminal. En el 
ejemplo 1, el punto inicial es (1, — 1) y el punto terminal es (4, 8). Si el punto terminal es 
el mismo que el punto inicial, esto es, 

(/(a), g(a)) = (f(b), g(b )) 

entonces C es una curva eerrada. Si C es cerrada pero no se interseca consigo mismo se 
llama curva cerrada simple. En la FIGURA 11.5.3, A y B representan los puntos inicial y ter¬ 
minal, respectivamente. 

A = B 

c f 

c ) Curva cerrada, pero no simple 

FIGURA 11.5.3 Algunas curvas planas 



El siguiente ejemplo ilustra una curva cerrada simple. 


EJEMPLO 2 


Parametrización de un cfrculo 


Definir una parametrización del cfrculo x 2 + y 2 = a 2 . 


Solución El cfrculo tiene centro en el origen y su radio es a. Si f representa el àngulo 
centrai, es decir, el àngulo con vèrtice en el origen y lado inicial coincidente con el eje x 
positivo, entonces, corno se ve en la FIGURA 11.5.4, las ecuaciones 

x = acost, y = asenf, 0 s ( < 2ir (2) 

definen cada punto P en el cfrculo. Por ejemplo, cuando t = 0, se obtiene x = a y y = 0; 
en otras palabras, el punto inicial es (a, 0). El punto terminal corresponde a t = 2tt, y 
también es (a, 0). Como los puntos inicial y terminal son iguales, se demuestra lo que es 
obvio: que la curva C definida por las ecuaciones paramétricas (2) es una curva cerrada. 
Observe la orientación de C en la figura 11.5.4: cuando t aumenta de 0 a 277, el punto P 
describe a C en dirección contraria a la de las manecillas del reloj. = 



FIGURA 11.5.4 Cfrculo del 
ejemplo 2 


En el ejemplo 2, el semicìrculo superior x 2 + y 2 = a 1 , 0 < y < a, se define en forma 
paramétrica restringiendo el intervalo del paràmetro a [0, i r], 

x = acosf, y = asent, 0 < t < ir. 

Observe que cuando t = tt, el punto terminal es ahora (—a, 0). Por otra parte, si se desean 
describir dos revoluciones completas en sentido contrario al de las manecillas del reloj en 
torno al cfrculo, de nuevo se modifica el intervalo del paràmetro escribiendo 

x = acost, y = asent, 0 <t< 47 t. 

■ Eliminación del parametro Dado un conjunto de ecuaciones paramétricas, a veces se 
desea eliminar o simplificar el paràmetro para obtener la ecuación rectangular de la curva. 
No hay un metodo bien definido para eliminar el paràmetro; el mètodo depende de las ecua- 
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Una curva C puede tener muchas 
parametrizaciones diferentes. 


Proceda con precaución cuando 
elimine el paràmetro. 


ciones paramétricas. Por ejemplo, para eliminar el paràmetro en (2) tan sólo se elevan al 
cuadrado x y y y se suman las dos ecuaciones: 

x 2 + y 1 = a 2 cos 2 t + a 2 sen 2 f implica que x 2 + y 2 = a 2 
porque sen 2 t + cos 2 t = 1. En el ejemplo que sigue ilustramos un mètodo de sustitución. 


EJEMPLO 3 


Eliminación del paràmetro 


a) De la primera ecuación en (1), podemos despejar t en términos de x, t = x/(v 0 cos 0 O ). 
Està expresión se sustituye en la segunda ecuación y entonces se obtiene 


* = _ 2(v a cL„)^ + (Kn ' , " ) *' 

Ya que Vo, 9q y g son constantes, la ùltima ecuación tiene la forma y = ax 2 + bx y enton¬ 
ces, la trayectoria de todo proyectil lanzado con el àngulo 0<é> 0 < ir/2 es un arco para¬ 
bòlico. 

b) En el ejemplo 1 se puede eliminar el paràmetro despejando t de la segunda ecuación, 
en función de y para después sustituir en la primera ecuación. Se ve que 

t = y 1/3 y asl X = (y 1/3 ) 2 = y 2 '\ 

La curva de la figura 11.5.2 sólo es una parte de la gràfica de x = y 2 ^. Para — 1 < f < 2, 
se tiene que — 1 < y < 8. Entonces, la ecuación rectangular de la curva del ejemplo 1 
es x = v 2/3 , — 1 < y < 8. = 


Una curva C puede tener màs de una parametrización. Por ejemplo, una parametrización 
alternativa del clrculo del ejemplo 2 es 

x = tzcos2f, y = asen2t , 0 S t < jt. 

Nótese que el intervalo del paràmetro es ahora [0, 7r]. Se ve que cuando t aumenta de 0 a ir, 
el nuevo àngulo 2 1 aumenta de 0 a 2tt. 


EJEMPLO 4 


Parametrizaciones alternativas 


a) Se tiene la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas son x = t,y = 2t 2 , — oo < t < °°. 
Se puede eliminar el paràmetro usando t = x, y sustituyendo en y = 2f 2 . De ese modo se 
obtiene la ecuación rectangular y = 2x 2 , en la que reconocemos una paràbola. Ademàs, 
corno — oo < / < oo equivale a — °° < x < °°, el punto (f, 2r) describe la paràbola completa 
y = 2x 2 , -oo < x < oo. 

b ) Una parametrización alternativa de C se obtiene con x = r 3 /4, y = t 6 l 8, — °° < t < °°. 

Si se usa t 3 = 4x y se sustituye en y = f 6 /8, o y = (t 3 ■ t 3 )/8 se obtiene y = ((4x) 2 /8) = 2x 2 . 
Ademàs, — oo < t < oo implica que — °o < f 3 < oo, y asf —oo < x < oo. = 


Note en el ejemplo 4 que un punto en C no necesita corresponder al mismo valor del 
paràmetro en cada conjunto de ecuaciones paramétricas de C. Por ejemplo, se obtiene (1,2) 
para t = 1 en x = t,y = 21 2 , pero t = '\^4 produce (1, 2) en x = r 3 /4, y = f 6 /8. 


EJEMPLO 5 


Regreso al ejemplo 4 


Se debe tener cuidado al trabajar con ecuaciones paramétricas. Parecerfa que la eliminación 
del paràmetro en x = t 2 , y = 2 1 4 , — oo < ? < oo negarla a la misma paràbola y = 2x 2 que en 
el ejemplo 4. Sin embargo no es asl, porque para todo valor de t que satisface — °° < t °°, 
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tenemos que r > 0 y entonces x > 0. En otras palabras, el ultimo conjunto de ecuaciones 
es una representación paramétrica sólo de la rama derecha de la paràbola, esto es, y = 2x 2 , 
0<x<®. = 


EJEMPLO 6 


Eliminación del paràmetro 


Se tiene la curva C, definida paramétricamente por 

x = senf, y = cos2f, 0 < f < 7r/2. 

Eliminar el paràmetro y obtener una ecuación rectangular de C. 

Solución Se aplica la formula de àngulo doble, cos 2 1 = cos 2 t — seri 2 /; y se puede escri- 
bir que 

y = cos 2 1 — sen 2 1 
= ( 1 — sen 2 1 ) — sen 2 1 
— 1 — 2 Seil“ t sustituir sen t ~ x 

= 1 - 2jt. 


Ahora la curva C descrita por las ecuaciones paramétricas no consiste en la paràbola com¬ 
pleta; esto es,y = 1 — 2jc 2 , — °° < x < Véase la FIGURA 11.5.5a). Para 0s/< 7 t/ 2 sucede 
que 0 < sen t < 1, y — 1 < cos 2t < 1. Eso quiere decir que C sólo es la porción de la 
paràbola para la cual las coordenadas de un punto P(x, y) satisfacen 0 < x < I y también 
— 1 < y < 1. La curva C, con su orientación, se ve en la figura 11.5.5Ò). Una ecuación 
rectangular de C es y = 1 — 2x 2 , con el dominio restringido 0 < jc < 1. = 




■ Intersecciones Se obtienen las intersecciones con los ejes coordenados de una curva C 
sin determinar su ecuación rectangular. En el ejemplo 6 se puede determinar la intersección 
con el eje x encontrando el valor de t en el intervalo del paràmetro para el cual y = 0. La 
ecuación cos 2r = 0 da corno resultado 2 1 = 7t/ 2, asf que t = ir/4. El punto correspondiente 
donde C interseca el eje x es (^V2j 0). De igual manera, la intersección con el eje y de C se 
determina resolviendo x = 0. De sen / = 0 se ve de inmediato que t = 0 y entonces la inter¬ 
sección con el eje v està en (0, 1). 


b) x = sen t, y = cos 2/, 
0 <t< tt/2 

FIGURA 11.5.5 Curva C del 
ejemplo 6 


■ Aplicaciones de las ecuaciones paramétricas En el siglo xvu, las curvas cicloidales 
fueron un tema de estudio difundido entre los matemàticos. Suponga que un punto P(x, y) 
marcado en un cfrculo de radio o, està en el origen cuando su diàmetro està a lo largo del eje 
y. Cuando el cfrculo rueda por el eje x, el punto P describe una curva C llamada cicloide. 
Véase la FIGURA 11.5.6.* 



a) Cfrculo que rueda en el eje x 



b) En el cfrculo, el punto P traza està curva 
FIGURA 11.5.6 La curva de rojo es un cicloide 

* Se puede ver una animación del cfrculo rodante en http://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html. 
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FIGURA 11.5.7 Cuenta deslizante 


También en el siglo xvii se estudiaron extensamente dos problemas. Imagine un alambre 
flexible y sin fricción fijo en los puntos A y B, y una cuenta libre que resbala por el alambre a 
partir de P. Véase la FIGURA 11.5.7. 6 Hay alguna forma en particular del alambre para la cual, 
independientemente de dónde parta la cuenta, el tiempo para resbalar por el alambre hasta B 
sea el mismo? También, ^cuàl seria la forma del alambre para que la cuenta resbale de P a 
B en el tiempo mas corto? Se demostró que las curvas llamadas tautocrona (igual tiempo) y 
braquistócrona (tiempo minimo) son un medio arco de cicloide invertida. 


EJEMPLO 7 


Parametrización de una cicloide 


Definir una parametrización de la cicloide de la figura 11.5.6&). 



FIGURA 11.5.8. El àngulo 6 es el 
paràmetro para la cicloide 


Solución Un circulo de radio a cuyo diàmetro esté inicialmente a lo largo del eje y me¬ 
da por el eje x sin resbalar. Tomaremos corno paràmetro el àngulo 9 (en radianes) que ha 
rodado por el circulo. El punto P{x, y ) comienza en el origen, que corresponde a 9 = 0. A 
medida que el circulo meda el àngulo 9 , su distancia al origen es el arco PE = OE = atì. 
Entonces, se ve en la FIGURA 11.5.8 que la intersección con el eje x de P es 

x = OE — QE = a9 — a senti. 

Entonces, se ve que la ordenada y de P es 

y = CE — CD = a — acos9. 

Por lo anterior, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son 


x = a9 — asentl, y = a — «costi. 

Como se ve en la figura 11.5.6a), un arco de una cicloide se genera por una rotación del 
circulo, y corresponde al intervalo 0 < 9 < 277 del paràmetro. = 


■ Parametrización de curvas rectangulares y polares Una curva C descrita por una función 
continua y = /( x) siempre se puede parametrizar haciendo que x = t. Entonces, las ecuaciones 
paramétricas de C son 


x = t, y = f(t). 


(3) 


EJEMPLO 8 


Parametrización de una curva rectangular 


Obtenga una parametrización de f(x) = Vx — I. 

Solución Si x = t, entonces una parametrización de la curva definida por/es 


x = t, y = Vt — 1 , t > 1 . 

Solución alternativa Una curva puede tener muchas parametrizaciones. Si x — 1 = t, 
entonces otra parametrización de la curva definida por/es 


x = t + 1, y = Vr, (S 0. 



Notas del aula 

En està sección nos hemos concentrado en las curvas planas, que son curvas C definidas 
paramétricamente en dos dimensiones. En el càlculo de varias variables se veràn curvas 
y superficies en tres dimensiones, que se definen mediante ecuaciones paramétricas. Por 
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ejemplo, una curva en el espacio C consiste en un conjunto de tripletas ordenadas 
( f(t ), g(t), Htj), donde/, g y h estàn definidas en un intervalo comun. Las ecuaciones para- 
métricas de C son x = f(t), y = g(t) y z = Hi). Por ejemplo, una hélice circular corno la 
de la FIGURA 11.5.9 es una curva en el espacio cuyas ecuaciones paramétricas son 

x = acosf, y = acosf, z = bt, t > 0. (4) 


Se pueden representar superficies en tres dimensiones con un conjunto de ecuaciones 
paramétricas que contengan dos paràmetros, x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v). Por ejem¬ 
plo, la helicoide circular de la FIGURA 11.5.10 se presenta en el estudio de superficies 
minimas, y se define con el conjunto de ecuaciones paramétricas parecido a las de (4): 

x = u cos v, y = «senv, z = bv, 

en donde b es una constante. La helicoide circular tiene una hélice circular corno con¬ 
torno. El lector podrfa reconocer que la helicoide es el modelo de un gusano en maquina¬ 
ria corno excavadoras de agujeros, taladradora de hielo, transportadores de sólidos a 
granel, etcétera. 




FIGURA 11.5.9 Hélice 
circular 



FIGURA 11.5.10 

Helicoide circular 


El ADN es una doble hélice 



Antena helicoidal 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-30. 


En los problemas 1 y 2 llene la tabla para el conjunto de 
ecuaciones paramétricas indicado. Determine las coordena- 
das de la intersección con los ejes x y y. Trace la curva e indi- 
que su orientación. 

1. x = t + 2, y = 3 + \t, < t < o o 


t 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

X 








y 









2 . x = 2t + 1, y = t 2 + t, -oo<f<oo 


t 

-3 

—2 

-1 

0 

1 

2 

3 

X 








y 









En los problemas 3 a 10, trace la curva que tenga el conjunto 
de ecuaciones paramétricas indicadas. 
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3. x = t — \,y = 2t — 1, — 1 < f < 5 

4. x = t 2 - 1, y = 3t, -2 < t < 3 

5. x = Vf, y = 5 — t, t > 0 

6. x = t 3 + 1, y = t 2 — 1, —2 < f < 2 

7. x = 3 cos t,y = 5 sen r, 0 s ( < 2ir 

8 . x = 3 + 2 sen t, y = 4 + sen f, — 77/2 < t < 77/2 

9. x = e‘,y = e 3 ', 0 < r < In 2 

10. x = -e',y = e~ r , t > 0 

En los problemas 11 a 18, elimine el paràmetro del conjunto 
indicado de ecuaciones paramétricas, y obtenga una ecuación 
rectangular que tenga la misma gràfica. 

11. x = t 2 ,y = t 4 + 3t 2 - 1 

12. x = t 3 + t + 4, y = —2 (t 3 + t) 

13. x = cos 2f, y = sen t, —tt/2 < f < 77/2 

14. x = e\ y = In t, t > 0 

15. x = t 3 , y = 3 In t, t> 0 

16. x = tan t,y = sec t, —tt/2 < t < tt/2 

17. x = 4 cos t,y = 2 sen t, 0 < f < 277 

18. x = — 1 + cos t,y = 2 + sen t, 0 < t <2 tt 

En los problemas 19 a 24, indique gràficamente la diferencia 
entre las curvas indicadas. 

19. y = x y x = sen t,y = sen t 

20. y = x 2 y x = — Vf, y = t 

21. y = gx 2 — 1 y x = 2f, y = t 2 — 1, — 1 < t < 2 

22. y = -x 2 , y x = e',y = ~e 2 ‘, t > 0 

23. x 2 — y 2 = 1 y x = cosh t, y = senh t <- Vea (2) y (3) 

en la sección 7.5 

24. y = 2x - 2 y x = t 1 - 1, y = 2f 2 - 4 

En los problemas 25 a 28, indique gràficamente la diferencia 
entre las curvas dadas. Suponga que a > 0 y b > 0. 

25. x = a cos t,y = a sen t, 0 < t < 77 

x = a sen t,y = a cos r, 0st<77 

26. x = a cos t,y = b sen f, a > b, 77 < f < 277 

x = a sen t,y = b cos f, a> b, 77 < f < 277 


En los problemas 29 y 30, determine las intersecciones de las 
curvas con los ejes x y y. 

29. x = t 2 — 2t, y = t + 1, —2 < t < 4 

30. x = r 2 + t, y = t 2 + t — 6, -5 < t < 5 

31. Demuestre que las ecuaciones paramétricas de una recta 
que pasa por (x 1; yi) y (x 2 , y 2 ) son 

x = Xi + (x 2 - xj)f, y = yi + (y 2 - yjf, < t < °°. 

^Qué representan esas ecuaciones cuando 0 < f < 1 ? 

32. a) Use el resultado del problema 31 para deducir ecua¬ 

ciones paramétricas de la recta que pasa por (—2, 5) 

y(4,8). 

b ) Elimine el paràmetro del inciso a) para obtener la ecua¬ 
ción rectangular de la recta. 

c) Encuentre las ecuaciones paramétricas del segmento 
de recta cuyo punto inicial es (—2, 5) y punto terminal 
(4, 8). 

33. Un golfista famoso puede generar una velocidad aproxi- 
mada de 130 mi/h o sea vo = 190 pies/s en la cabeza del 
palo. Si la pelota sale del suelo en el àngulo 0 O = 45°, use 
(1) para deducir ecuaciones paramétricas de la trayectoria 
de la pelota. ^Cuàles son las coordenadas de la pelota 
cuando t = 2 s? 

34. Use las ecuaciones paramétricas que obtuvo en el problema 
33 para determinar 

a) cuànto tiempo dura la pelota en el aire, 

b) su altura màxima y 

c) la distancia horizontal que recorre la pelota. 

35. Como se ve en la FIGURA 11.5.11, un pistón se fija, mediante 
una biela de longitud L, a un mecanismo de cigiienal de 
radio r. Parametrice las coordenadas del punto P en función 
del àngulo d> que muestra la figura. 



FIGURA 11.5.11 Mecanismo de cigiienal del problema 35 


27. x = a cos t,y = a sen t, —tt/2 < t < tt/2 

x = a cos 2 1 , y = a sen 2 1 , — tt/2 < t < tt/2 

t t 

28. x = acos—, y = asen—, 0st<77 

2 2 


x = acos 


y = a sen 


ir 


-77 < t < 0 


36. Imagine un cfrculo de radio a, tangente al eje x en el origen. 
Sea B un punto en la recta horizontal y = 2a, y sea un 
segmento de recta OB que corte el cfrculo en el punto A. 
Como se ve en la FI G U RA 11.5.12, la proyección de AB sobre 
la vertical define al segmento de recta BP. Use el àngulo 
9 de la figura corno paràmetro y deduzca las ecuaciones 
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paramétricas de la curva descrita por el punto P, cuando 
A varia alrededor del clrculo. La curva, mas históricamente 
famosa que util, se llama bruja de Agnesi.* 


= Problemas para calculadora o computadora 

En los problemas 37 a 42 use una función de graficación para 
obtener la gràfica del conjunto de ecuaciones paramétricas 
indicadas. 

37. x = 4 sen 2t,y = 2 sen f, 0 £ f £ 2 jt 


* La curva no tiene nada que ver con brujas y duendes. Està curva se llamó 
versoria, que en latin quiere decir cualquier clase de cuerda, y fue incluida en 
un texto de geometria analitica escrito por Maria Agnesi, matemàtica italia¬ 
na, en 1748. Un traductor del texto confundió versoria con la palabra italiana 
versiera, que quiere decir duende femenino. En inglés, duende femenino se 
convirtió en bruja. 


38. x = 6 cos 3f, y = 4 sen 2 1 , 0 < t < 277 

39. x = 6 sen 4f, v = 4 sen t, 0^/< 27t 

40. x = cos t + 1 sen t, y = sen t — t cos t, 0 < t < 377 

41. x = 4 cos t — cos 4r, y = 4 sen t — sen 4f, 0 < f < 27 t 

42. x = cos 3 f, y = sen 3 t, 0 ^ t < 27t 



FIGURA 11.5.12 Bruja de Agnesi, del problema 36 


■4 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sección cònica 
Paràbola: 
foco 
directriz 
eje 

vèrtice 
Elipse: 
focos 
centro 
eje mayor 
eje menor 
vértices 


Hipérbola: 

focos 

centro 

brazos 

eje transversai 
vértices 
eje conjugado 
aslntotas 

Excentricidad de una sección cònica 
Forma normal de las ecuaciones 
Rotación de ejes: 

ecuaciones de rotación 


Discriminante 
Curva plana 

Ecuaciones paramétricas 
Paràmetro 

Orientación de una curva 
Curva cerrada 
Curva cerrada simple 
Eliminación del paràmetro 


CAPITULO 11 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-30. 


= A. Verdadero/Falso 5. 

En los problemas 1 a 20 conteste verdadero o falso. 

, 6 . 

1. El eje de la paràbola x = —4 y es vertical._ 

2. Los focos de una elipse estàn situados en su gràfica. ^ 

3. La excentricidad de una paràbola es e = 0._ g 

4. El eje menor de una elipse biseca el eje mayor._ 


El punto ( — 2, 5) està en la elipse x 2 /8 + y 2 /50 = 1. 

Las gràficas de y = x 2 y y 2 — x 2 = 1 tienen cuando mucho 
dos puntos en cornuti._ 

La excentricidad de la hipérbola x 2 — y 2 = 1 es V2. 

En una elipse, la longitud del eje mayor siempre es mayor 
que la del eje menor._ 


Ejercicios de repaso 
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9. E1 vèrtice y el foco estàn en el eje de simetrfa de una parà¬ 
bola. _ 

10. Las asfntotas de (x — h) 2 /a 2 — (y — k) 2 /b 2 = 1 deben pasar 

por (h, k). _ 

11. Una elipse con excentricidad e = 0.01 es casi circular. 


12. El eje transversai de la hipérbola x 2 /9 — y 2 l 49 = 1 es 

vertical._ 

13. Las dos hipérbolasx 2 — y 2 / 25 = 1 y y 2 /25 — x 2 = I tienen 

el mismo par de asfntotas inclinadas._ 

14. La gràfica de la curva x = t 2 , y = f 4 + 1, — oo < f < oc es 

igual que la gràfica de y = x 2 + 1._ 

15. Si P es un punto en una paràbola, la distancia perpendicu- 
lar de P a la directriz es igual a la distancia de P al vèrtice. 


8 . 


El centro y los vértices de la elipse 
= 1 estàn en_. 


U - 2) 2 | 

16 


(y + 5) 2 

4 


9. El centro y los vértices de la hipérbola y 2 
estàn en_. 


U + 3 ) 2 
4 


10. Las asfntotas oblicuas de la hipérbola y 2 — (x — l ) 2 = 1 
son_. 


11 . Las intersecciones con el eje y de la hipérbola y 1 — (x 

l ) 2 = 1 estàn en_. 

12. La excentricidad de la hipérbola x 2 — y 2 = 1 es 


13. Si la gràfica de una elipse es muy alargada, su excentrici¬ 
dad e es cercana a_. (Escriba 0 o 1.) 

14. El segmento de recta cuyos extremos tocan la hipérbola y 
que està situado en la recta que pasa por los focos se llama 


16. La curva con ecuaciones paramétricas x = 1 + cos t, y = 
1 + sen t, 0 < t < 2v, es un cfrculo de radio 1 centrado 
en (1, 1). 

17. La curva con ecuaciones paramétricas x = e’, y = e'— 5, 

— oo < r < oo es la misma que la gràfica de la ecuación 
rectangulary = x — 5._ 

18. La curva con ecuaciones paramétricas x = f 3 — \,y = t 2 

+ 1, — °° < f < co no tiene intersección con x._ 

19. La hipérbola (x — l) 2 — (y + l) 2 = 1 no tiene intersec¬ 
ciones con y. _ 

20. Los dos conjuntos de ecuaciones paramétricas x = cos t y 

y = sen t, 0 < t < 2 tt y x = sen t, y = cos t, 0 £ t < 2ir 
definen el mismo cfrculo._ 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en bianco. 

1. La ecuación en la forma normal y 2 = 4ex de una paràbola 

con foco en (5, 0) es_. 

2. La ecuación en la forma normal x 2 = 4cy de una paràbola 

que pasa por (2, 6) es_. 

3. La ecuación rectangular de una paràbola con foco en 

(1, —3) y directriz y = —7 es_. 

4. La directriz y el vèrtice de una paràbola son x = —3 y (— 1, 
— 2), respectivamente. El foco de la paràbola està en 


15. Las ecuacione x = t + 2,y = 2> + \ t, — °° < ? < oo 5 son 

una representación paramétrica de un(a)_. 

16. El punto de la curva definida por las ecuaciones paramé¬ 

tricas x = —4 + 2 cos t, y = 2 + sen t, —< t < °° , 
correspondiente a t = 5 tt/2 està en_. 

17. Las intersecciones con el eje y de la curva definida por las 
ecuaciones paramétricas x = t 2 — 4, y = t 3 — 3f, — 00 < t 

< oo estàn en_. 

18. Puesto a que B 2 — 4AC_(llene el espacio con 

< 0, = 0, o > 0), la sección cònica 3x 2 — xy — y 2 + 1 = 

0 es una_. 

19. Las intersecciones con y de la curva definida por las ecua¬ 

ciones paramétricas x = t 2 — 4, y = r 3 — 3t, — °° < t < 
oo, son_. 

5 3 

20. El centro de una hipérbola con asfntotas v = — 4 •* + 2 Y 

5 ,13 

y = 4 x + t es_. 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 4, encuentre el vèrtice, foco, directriz y 
eje de la paràbola dada. Trace la gràfica de la paràbola. 

1. (y - 3) 2 = — 8x 

2. 8(x + 4) 2 = y -2 

3. x 2 — 2x + 4y + 1 = 0 

4. y 2 + 10y + 8x + 41 = 0 


5. El foco y la directriz de una paràbola son (0, y y = — 4 , 
respectivamente. El vèrtice de la paràbola està en 


6. El vèrtice y el foco de la paràbola 8 (x + 4) 2 = y — 2 estàn 

en_. 

7. La excentricidad de una paràbola es e = _. 


En los problemas 5 a 8 , obtenga una ecuación de la paràbola 
que satisfaga las condiciones dadas. 

5. Loco (1, 3), directriz y = —7. 

6 . Loco (3, — 1), vèrtice (0, — 1). 

7. Vèrtice (1, 2), eje vertical, pasa por (4, 5). 

8 . Vèrtice (—1, —4), directriz x = 2. 
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En los problemas 9 a 12, obtenga el centro, los vértices y los 
focos de la elipse dada. Trace la gràfica de la elipse. 

x 2 (y + 5) 2 

9. + —-- = 1 

3 25 


10 . 


(x-2) 2 , (y + 5) 


+ 


= 1 


16 4 

11. 4x 2 + y 2 + 8x — 6y + 9 = 0 

12. 5x 2 + 9y 2 — 20x + 54y + 56 = 0 


En los problemas 13 a 16, obtenga una ecuación de la elipse 
que satisfaga las condiciones dadas. 

13. Extremos del eje menor (0, ±4), focos (±5, 0). 

14. Focos (2,-1 ± V2), un vèrtice (2, — 1 + V6 ). 

15. Vértices (±2, —2), pasa por (1, —2 + 5 V 3 ). 

16. Centro (2, 4), un foco (2, 1), un vèrtice (2, 0). 


En los problemas 17 a 20, obtenga el centro, vértices, focos y 
asmtotas de la hipérbola dada. Trace la gràfica de la hipér- 
bola. 


17. (x — 1) (x + 1) = y 2 


18. 

19. 

20 . 


2 (* + 3 ) , 

y-= 1 

7 4 

9x 2 - y 2 - 54x - 2y + 71 = 0 
16y 2 - 9X 2 - 64y - 80 = 0 


En los problemas 21 a 24, obtenga una ecuación de la hipér¬ 
bola que satisfaga las condiciones dadas. 

21. Centro (0, 0), un vèrtice (6, 0), un foco (8, 0). 

22. Focos (2, ±3), un vèrtice (2, — §) 

23. Focos (±2V5, 0), asmtotas y = ±2x. 

24. Vértices (—3, 2) y (—3, 4), un foco (—3, 3 + V2). 


En los problemas 25 y 26, ejecute la rotación de ejes que 
corresponda para que la ecuación x'y' resultante no tenga el 
término x'y'. Trace la gràfica. 

25. xy = -8. 

26. 8x 2 - 4xy + 5v 2 = 36. 

27. Obtenga una ecuación de la elipse 4X 2 + y 2 = 4 cuando el 
centro se traslada al punto (—5, 2). 

28. Describa detalladamente las gràficas de las funciones 
dadas. 

a) f(x) = V3 6 - 9X 2 

b) f(x) = -V36 + 9x 2 

29. Distancia de un satélite Un satélite describe una òrbita 
elfptica alrededor de Neptuno y el centro del pianeta està 
situado en uno de los focos. Si la longitud del eje mayor 
de la òrbita es de 2 X IO 9 m y la longitud del eje menor es 
de 6 X 10 s m, obtenga la màxima distancia entre el satélite 
y el centro del pianeta. 

30. Un espejo parabòlico tiene 7 cm de profundidad en su 
centro, y el diàmetro es de 20 cm. Calcule la distancia del 
vèrtice al foco. 



Espejo parabòlico 


Ejercicios de repaso 
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COORDENADAS POLARES 

12 


En este capftulo 




12.1 Coordenadas polares 

12.2 Gràficas de ecuaciones polares 

12.3 Secciones cónicas en coordenadas polares 

12.4 Vectores en el plano 

12.5 Producto punto 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia El de coordenadas rectangulares o carte- 
sianas es uno de los muchos sistemas de coordenadas que se 
han creado a través de los siglos para cumplir distintos propósitos. En aplica- 
ciones matemàticas, un problema imposible de resolver con coordenadas rec¬ 
tangulares puede resol verse con un sistema de coordenadas diferentes. En este 
capftulo nuestra materia de estudio principal es el sistema de coordenadas 
polares: un sistema de coordenadas bidimensionales en el que los puntos se 
especifican por medio de la distancia respecto al origen y un àngulo medido 
desde el eje x positivo. 

Aunque los rudimentos del concepto de coordenadas polares se remontan 
hasta los matemàticos griegos Hiparco (c. 190-120 a.C.) y Arquimedes (c. 
287-212 a.C.), la introducción independiente de las coordenadas polares al 
acervo matemàtico del siglo xvii se atribuye a Grégoire de Saint-Vincent 
(1584-1667), sacerdote jesuita de origen belga, y a Bonaventura Cavalieri 
(1598-1647), teologo y matemàtico italiano. Sin embargo, fue el matemàtico 
italiano Gregorio Fontana (1735-1803) quien acunó el término coordenadas 
polares. Este término apareció en inglés por primera vez en la traducción de 
1816 que hizo el matemàtico inglés George Peacock (1791-1858) de la obra 
Differential and Integrai Calculus escrita por el francés Sylvestre Francois 
Lacroix (1791-1858). 



La vista 
transversai de un 
caraeoi muestra 
una aproximación 
de una curva 
liamada espirai 
logaritmica. Véase 
el problema 31 en 
los ejercicios 12.2. 








| 12.1 Coordenadas polares 

■ Introducción Hasta ahora hemos usado el sistema de coordenadas rectangulares para 
especificar un punto P en el plano. Este sistema se puede considerar corno una red de rectas 
horizontales y verticales. Las coordenadas (a, b ) de un punto P se determinali por la intersec- 
ción de dos rectas: una recta, x = a, e s perpendicular a la recta horizontal de referencia llamada 
eje x, y la otra, y = b, es perpendicular a la recta vellicai de referencia llamada eje y. Véase 
la FIGURA 12.1.la). Hay otro sistema para ubicai - puntos en el plano, llamado sistema de coor¬ 
denadas polares. 

■ Terminologia Para establecer un sistema de coordenadas polares se debe usar un sistema 
de cfrculos centrados en un punto O, llamado polo u origen, y lrneas rectas o rayos, que 
emanen de O. Como eje de referencia se toma una semirrecta horizontal dirigida hacia la 
derecha del polo, que se llama eje polar. Si se especifica desde O una distancia dirigida (es 
decir, con signo) r, y un àngulo 9 cuyo lado inicial sea el eje polar y cuyo lado terminal sea 
el rayo OP, el punto P quedarà identificado por (r, 9). Se dice que el par ordenado (r, 9) son 
las coordenadas polares de P [figuras 12.1.1 b) y 12.1.le)]. 




a) Sistema de coordenadas rectangulares b) Sistema de coordenadas polares 
FIGURA 12.1.1 Comparación de coordenadas rectangulares y polares de un punto P 


.P(r,6) 


O 


' \e 

Polo 


Eje 

polar 


c) Coordenadas polares de P 


Aunque la medida del àngulo 9 puede expresarse en grados o en radianes, en càlculo se 
usan casi exclusivamente los radianes. En consecuencia, en las descripciones sólo se usaràn 
medidas en radianes. 

En el sistema de coordenadas polares adoptaremos las siguientes convenciones. 


Definición 12.1.1 Convenciones sobre las coordenadas polares 

i) Los àngulos 9 > 0 se miden en sentido contrario al de las manecillas del reloj, a 
partir del eje polar, mientras que los àngulos 9 < 0 se miden en sentido de las mane¬ 
cillas del reloj. 

i ) Para graficar un punto (— r, 9), donde — r < 0, se miden | r | unidades a lo largo del 
rayo 0 + 77. 

iii) Las coordenadas del polo O son (0, 9), donde 9 es cualquier àngulo. 


EJEMPLO 1 


Gràfica de puntos en coordenadas polares 


Graficar los puntos cuyas coordenadas polares se indican. 
a) ( 4 , 77 / 6 ) b) (2, — -77-/4) c) ( — 3,377/4) 


Solución 

a) Se miden 4 unidades a lo largo del rayo 77 / 6 , corno se ve en la FIGURA 12.1.2a). 
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b) Se miden 2 unidades a lo largo del rayo — n/4. Observe la figura 12.1.2 b). 

c ) Se miden 3 unidades a lo largo del rayo 377-/4 + n = In/4. En forma equivalente, se 
pueden medir 3 unidades a lo largo del rayo 377-/4 prolongado bacia atràs, es decir, que 
pasa por el polo. Observe con cuidado, en la figura 12.1.2c), que el punto (—3, 3n/4) no 
està en el mismo cuadrante que el lado terminal del àngulo indicado. 



FIGURA 12.1.2 Puntos en coordenadas polares del ejemplo 1 


En contraste con el sistema de coordenadas rectangulares, la descripción de un punto en 
coordenadas polares no es unica. Es por una consecuencia inmediata de que 

(r, 6) y (r, 6 + 2nn), con n un entero, 

son equivalentes. Para empeorar el problema, se pueden usar valores negativos de r. 


EJEMPLO 2 


Puntos equivalentes en coordenadas polares 


Las coordenadas siguientes son algunas representaciones alternativas del punto (2, 7 t/6 ): 


(2,1377-/6), (2,-1177-/6), (-2,777-/6), (-2,-5tt/6). 


■ Conversión de coordenadas polares en rectangulares Si se sobrepone un sistema de 
coordenadas rectangulares a un sistema de coordenadas polares, corno se ve en la FIGURA 
12.1.3, se puede convertir una descripción polar de un punto en coordenadas rectangulares 
mediante 


x = rcosO, y = rsenO. (1) 

Estas fórmulas de conversión son vàlidas para todos los valores de r y 6 en una representación 
polar equivalente de (r, 6). 


(r,d)o (x, y) 



O 


'-v-' 

x = r cos 0 


= r sen 6 

-► x 

Eje 

polar 


FIGURA 12.1.3 Relación entre coor¬ 
denadas polares y rectangulares 


EJEMPLO 3 


De polares a rectangulares 


Convertir ( 2 , n/6) en coordenadas polares a coordenadas rectangulares. 
Solución Con r = 2,0 = 77-/6, y de acuerdo con ( 1 ), 



V3 

1 . 


Por consiguiente, (2, 77-/6) es equivalente a ( V3, l) en coordenadas rectangulares. 


12.1 Coordenadas polares 
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■ Conversión de coordenadas rectangulares en polares Debe ser evidente, por la figura 
12.1.3, que x,y, r y 9 también se relacionan por 

r 2 = x 2 + y 2 , tanti = —. (2) 

x 

Las ecuaciones (2) se usan para convertir las coordenadas rectangulares (x, v) en coordenadas 
polares ( r , 9). 



EJEMPLO 4 


De rectangulares a polares 


Convertir (—1, 1) de coordenadas rectangulares en coordenadas polares. 


Solución Conx= — l,y = 1, y de acuerdo con (2), 

r 2 = 2 y tanti = — 1. 


Ahora, r 2 = 2, o sea r = ±V2, y dos de los muchos àngulos que satisfacen tan 9 = — 1 
son 37 t/4 y 1tt/4. En la FIGURA 12.1.4 se ve que dos representaciones polares de (—1, 1) 
son 


(V2, 3tt/ 4) y (-V2,7 tt/4). 


Obsérvese que en el ejemplo 4 no se puede hacer corresponder cualquier àngulo 0 con 
cualquier valor r que satisfaga (2); esas soluciones también deben ser consistentes con (1). 
Como los puntos ( — V2, 3tt/4) y ( V2, lir/4) estàn en el cuarto cuadrante, no son repre¬ 
sentaciones polares del punto (—1, 1), que està en el segundo cuadrante. 

Hay casos, en càlculo, en que una ecuación rectangular se debe expresar corno ecuación 
polar r = f{9). En el ejemplo que sigue se indica còrno hacerlo usando las fórmulas de con¬ 
versión en (1). 


EJEMPLO 5 


Ecuación rectangular en ecuación polar 


Determinar una ecuación polar que tenga la misma gràfica que el cfrculo x 1 + y 1 = 8x. 
Solución Se sustituyen x = r cos 9,y = r sen 9 en la ecuación indicada y se ve que 


r 2 cos 2 9 + r 2 sen 2 9 = 8r cos 6 
r 2 { cos 2 9 + sen 2 9) = 8r cos 9 <- cos 2 e + sen 2 e = 1 

r(r — 8 cos 9) = 0. 

La ùltima ecuación implica que 


r = 0 o r = 8 cos 9. 


Ya que r = 0 sólo determina el origen O, se concluye que una ecuación polar del cfrculo 
es r = 8 cos 9. Note que el cfrculo x 1 + y 1 = 8x pasa por el origen, ya que x = 0 y y = 0 
satisfacen la ecuación. En relación con la ecuación polar r = 8 cos 9 del cfrculo, el origen 
o polo corresponde a las coordenadas polares (0, 7r/2). = 


EJEMPLO 6 


Ecuación rectangular en ecuación polar 


Halle una ecuación polar que tenga la misma gràfica que la paràbola x 2 


8(2 - y). 


Solución Se sustituyen x y y en la ecuación indicada, por x = r cos 9 y y = r sen 9, y se 
despeja r en función de 9: 
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el lado derecho es un cuadrado perfecto 


r 2 cos 2 6 = 8(2 — r sen 0) 

r 2 ( 1 — sen 2 0) = 16 — 8r sen 6 

r 2 = r 2 sen 2 6 — 8r sen 0 + 16 

r 2 = (r sen 0 — 4) 2 

r = ±(r sen 0—4). 

Al despejar r se obtienen dos ecuaciones, 

4 -4 

r = - o r =-. 

1 + sen0 1 — sen0 

Recordemos ahora que por la convención ii) de la definición 12.1.1 (r, 0) y (— r, 0 + ir) 
representan el mismo punto. Usted debe verificar que si se sustituye (r, 0) por (—r, 0 + ir) 
en la segunda de estas dos ecuaciones, se puede obtener la primera. En otras palabras, las 
ecuaciones son equivalentes, y asf podremos simplemente decir que la ecuación polar de 
la paràbola es r = 4/(1 + sen 0). = 


EJEMPLO 7 


Ecuación polar en ecuación rectangular 


Encuentre la ecuación rectangular que presente la misma gràfica que la ecuación polar 
r 2 = 9 cos 20. 


Solución Primero, aplicaremos la identidad trigonomètrica del coseno de un àngulo 
doble: 


= 9(cos 2 0 


sen 


[ e). 


cos2 6 = cos 2 6 — sen 2 6 


Entonces, de r 2 = x 2 + y 2 , cos 0 = x/r, sen 0 = y/r, se obtiene 


x z + y 2 = 9i 


2 i 2 2 _i_ 2 

x + y x + y 


(x 2 + y 2 ) 2 = 9(x 2 - y 2 ). 


La sección siguiente se dedicarà a graficar ecuaciones polares. 


Ejercicios 


Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-31. 


En los problemas 1 a 6 grafique el punto que tenga las coor- 
denadas polares indicadas. 

1. 0,77) 

2 . (2, -tt/2) 

3. (-5,77/2) 

4. (—1, 77/6) 

5. (—4, —77/6) 

6. (f, 777/4) 

En los problemas 7 a 12, determine coordenadas polares 
alternativas que satisfagan: 


a) r > 0, 0 < 0 

b ) r > 0, 0 > 277 

c) r < 0, 0 > 0 

d) r < 0, 0 < 0 

de cada punto con las coordenadas polares indicadas. 

7. (2,377/4) 

8. (5,77/2) 

9. (4,77/3) 

10. (3,77/4) 

11. (1,77/6) 

12. (3,777/6) 
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En los problemas 13 a 18, de termine las coordenadas rectan- 
gulares de cada punto cuyas coordenadas polares se indican. 

13. (j, 277-/3) 

14. (-1,777/4) 

15. (-6, -tt/3) 

16. (V2, 1177/6) 

17. (4,577/4) 

18. (-5,77/2) 

En los problemas 19 a 24 determine las coordenadas polares 
que satisfagan: 

a ) r > 0, —77 < 0 < 77 

b ) r < 0, —77 < 0 < 77 

de cada punto cuyas coordenadas rectangulares se indican. 

19. (-2, -2) 

20. (0, -4) 

21 . ( 1 , —V3) 

22. (V6,V2) 

23. (7,0) 

24. (1,2) 

En los problemas 25 a 30, dibuje la región en el plano que 
està formada por los puntos ( r, 0) cuyas coordenadas polares 
satisfacen las condiciones dadas. 

25. 2 < r < 4, 0 < 0 < 77 

26. 2 < r < 4 

27. 0 < r < 2, — 77/2 < 0 < 77/2 

28. r > 0, 77/4 < 0 < 377/4 

29. -1 < r < 1, 0 < 0 < W2 

30. —2 < r < 4, 77/3 < 0 < 77 

En los problemas 31 a 40 halle una ecuación polar que tenga 
la misma gràfica que la ecuación rectangular indicada. 

31. y = 5 

32. x + 1 = 0 

33. y = 7x 

34. 3x + 8y + 6 = 0 

35. y 2 = —4x + 4 


36. x 2 — 12 y — 36 = 0 

37. x 2 +y 2 = 36 

38. x 2 - y 2 = 1 

39. x 2 + y 2 + x = Vx 2 + y 2 

40. x 3 + y 3 - xy = 0 

En los problemas 41 a 52, obtenga la ecuación rectangular 

que tiene la misma gràfica que la ecuación polar dada. 

41. r=2 sec 0 

42. 7 cos 0 = — 4 

43. 7=6 sen 20 

44. 2 7 = tan 0 

45. 7 2 = 4 sen 20 

46. 7 2 cos 20 = 16 

47. 7+5 sen 0 = 0 

48. 7=2 + cos 6 

2 

49. 7 = - 

1 + 3cos0 

50. 7(4 — sen 0) = 10 

5 

51. 7 =- 

3cos0 + 8sen0 

52. 7=3 + 3 sec 0 

= Para la discusión 

53. ( : ,Cómo expresarfa usted la distancia d entre dos puntos 
( r i, 0\) y ( 72 , 62) en términos de sus coordenadas polares? 

54. Usted sabe còrno deducir una ecuación rectangular de una 
recta que pasa por dos puntos, en coordenadas rectangu¬ 
lares. (.Cònio encontrarfa una ecuación polar de una recta 
que pase por dos puntos, cuyas coordenadas polares sean 
(ri, 0^ y (r 2 , 04)2 Ponga en pràctica sus ideas, deduciendo 
una ecuación polar de la recta que pasa por (3, 3 77 / 4 ) y 
(1, 77 / 4 ). Determine las coordenadas polares de las inter- 
secciones de la recta con los ejes x y y. 

55. En coordenadas rectangulares, las intersecciones con x de 
la gràfica de una función y = /(x) se determinan con las 
soluciones de la ecuación/(x) = 0. En la sección siguiente 
trazaremos las gràficas de las ecuaciones polares 7 =/(0). 
i,Qué importancia tienen las soluciones de la ecuación 

m = 0 ? 


| 12.2 Gràficas de ecuaciones polares 

■ Introducción La gràfica de una ecuación polar 7 = /(0) es el conjunto de puntos P con 
cuando menos un conjunto de coordenadas polares que satisface la ecuación. Ya que lo màs 
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probable es que en el salón de clase no haya un retfculo de coordenadas polares, para facili¬ 
tar el trazo de gràficas y su descripción de una ecuación polar r = f(0) corno en la sección 
anterior, sobrepondremos un sistema de coordenadas rectangulares sobre el sistema de coor¬ 
denadas polares. 

Comenzaremos con algunas gràficas polares sencillas. 


EJEMPLO 1 


Cfrculo centrado en el origen 


Grafique r = 3. 


Solución Como no se especificaO, el punto (3, 9) estàen la gràfica de r = 3 para cualquier 
valor de 9, y està a 3 unidades del origen. En la FIGURA 12.2.1 se ve que la gràfica es el 
cfrculo de radio 3, con centro en el origen. 

También, de acuerdo con (2) de la sección 12.1, r = ±\/x 2 + y 2 , por lo que r = 3 da 
corno resultado la ecuación rectangular x 2 + y 2 = 3 2 , que nos es familiar; es de un cfrculo 
de radio 3 centrado en el origen. = 


■ Circulos centrados en el origen En generai, si a es cualquier constante distinta de cero, 
la gràfica polar de 



FIGURA 12.2.1 Cuculo del ejemplo 1 


r = a 

es un cfrculo de radio | a | con centro en el origen. 


( 1 ) 


EJEMPLO 2 


Rayo que pasa por el origen 


Grafique 6 = tt/4. 


Solución Como no se especifica r, el punto (r, tt/4 ) està en la gràfica para todo valor de r. 
Si r > 0, este punto està en la semirrecta, en el primer cuadrante; si r < 0, el punto està en 
la semirrecta del tercer cuadrante. Para r = 0, el punto (0, 77/4) es el polo u origen. Por 
consiguiente, la gràfica polar de 9 = 7t/4 es la recta que pasa por el origen y que forma un 
àngulo 7t/4 con el eje polar, o con el eje x positivo (FIGURA 12.2.2). = 


■ Rectas que pasan por el origen En generai, si a es cualquier constante reai distinta de 
cero, la gràfica polar de 


9 = a 


( 2 ) 



es una recta que pasa por el origen y forma un àngulo de a radianes con el eje polar. 


EJEMPLO 3 


Una espirai 


Grafique r = 9. 


Solución A medida que crece 9 > 0, r aumenta y los puntos (r. 9) se arrollan en torno al 
polo en dirección contraria a la de las manecillas del reloj. Eso se ilustra por la parte azul 
de la gràfica en la FIGURA 12.2.3. La parte roja de la gràfica se obtiene graficando puntos 
para 9 < 0. = 


■ Espirales Muchas gràficas en coordenadas polares tienen nombres especiales. La gràfica 
del ejemplo 3 es un caso especial de 


r = a9. 


(3) 
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Simetrfas de un cristal 
de nieve 


ir 

2 



FIGURA 12.2.3 Gràfica de la ecuación del ejemplo 3 

donde a es una constante. Una gràfica de està ecuación se llama espirai de Arquimedes. 
Se pedirà al lector que grafique otros tipos de espirales, en los problemas 31 y 32 de los 
ejercicios 12.2. 

Ademàs del trazo bàsico de puntos, con frecuencia se puede aprovechar la simetrfa para 
graficar una ecuación polar. 

■ Simetria Como se ve en la FIGURA 12.2.4, una gràfica polar puede tener tres tipos de 
simetrfa. Una gràfica polar es simétriea con respecto al eje y si siempre que (r, 9) es un punto 
de la gràfica, (r, tt — 9) también lo sea. Una gràfica polar es simétriea con respecto al eje 
x si, siempre que (r, 9) es un punto de la gràfica, (r, —9) también lo sea. Por ultimo, una grà¬ 
fica polar es simétriea con respecto al origen si, siempre que (r, 9) està en la gràfica, (— r, 
9) también es un punto de ella. La FIGURA 12.2.4 ilustra estos tres tipos de simetrfas. 



a) Simetrfa con respecto b) Simetrfa con respecto c) Simetrfa con respecto 

al eje y al eje x al origen 

FIGURA 12.2.4 Simetrfas de una gràfica polar 


Existen las siguientes pruebas de las simetrfas. 


Teorema 12.2.1 Pruebas de simetria en coordenadas polares 

La gràfica de una ecuación polar es: 

i ) simétriea con respecto al ejey, si al sustituir (r, 9) por (r, tt — 9) se obtiene la misma 
ecuación; 

ii) simétriea con respecto al eje x si al sustituir (r, 9) por (r, — 9 ) se obtiene la misma 
ecuación; 

iii) simétriea con respecto al origen si al sustituir (r. 9) por (— r, 9) se obtiene la misma 
ecuación. 
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Debido a que la descripción polar de un punto no es unica, la gràfica de una ecuación ^ 
polar podrà tener determinado tipo de simetrfa aun cuando falle su prueba respectiva. Por 
ejemplo, si al reemplazar (r, 8) por (r, — 8 ) no se llega a la ecuación polar originai, puede ser 
que la gràfica de esa ecuación si tenga simetrfa con respecto al eje x. En consecuencia, si una 
de las pruebas de reemplazo en i) - iii) del teorema 12.2.1 no produce la misma ecuación polar, 
sólo se puede decir que “no es concluyente”. 


En coordenadas rectangulares, la 
descripción de un punto es ùnica. 
Por consiguiente, si en coordena¬ 
das rectangulares falla una prueba 
para determinado tipo de simetrfa, 
se puede decir en definitiva que la 
gràfica no posee esa simetrfa. 


EJEMPLO 4 


Gràfica de una ecuación polar 


Grafique r = 1 — cos 8. 


Solución Una forma de graficar està ecuación consiste en trazar algunos puntos bien 
elegidos que correspondan a0^#< 2tt. Como se muestra en la tabla siguiente: 


8 

0 

77/4 

77/2 

377/4 

7 T 

577/4 

377/2 

7t7/4 

27 T 

r 

0 

0.29 

1 

1.71 

2 

1.71 

1 

0.29 

0 


a medida que 8 avanza de 0 = 0 a 7r/2, r aumenta de r = 0 (el origen) a r = 1 [figura 
12.2.5a)]. Conforme 8 avanza de 8 = ir/2 a 8 = tt, r continua aumentando de r = 1 a su 
màximo valor de r = 2 [figura 12.2.5/?)]. Entonces, de 8 = tt a 8 = 3-77/2, r empieza a 
disminuir de r = 2 a r = I. De 8 = 377/2 a 8 = 2tt, r continua disminuyendo y termina 
de nuevo en el origen r = 0 [figuras 12.2.5c) y 12.2.5rf)]. 

Aprovechando la simetrfa, podriamos haber localizado simplemente puntos para 0 < 
8 < 77. Por la identidad trigonomètrica de la función coseno cos (—8) = cos 8, se desprende 
de ii) del teorema 12.2.1 que la gràfica de r = 1 — cos 8 es simétrica respecto al eje x. 
Para obtener la gràfica completa de r = 1 — cos 8, reflejamos en el eje x la parte de la 
gràfica dada en la figura 12.2.5 b). = 



fl) 


b) 



FIGURA 12.2.5 Gràfica de la ecuación del ejemplo 4 


■ Cardioides La ecuación polar del ejemplo 4 forma parte de una familia de ecuaciones 
que tienen una gràfica “en forma de corazón”, y que pasa por el origen. Una gràfica de cual- 
quier ecuación polar que tenga la forma 

r = a ± risend o r = a ± a cos# (4) 

se llama cardioide. La ùnica diferencia en la gràfica de estas cuatro ecuaciones es su sime¬ 
trfa con respecto al eje y (r = a ± a sen 8), o con respecto al eje x (r = a ± a cos 8). Véase 

la FIGURA 12.2.6. 

Si se conocen la forma bàsica y la orientación de una cardioide se puede obtener una 
gràfica ràpida y fiel, ubicando en el plano los cuatro puntos que corresponden a 8 = 0, 
8 = tt/2, 8 = 77 y 8 = 3tt/2. 

■ Caracoles Las cardioides son casos especiales de curvas polares llamadas caracoles: 

r = ci±b senù o r = a±bcosd. (5) 
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r = a(l+ costì) r = a(l-cos0) r = a{\ + sentì) r = a(l- sentì) 



FIGURA 12.2.6 Cardioides 

La forma de un caraeoi depende de las magnitudes relativas de a y b. Suponga que a > 0 y 
b > 0. Para a/b < 1, se obtiene un caraeoi conbucle interno, corno se ve enla FIGURA 12.2.7a). 
Cuando a = b, o lo que es lo mismo, cuando a/b = 1, se obtiene una cardioide. Para 1 < a/b 
< 2, se obtiene un caraeoi aplanado, corno el de la figura 12.2.7£>). Cuando a/b > 2, la curva 
se llama caraeoi convexo [figura 12.2.7c)]. 




a) Caraeoi con bucle interno b ) Caraeoi aplanado c) Caraeoi convexo 

FIGURA 12.2.7 Tres clases de caracoles 


EJEMPLO 5 


Un caraeoi 


La gràfica de r = 3 — sen 0 es un caraeoi convexo, puesto que a = 3, b = 1 y 
a/b = 3 > 2. = 



FIGURA 12.2.8 Gràfica de la 
ecuación del ejemplo 6 


EJEMPLO 6 


Un caraeoi 


La gràfica de r = 1 + 2 cos 9 es un caraeoi con bucle interno, porque a = 1, b = 2 y 
a/b = \ < 1. Para 0 > 0, vea, en la FIGURA 12.2.8, que el caraeoi comienza en 0 = 0, o 
en (3, 0). La gràfica atraviesa el eje y en (1, tt/ 2) y después entra al origen (r = 0) del pri- 
mer àngulo en el cual r = 0 o 1 +2 cos 9 = 0, es decir, en cos 9 = —\. Esto implica que 
9 =277-/3. En 0 = 77, la curva pasa por (—1, 7r). El resto de la gràfica se puede trazar apro- 
vechando que es simétrica con respecto al eje x. = 


EJEMPLO 7 


Una rosa 


Graficar r = 2 cos 29. 


Solución Yaque 


cos(—2 9) = cos20 y cos 2(77 — 9) = cos20 

se llega a la conclusión, de acuerdo con i) y ii) de las pruebas de simetrfa, que la gràfica 
es simétrica con respecto a los ejes x y y. Reflexionando un momento, el lector se deberfa 
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convencer de que sólo se debe considerar el intervalo 0 <0< ir/2. Si se usan los datos de la 
tabla siguiente, se vera que la parte interrumpida de la gràfica de la FIGURA 12.2.9 es la que 
se completa por simetrra. Està gràfica se llama curva de una rosa de cuatro pétalos. 


9 

0 

7t/12 

7t/6 

7t/4 

77/3 

577/12 

77/2 

r 

2 

1.7 

1 

0 

-1 

-1.7 

12 


■ Curvas de rosas En generai, si n es un entero positivo, las gràficas de 

r = a sen nO o r = a cos n9 , n > 2 (6) 

se llaman curvas de rosas, aunque, corno se puede ver en la FIGURA 12.2.10, la curva se parece 
màs a una margarita. Cuando n es impar, la cantidad de pétalos o bucles de la curva es n\ si 
n es par, la curva tiene 2 n pétalos. Para graficar una rosa se puede comenzar trazando un 
pètalo. Para empezar, primero se determina un àngulo 9 para el cual r es uno màximo. Esto 
proporciona la linea centrai del pètalo. Después se determinan valores correspondientes de 9 
para los cuales la rosa curva entra al origen (r = 0). Para completar la gràfica se aprovecha 
que las lineas centrales de los pétalos estàn a la distancia de 277/n radianes (360/n grados) 
entre si, si n es impar, y 2tt/2h = tt/ìi radianes (180//z grados), si n es par. En la figura 12.2.10 
se ha trazado la gràfica de r — a sen 59, a > 0. La distancia entre las lineas de centro de los 
pétalos es 277/5 radianes (72°). 


IT 

2 577 



FIGURA 12.2.9 Gràfica de la 
ecuación del ejemplo 7 



En el ejemplo 5 de la sección 12.1, vimos que la ecuación polar r = 8 cos 9 equivale a 
la ecuación x 2 + y 2 = 8x, en coordenadas rectangulares. Al completar el cuadrado en x, en 
esa ecuación, se ve que 


(x — 4) 2 + y 1 = 16 

es un circulo de radio 4 centrado en (4, 0) en el eje x. Ecuaciones polares corno r = 8 cos 9 o 
n=8 sen 6 son circulos, y también son casos especiales de rosas curvas (FIGURA 12.2.11). 



FIGURA 12.2.11 Gràfica de la 
ecuación r = 8 cos d 


■ Circulos con centro en un eje Cuando n = 1 en las ecuaciones (6), se obtiene 


r = a sen 6 o r = a cos 9, 


(7) 


que son ecuaciones polares de circulos que pasan por el origen y con diàmetro \a \y centro en 
(a/2, 0) en el eje x(r = a cos 9) o con centro en (0, a/2) en el eje y (r = a sen 9). La FIGURA 
12.2.12 ilustra las gràficas de las ecuaciones (7) en casos en que a > 0 y a < 0. 
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r = sen 9 



r = cos 9 


FIGURA 12.2.14 Cfrculos que se 
intersecar!, del ejemplo 8 




a) Centros en el eje x b) Centros en el eje y 

FIGURA 11.2.12 Cfrculos que pasan por el origen con centros en un eje 

■ Lemniscatas Si n es un entero positivo, las gràficas de 

r 2 = a cos 29 o r 2 = a sen 29 (8) 

en donde a > 0, se llaman lemniscatas. De acuerdo con iii) de las pruebas de simetrfa, se 
puede ver que las gràficas de las dos ecuaciones en (8) son simétricas con respecto al origen. 
Ademàs, de acuerdo con ii) de las pruebas de simetrfa, la gràfica de r 2 = a cos 29 es simétrica 
con respecto al ejex. Las FIGURAS 12.2.13a) y 12.2. 1 3/?) muestran gràficas tfpicas de las ecua¬ 
ciones r 2 = a cos 29 y r 2 = a sen 29, respectivamente. 


r 2 = a sen 29 



FIGURA 12.2.13 Lemniscatas 


■ Puntos de intersección En coordenadas rectangulares se pueden determinar los puntos 
(x, y) donde se cortan las gràficas de dos funciones, y = /(x) y y = g(x), igualando los valores 
de y. Las soluciones reales de la ecuación f(x) = g(x) corresponden a todas las intersecciones 
con el eje x de los puntos donde se cortan las gràficas. En contraste, pueden surgir problemas, 
en coordenadas polares, cuando se trate de aplicar el mismo mètodo para determinar el lugar 
donde se intersecan las gràficas de dos ecuaciones polares r = f{9) y r = g(9). 


EJEMPLO 8 


Circulos que se intersecan 


La FIGURA 12.2.14 muestra que los cfrculos r = sen 9 y r = cos 9 tienen dos puntos de 
intersección. Al igualar los valores de r, la ecuación sen 9 = cos 9 lleva a 9 = ir/4. Si se 
sustituye este valor en cualquiera de las ecuaciones, se obtiene r = V2/2. En consecuen- 
cia sólo se ha determinado un punto polar (V2/2, 7t/ 4) en donde las gràficas se cortan. 
En la figura se ve que también las gràficas se cortan en el origen. Pero aquf el problema 
es que el origen o polo està en (0, tt/2) en la gràfica de r = cos 9, pero està en (0, 0) en la 
gràfica de r = sen 9. Este caso es anàlogo al de las curvas que llegan al mismo punto en 
momentos diferentes. = 
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■ Rotación de graficas polares En la sección 5.2 hemos visto que si y = f(x) es la ecuación 
rectangular de una función, entonces las graficas de y = f(x - c) y y = f(x + c), c > 0, 
se obtienen mediante el desplazamiento de la gràfica de / en forma horizontal c unidades 
hacia la derecha y la izquierda, respectivamente. En contraste, si r = f{9) es una ecuación 
polar, entonces las graficas de r = /(tì - y) y r = /(tì + y), con y > 0, se pueden obtener 
mediante la rotación de la gràfica de/por una cantidad y. En forma especffica: 

• La gràfica de r = f(0 - y) es la gràfica de r = f(6) rotada en el sentido opuesto al de 
las manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad y. 

• La gràfica de r = f(6 + y) es la gràfica de r = f(6) rotada en el sentido de las mane¬ 
cillas del reloj alrededor del origen por una cantidad y. 

Por ejemplo, la gràfica de la cardioide r = a( 1 + cos tì) se muestra en la figura 12.2.6a). La 
gràfica de r = a(l + cos(0 - tt/2)) es la gràfica de r = a( 1 + cos tì), rotada en el sentido opuesto 
al de las manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad tt/2. En consecuencia, su 
gràfica debe ser la que se da en la figura 12.2.6c). Esto tiene sentido, ya que la fòrmula de 
diferencia del coseno da la ecuación 


r = a[ 1 + cos(tì — 7r/2)] = a[ 1 + costìcos(7r/2) + sentì sen(7r/2)] 

= a( 1 + sentì). 

De manera similar, si hace rotar r = a( 1 + cos tì) en el sentido de las manecillas del reloj alre¬ 
dedor del origen por una cantidad tt obtendrà la ecuación 

r = a[ 1 + cos(tì + 7r)] = a[ 1 + costìcos7r — sentì sen 77 ] = a(l — costì) 

cuya gràfica se da en la figura 12.2.6tì). Finalmente, dé otro vistazo a la figura 12.2.13. De 

r 2 = flcos2( tì-) = a cosi 29 -) = asen2tì 


vemos que la gràfica de la lemniscata de la figura 12.2.13 b) es la gràfica de la figura 12.2.13 a) 
a la que se hizo rotar en sentido opuesto al de las manecillas del reloj alrededor del origen 
por una cantidad de 7 t/4. 


EJEMPLO 9 


Graficas polares rotadas 


Graficar r = 1+2 sen(tì + 7 t/4). 


Solución La gràfica de la ecuación dada es la gràfica del caraeoi r = 1+2 sen tì rotada 
en el sentido de las manecillas del reloj alrededor de un origen por una cantidad de tt/4. 
En la FIGURA 12.2.15, la gràfica azul es el de r = 1 +2 sen tì y la gràfica roja es la gràfica 
rotada. = 


Notas del aula 

i ) El ejemplo 8 ilustra una de varias dificultades frustrantes del trabajo en coordenadas 
polares: 

Un punto se puede encontrar sobre la gràfica de una ecuación polar aunque sus 
coordenadas no satisfagan la ecuación. 

Se deberà verificar que (2, 7 t/2 ) es una descripción polar alternativa del punto (—2, 3tt/2). 
Ademàs, verifique que (—2, 3tt/2) es un punto sobre la gràfica de r = 1 + 3 sen tì, lo que 
demuestra que las coordenadas satisfacen la ecuación. Sin embargo, observe que las coor¬ 
denadas alternativas (2, tt/2) no lo hacen. 


^ Véase la identidad en (5) de la 
sección 9.4. 



polar 


FIGURA 12.2.15 Graficas de ecua- 
ciones polares del ejemplo 9 
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il) A veces es conveniente usar ecuaciones paramétricas para trazar las gràficas de ecua- 
ciones polares. Esto se puede llevar a cabo por medio de las fórmulas de conversión x = r 
cos 9, y = r sen 9. Si r = f(9), a < 9 < fi describe una gràfica polar C, entonces una 
parametrización de C està dada por 

x = f{9) cos 9, y = f(9) sen 9, a < 9 s fi (9) 

Véanse los problemas 47 a 50 en los ejercicios 12.2 

iii) La curva de la rosa de cuatro pétalos del ejemplo 7 se obtiene mediante el trazo de r 
para valores 9 que satisfacen a 0 <0< 2tt. Vea la FIGURA 12.2.16. No suponga que esto es 
cierto para cada curva de rosa. En realidad, la curva de rosa de cinco pétalos que se presenta 
en la figura 12.2.10 se obtuvo usando valores de 9 que satisfacen a 0 < 9 < tt. En generai, 
una curva de rosa r = a sen n9or = a cos nO se traza exactamente una vez para 0 < 9 < 2tt 
si n es par y una vez para 0 < d < 77 si n es impar. 



FIGURA 12.2.16 Trazo de r 



2 cos 28 



Eje 
polar 
d) 3tt /2 £ 8 £ 2tt 




12.2 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-31. 


En los problemas 1 a 30, identifique con su nombre la gràfica 13 . r = 
de la ecuación polar. A continuación haga un bosquejo de 
ella. 

1 . r = 6 

2 . r = -1 
3.9 = tt/3 
4. 9 = 5it/6 


5. r = 26 , 6 < 0 

6. r = 39, 9 > 0 

7. r = 1 + cos 9 

8. r = 5 — 5 sen 9 

9. r = 2(1 + sen 9) 

10. 2r = 1 — cos 9 

11. r = 1 — 2 cos 9 

12 . r = 2 + 4 sen 9 


4 — 3 sen 9 

14. r = 3 + 2 cos 9 

15. r = 4 + cos 9 

16. r = 4 — 2 sen 9 

17. r = sen 29 

18. r = 3 sen 4 9 

19. r = 3 cos 39 

20 . r = 2 sen 39 

21 . r = cos 59 

22. r = 2 sen 99 

23. r = 6 cos 9 

24. r = —2 cos 9 

25. r = —3 sen 9 

26. r = 5 sen 9 

27. r 2 = 4 sen 29 
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28. r~ = 4 cos 20 

29. r 2 = —25 cos 26 

30. r 2 = -9 sen 20 

En los problemas 31 y 32, la gràfica de la ecuación es una 
espirai. Tràcela. 

31. r = 2 e , 6 > 0 (logaritmica) 

32. r6 = 7r, 6 > 0 (hiperbólica) 



FIGURA 12.2.21 Gràfica 
del problema 37 


En los problemas 33 a 38, busque la ecuación de la gràfica 
polar dada. 



FIGURA 12.2.17 Gràfica 
del problema 33 




FIGURA 12.2.22 Gràfica 
del problema 38 


En los problemas 39 a 42, determine los puntos de intersec- 
ción de las gràficas del par de ecuaciones polares. 

39. r = 2, r = 4 sen 6 

40. r = sen 6, r = sen 26 

41. r = 1 — cos 0, r = 1 + cos 0 

42. r = 3 — 3 cos 6,r = 3 cos 0 


FIGURA 12.2.18 Gràfica 
del problema 34 



FIGURA 12.2.19 Gràfica 
del problema 35 


= Problemas para calculadora o computadora 

43. Use una función de graficación para obtener la gràfica del 
bifolio r = 4 sen 0 cos 2 0 y el circulo r = sen 0 en los 
mismos ejes. Determine todos los puntos de intersección 
de las gràficas. 

44. Use una función de graficación para verificar que la car¬ 
dioide r = 1 + cos 0 y la lemniscata r 2 = 4 cos 0 se 
intersecan en cuatro puntos. Determine esos puntos de 
intersección de las gràficas. 



En los problemas 45 y 46, las gràficas de las ecuaciones a)-d) 
representan una rotación de la gràfica de la ecuación dada. 
Intente bosquejar estas gràficas en forma manual. Si tiene 
problemas, utilice una herramienta de graficar. 

45. r = 14- sen 0 

a) r = 1 + sen(0 — tt/2) 

b ) r = 1 + sen(0 + tt/2) 

c) r = 1 + sen(0 — tt/6) 

d) r = 1 + sen(0 + 7 t/4) 


FIGURA 12.2.20 Gràfica 
del problema 36 


12.2 Gràficas de ecuaciones polares 
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46. r = 

2 + 4 cos 0 

0 

a) 

r = 2 + 4 cos(0 + 7 t/ 6 ) 

48. r = 2sen-, 0 < 0 < 8 tt 

4 

b ) 

r = 2 + 4 cos(0 — 37 t/ 2 ) 

0 

c) 

r = 2 + 4 cos(0 + 7 t) 

49. r = 2cos—, 0 < 0 < 6tt 

d) 

r = 2 + 4 cos(0 — 77 / 8 ) 

30 _ 


50. r = 2cos—, 0 s < 67 r 
2 


En los problemas 47-50, use (9) para parametrizar la curva 
cuya ecuación polar se proporciona. Use una función de gra- 
ficación para obtener la gràfica del conjunto resultante de 
ecuaciones paramétricas. 


47. r = 2sen—, 0^0^ 4tt 
2 


= Para la discusión 

En los problemas 51 y 52, suponga que r = f(0) es una ecua¬ 
ción polar. Interprete gràficamente la propiedad indicada. 

51. /(— 0) = f(0) (función par) 

52. /(— 0) = —f(6) (función impar) 


| 12.3 Secciones cónicas en coordenadas polares 

■ Introducción En el capitulo 11 se dedujeron las ecuaciones de la paràbola, elipse e 
hipérbola usando la fòrmula de la distancia, en coordenadas rectangulares. Al usar las coor¬ 
denadas polares y el concepto de excentricidad podremos presentar una definición generai 
de sección cònica que abarque las tres curvas. 


Definición 12.3.1 Sección cònica 

Sean L una recta fija en el plano, y F un punto que no esté en la recta. Una sección cònica 
es el conjunto de puntos P en el plano, para los cuales la distancia de / J a F, dividida entre 
la distancia de P a L, es constante. 



La recta fija L se llama directriz y el punto F es un foco. La constante fija es la excentri¬ 
cidad e de la cònica. Como se ve en la FIGURA 12.3.1, el punto P està en la cònica si y sólo si 


d(P,F) 
d(P , Q) 


( 1 ) 


en donde Q representa el pie de la perpendicular de P a L. Si en (1) 

• e = 1 , la cònica es una paràbola 

• 0 < e < 1 , la cònica es una elipse y si 

• e > 1 , la cònica es una hipérbola. 


FIGURA 12.3.1 Interpretación 
geomètrica de (1) 


■ Ecuaciones polares de cónicas La ecuación (1) se interpreta con facilidad usando coorde¬ 
nadas polares. Supongamos que F se coloca en el polo, y que L està a p unidades (p > 0) a la 
izquierda de F, perpendicular al eje polar prolongado. En la FIGURA 12.3.2 se ve que si se 
escribe (1) en la forma d(P, F) = ed (P, Q), es igual que 



r = e(p + r cosò) o r — er costi = ep. 


Al despejar r queda 


ep 

r = -. 

1 — ecosd 


( 2 ) 

(3) 


FIGURA 12.3.2 Interpretación de Para comprobar que (3) da corno resultado las ecuaciones familiares de las cónicas, se sobre- 
( 2 ) en coordenadas polares pone un sistema de coordenadas rectangulares al sistema de coordenadas polares, con el 
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origen en el polo y el eje x positivo coincidiendo con el eje polar. A continuación se expresa 
la primera ecuación de (2) en coordenadas rectangulares, y se simplifica: 


± \/x 2 + y 2 = ex + ep 

x 2 + y * 1 = e 2 x 2 + 2 e 2 px + e 2 p 2 (4) 

(1 - e 2 )x 2 - 2e 2 px + y 2 = e 2 p 2 . 

Si se hace que e = 1, (4) se transforma en 

— 2px + y 2 = p 2 o y 2 = 2 p^x + ^ 

que es la ecuación de una paràbola, en su forma normal, con su eje en el eje x, su vèrtice en 
(—pi 2, 0) y, de acuerdo con el emplazamiento de F, su foco està en el origen. 

Es un buen ejercicio algebraico demostrar que (3) origina formas normales de ecuaciones 
de una elipse, enei caso de que 0 < e < 1, y de una hipérbola, cuando e > 1. Vea el problema 
43 en los ejercicios 12.3. Asf, de acuerdo con el valor de e, la ecuación polar (3) puede tener 
tres gràficas posibles, corno se ve en la FIGURA 12.3.3. 




a) e = 1 b) 0 < e < 1 c) e > 1 

FIGURA 12.2.3 Gràficas de la ecuación (3) 

Si se hubiera ubicado el foco E a la ìzquierda de la directriz, en la deducción de la ecua¬ 
ción polar (3), se hubiera obtenido la ecuación r = ep/( 1 + e cos 9). Cuando la directriz L se 
escoge paralela al eje polar (esto es, horizontal), se ve entonces que la ecuación de la cònica 
es r = ep/(l — e sen 9) o bien r = ep/( 1 + e sen 9). A continuación se presenta un resumen 
de la descripción anterior. 


Teorema 12.3.1 Ecuaciones polares de cónicas 

Toda ecuación polar de la forma 


ep 

r = - 

1 ± ecos 9 


(5) 


o 


1 ± e sen 9 

es la de una sección cònica con foco en el origen y eje a lo largo de un eje coordenado. El 
eje de la sección cònica està a lo largo del eje x para las ecuaciones de la forma (5), y a lo 
largo del eje y para las ecuaciones de la forma (6). La cònica es una paràbola si e = 1, una 

elipse si 0 < e < 1 y una hipérbola si e > 1. 
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FIGURA 12.3.4 Gràfica de 
ción polar del ejemplo 2 



FIGURA 12.3.5 Gràfica de 
ción polar del ejemplo 3 


EJEMPLO 1 


Identificación de cónicas 


Identificar cada una de las cónicas siguientes: 

2 3 

a) r = - b) r = - 

1 — 2sentì 4 + costì 


Solución a) Si se compara cada uno de los términos de la ecuación dada con la forma 
polar r = epl(\ — e sen tì) se puede ver que e = 2. Por consiguiente, la conica es una hi- 
pérbola. 

b) Para identificar la sección conica, se dividen numerador y denominador de la ecuación 
entre 4. Eso pone a la ecuación en la siguiente forma: 

3 

_ 4 

1 + |costì 

Entonces, al comparar con r = epl(l + e cos 0) se ve que e = \. Por consiguiente, la cònica 
es una elipse. = 


■ Gràficas Una gràfica aproximada de una cònica definida por (5) o (6) se obtiene cono- 
ciendo la orientación de su eje, determinando las intersecciones con x y y y localizando los 
vértices. En el caso de (5), 

• los dos vértices de la elipse o la hipérbola estàn en tì = 0 y tì = 7r; el vèrtice de una 
paràbola sólo puede estar en uno de los valores: tì = 0 o 0 = 7r. 

Para (6), 

• los dos vértices de una elipse o una hipérbola estàn en 0 = tt/2 y tì = 37t/2; el vèrtice 
de una paràbola sólo puede estar en uno de los valores: tì = tt/2 o tì = 37t/2. 


x 


0) 


Eje 

polar 


la ecua- 


EJEMPLO 2 


Gràfica de una cònica 


Graficar r 


4 

3 — 2 sentì 


4 

Solución Si la ecuación se escribe en la forma r = -,-, se puede ver que la ex- 

1 - \ sentì 

centricidad es e = f, por lo que la cònica es una elipse. Ademàs, corno la ecuación tiene 
la forma (6), se ve que el eje de la elipse es vertical, a lo largo del eje y. Entonces, en 
vista de la descripción anterior a este ejemplo, se obtiene: 


vértices'. (4, 7r/2), (|, 3ir/2) 
intersecciones con el eje x en: (f, 0), (f, 7r). 


La gràfica de la ecuación està en la FIGURA 12.3.4. 


—>~x 

Eje 

polar 


la ecua- 


EJEMPLO 3 


Gràfica de una cònica 


Graficar r =-. 

1 — costì 


Solución Al inspeccionar la ecuación se ve que tiene la forma (5), con e = 1. Por con¬ 
siguiente, la cònica es una paràbola cuyo eje es horizontal, a lo largo del eje x. Como r no 
està definido en tì = 0, el vèrtice de la paràbola està en tì = 7r: 

vèrtice', (j, tt) 

intersecciones con el eje y en : ( 1, tt/2), ( 1, 3tt/2). 


La gràfica de la ecuación se ve en la FIGURA 12.3.5. 
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EJEMPLO 4 


Gràfica de una cònica 


Grafie ar r = 


2 

1 + 2cos0 


Solución De (5) se ve que e = 2, y entonces la cònica es una hipérbola cuyo eje es ho- 
rizontal, a lo largo del eje x. Los vértices, que son los extremos del eje transversai de la 
hipérbola, estàn en 6 = 0 y 6 = tt: 


vértices : (f ,0), ( — 2, ir) 

intersecciones con el eje y en : (2, 7r/2), (2, 3ir/2). 


La gràfica de la ecuación se ve en la FIGURA 12.3.6. 


■ Secciones cónicas rotadas Vimos en la sección 12.2 que las gràficas de r =f(6 -y)y 
r = f{0 + y), con y > 0 son rotaciones de la gràfica de la ecuación polar r = f(6) alrededor 
del origen por una cantidad y. Por tanto, 


r 


r 


ep 

1 ± ecos(0 — y) 
ep 

1 ± esen(0 — y) 


secciones cónicas rotadas 
en sentido opuesto al de 
las manecillas del reloj 
alrededor del origen 


r 


r 


ep 

1 ± ecos(0 + y) 

ep 

1 ± esen(0 + y) 


secciones cónicas 
rotadas en sentido 
de las agujas del reloj 
alrededor del origen 


EJEMPLO 5 


Secciones cónicas rotadas 


En el ejemplo 2 vimos que la gràfica de r = - es una elipse con su eje ma- 

3 — 2 sen 6 

yor a lo largo del eje y. Esto es la gràfica azul de la FIGURA 12.3.7. La gràfica de 
4 

r = -es la gràfica roja de la figura 12.3.7 y es una rotación en el 

3 — 2sen(0 — 2tt/3) 

sentido opuesto al de las manecillas del reloj de la gràfica azul por la cantidad de 27t/3 (o 
120°) alrededor del origen. El eje mayor de la elipse roja està situado a lo largo de la linea 
9 = 7tt/6. = 


■ Aplicaciones Las ecuaciones del tipo que se presenta en (5) y (6) son idóneas para 
describir la òrbita cerrada de un satélite alrededor del Sol (Tierra o Luna), puesto que dicha 
òrbita es una elipse que tiene el Sol (Tierra o Luna) en uno de sus focos. Suponga que una 
ecuación de la òrbita està dada por r = (ep)/( 1 — e cos 0), 0 < e < 1, y r p es el valor de r en 
el perihelio (perigeo o perilunio) y r a es el valor de r en el afelio (apogeo o apolunio). Estos 
son los puntos de la òrbita, situados en el eje x, en que el satélite està màs cerca y màs lejos, 
respectivamente, del Sol (Tierra o Luna), comos se muestra en la FIGURA 12.3.8. Como ejer- 
cicio, demuestre que la excentricidad e de la òrbita se relaciona con r p y r a por medio de 


e 


r n + r n 


(7) 


EJEMPLO 6 


Deducción de la ecuación polar de una òrbita 


Deduzca la ecuación polar de la òrbita de Mercurio en torno al Sol, si r p = 2.85 X IO 7 
millas y r a = 4.36 X IO 7 millas. 


Solución Segun (7), la excentricidad de la òrbita de Mercurio es 


4.36 X IO 7 - 2.85 X IO 7 
4.36 X IO 7 + 2.85 X IO 7 



FIGURA 12.3.6 Gràfica de la ecua¬ 
ción polar del ejemplo 4 



FIGURA 12.3.7 Gràficas de ecuacio¬ 
nes polares del ejemplo 5 



FIGURA 12.3.8 Òrbita del satélite 
alrededor del Sol. 



Mercurio es el pianeta 
màs cercano al Sol 
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Por consiguiente, 


0.21 p 

1 — 0.21 costì 


(8) 


Todo lo que se necesita ahora es despejar la cantidad 0.21 p. Para hacerlo se aprovecha que 
el afelio se presenta cuando 0 = 0: 


4.36 X IO 7 


0 . 21 /? 

1 - 0 . 21 ' 


De la ùltima ecuación, 0.21 p = 3.44 X IO 7 . Por consiguiente, una ecuación polar de la 
òrbita de Mercurio es 

3.44 X IO 7 
1 — 0.21 costì 


12.3 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-32. 


En los problemas 1 a 10, determine la excentricidad, identifi- 
que la cònica y trace su gràfica. 

2 

1. r = 


2 . r = 


3. r = 


4. r = 


5. r = 


6. r = 


7. r = 


8 . r = 


9. r = 


10 . 


1 — sentì 

2 

2 — costì 
16 

4 + costì 

5 

2 + 2 sentì 

_4_ 

1+2 sentì 

-4 
costì — 1 

18 

3 — 6costì 

4csctì 
3csctì + 2 

6 

1 — costì 

2 

2 + 5 costì 


En los problemas 11 a 14, determine la excentricidad e de la 
cònica. A continuación convierta la ecuación polar en ecua¬ 
ción rectangular, y verifique que e = c/a , 


11. r = 


12 . r = 


13. r = 


14. r = 


1 + 2 sen tì 

10 

2 — 3 costì 
12 

3 — 2 costì 

2V3 

V3 + sentì 


En los problemas 15 a 20, obtenga la ecuación polar de la 
cònica, con foco en el origen, que satisfaga las condiciones 
indicadas. 

15. e = 1, directrizx = 3 

16. e = 5 , directriz y = 2 

17. e = 3, directriz y = — 2 

18. e = 2 , directriz x = 4 

19. e = 2, directriz x = 6 

20 . e = 1, directriz y = —2 
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21. Halle una ecuación polar de la sección cònica del problema 

15 si la gràfica es rotada en el sentido de las agujas del 
reloj alrededor del origen por una cantidad de 27 t/3. 

22. Halle una ecuación polar de la sección cònica del problema 

16 si la gràfica es rotada en el sentido opuesto al de las 
manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad 
de 77 / 6 . 

En los problemas 23 a 28, obtenga la ecuación polar de la 
paràbola con foco en el origen y el vèrtice indicado. 


23. 

(§, 377/2) 

24. 

(2, 77 ) 

25. 

4 7r ) 

26. 

(2,0) 

27. 

4 377/2) 

28. 

4 77/2) 


b) Use la ecuación del inciso a) para obtener r p y r a de la 
òrbita del cometa Halley. 



La siguiente llegada del cometa Halley 
al sistema solar sera en 2061 


= Problemas con calculadora 


En los problemas 29 a 32, identifique la sección cònica 
rotada. Busque las coordenadas polares de su vèrtice o 
vértices. 

_4_ 

1 + cos(0 — 77/4) 

_5_ 

3 + 2cos(0 — 7 t/3) 

_ 10 

2 — sen(0 + 77/6) 

_6_ 

1 + 2sen(0 + 77 / 3 ) 

= Aplicaciones diversas 

33. Distancia del perigeo Un satélite de comunicaciones 
està a 12 000 km sobre la superficie terrestre en su apogeo. 
La excentricidad de su òrbita eliptica es 0.2. Use (7) para 
calcular su distancia en perigeo. 

34. Orbita Deduzca una ecuación polar r = ep/( 1 — e cos 9) 
de la òrbita del satélite del problema 33. 

35. Òrbita de la Tierra Obtenga la ecuación polar de la òrbita 
de la Tierra alrededor del Sol si r p = 1.47 X IO 8 km y r a = 
1.52 X IO 8 km. 

36. Cometa Halley 

a) La excentricidad de la òrbita eliptica del cometa Halley 
es 0.97, mientras que la longitud del eje mayor de su 
òrbita es 3.34 X IO 9 mi. Halle la ecuación polar de su 
òrbita, con la forma r = epl(l — e cos 9). 


29. r = 

30. r = 

31. r = 

32. r = 


Las caracterfsticas orbitales (excentricidad, perigeo y eje 
mayor) de un satélite cercano a la Tierra se degradan en 
forma graduai, al paso del tiempo, debido a muchas fuerzas 
pequenas que actuan sobre el satélite, ademàs de la fuerza 
gravitacional de la Tierra. Entre esas fuerzas se destacan la 
fricción atmosfèrica, las atracciones gravitacionales del Sol y 
la Luna, y fuerzas magnéticas. Alrededor de una vez al mes 
se activan cohetes diminutos, durante algunos segundos, para 
“regenerar” las caracterfsticas orbitales hasta los intervalos 
deseados. Se encienden los cohetes durante màs tiempo para 
crear un cambio grande en la òrbita de un satélite. La forma 
màs eficiente de hacer pasar un satélite de una òrbita interna 
a una externa se llama transferencia de Hohmann, que 
implica agregar velocidad en la dirección del vuelo, en el 
momento en que el satélite llega al perigeo de la òrbita 
interna, siga la elipse de transferencia de Hohmann la mitad 
de su recorrido hasta su apogeo, y aumentar de nuevo la velo¬ 
cidad para estar en la òrbita externa. El proceso similar (des- 
acelerar en el apogeo, en la òrbita externa y desacelerar en el 
perigeo, en la òrbita de transferencia de Hohmann) se usa 
para mover un satélite de una òrbita externa a una interna. 

En los problemas 37 a 40 use una calculadora graficadora, o 
una computadora, para sobreponer las gràficas de las tres 
ecuaciones polares en los mismos ejes coordenados. Imprima 
su resultado y use colores para delinear la transferencia de 
Hohmann: 

24 

37. Orbita interna r — - — - -, transferencia de 

1 + 0.2 cos 9 

32 

Hohmann r = -, òrbita externa 

1 + 0.6 cos 9 

- 56 

1 + 0.3 cos 9 
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38. Orbita interna r = 


5.5 


, transferencia de 

1 + 0.1 costì 
7.5 

Hohmann r = -—--, òrbita ex terna 

1 + 0.5 costì 

13.5 


1 + 0.1 costì 


39. Orbita interna r = 9, transferencia de Hohmann 
15.3 

r = -, òrbita externa r = 51 

1 + 0.7 costì 


- / j.j 

40. Orbita interna r =-. 

1 + 0.05 costì 


transferencia de Hohmann r =-, 

1 + 0.1 costì 

84.7 

òrbita externa r — -— -- 

1 + 0.01 costì 

= Para la discusión 

43. Demuestre que (3) da corno resultado ecuaciones de una 
elipse en su forma normal, en el caso en que 0 < e < 1, y 
una hipérbola en el caso en que e > 1. 

44. Use la ecuación r = ep/( 1 — e cos tì) para derivar el resul¬ 
tado en (7). 


I 

■ Introducción Para describir con precisión ciertas cantidades ffsicas debemos conocer 
dos datos: magnitud y dirección. Por ejemplo, cuando hablamos del vuelo de un avión, tanto 
la velocidad corno el rumbo son importantes. Las cantidades que tienen magnitud y dirección 
se representan por vectores. En està sección estudiaremos algunas definiciones y operaciones 
bàsicas con vectores situados en el plano de coordenadas. También aprovecharemos los 
conocimientos de trigonometria que adquirimos en los capftulos 8 a 10. 

■ Terminologia En ciencias, matemàticas e ingenierfa distinguimos dos tipos de cantidades 
importantes: escalcires y vectoriales. Una cantidad escalar es simplemente un nùmero reai y 
por lo generai se representa con una letra minuscula en cursiva, corno a, kox. Las cantidades 
escalares se usan para representar magnitudes y pueden relacionarse con unidades de medida 
especlficas; por ejemplo, 80 pies, 10 libras, o 20 “Celsius. 

Por otra parte, un vector, o vector de desplazamiento puede concebirse corno una 
flecha o un segmento de recta dirigido (una recta con dirección indicada por la punta de 
la flecha) que conecta los puntos A y B en el espacio bidimensional. La cola de la flecha se 
conoce corno punto inicial y la punta corno punto terminal. Como se muestra en la FIGURA 
12.4.1, un vector se denota por lo generai con una letra negrità corno v o, si deseamos recalcar 
los puntos inicial y terminal A y B, con el simbolo AB. 



v = AB 


Punto 
A inicial 


Punto 

terminal 


FIGURA 12.4.1 Segmento de recta 
dirigido en el espacio bidimensional 


12.4 Vectores en el plano 


B D 



AB = CD 

FIGURA 12.4.2 Vectores iguales 


■ Magnitud y dirección La longitud del segmento de recta dirigido se llama magnitud del 
vector AB y se representa por medio de | AB |. Se dice que dos vectores AB y CD son iguales, 
y se escribe AB = CD, si ambos tienen la misma magnitud y la misma dirección, corno se 
muestra en la FIGURA 12.4.2. Por consiguiente, los vectores pueden trasladarse de una posición 
a otra siempre que no cambien la magnitud ni la dirección. 

Como es posible mover un vector siempre que la magnitud y la dirección permanezcan 
intactas, podemos colocar el punto inicial en el origen. Entonces, corno muestra la FIGURA 
12.4.3, el punto terminal P tendrà coordenadas rectangulares (x, y). A la inversa, todo par 
ordenado de numeros reales (x, y) determina un vector OP, donde P tiene las coordenadas 
rectangulares (x, y). Entonces tendremos una correspondencia de uno a uno entre vectores y 
pares ordenados de numeros reales. Decimos que v = OP es el vector de posición del punto 
P(x, y ) y se escribe 

OP = (x, y). 

En generai, todo vector en el plano se identifica con un vector de posición ùnico v = (a, b). 
Se dice que los nùmeros a y b son las componentes del vector de posición v y la notación 
(a, b) se conoce corno forma de las componentes de un vector. 
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Puesto que la magnitud de {a, b) es la distancia ( a , b) al origen, definimos la magnitud 
|v| del vector v = (a, b) corno 


|v| = Va 2 + b 2 . (1) 

E1 vector cero, representado con 0, se define corno 0 = (0, 0). La magnitud del vector cero 
es cero. E1 vector cero no tiene asignada dirección alguna. Sea v = (x, y) un vector diferente 
de cero. Si 6 es un àngulo en posición estàndar formado por v y el eje x positivo, corno se 
muestra en la FIGURA 12.4.4, entonces 6 se denomina àngulo de dirección de v. Cabe senalar 
que todo àngulo coterminal con 6 es también un àngulo de dirección de v. Asf, para especi- 
ficar un vector v podemos dar sus componentes v = (x, y) o su magnitud Ivi y un àngulo de 
dirección. En trigonometria tenemos las relaciones siguientes entre las componentes, mag¬ 
nitud y àngulo de dirección del vector v. 


Definición 12.4.1 Àngulo de dirección 



Para todo vector diferente de cero v = (x, y) 

X 

cos 0 = — r, sen 0 = 

con àngulo de dirección 6: 

y y 

-j —r, tanti = -, x A 0, 

(2) 

M 

donde |v| = Vx 2 + y 1 . 

M X 




FIGURA 12.4.4 Àngulo de dirección 
de un vector 


EJEMPLO 1 


Àngulo de dirección 


Trace cada uno de los vectores siguientes. Obtenga la magnitud y el àngulo de dirección 
6 positivo màs pequeno de cada vector. 

a)v = (-2,2) b) u = (0, 3) c)w = (l,-V3). 


Solución En la FIGURA 12.4.5 se representan los tres vectores en distintos colores. 
a) Por (1), 


| v | = V(-2) 2 + 2 2 = V8 = 2V2, 


y por (2) 


2 

tanti =-= — 1. 

-2 

Como vemos en la figura 12.4.5, 0 es un àngulo del segundo cuadrante, por lo que con- 
cluimos que 0 = 3tt/4. 

b) La magnitud de u es |u | = Vo 2 " + 3 2 = 3 y por la figura 12.4.5, vemos de inmediato 
que 6 = 7r/2. 

c) La magnitud de w es |w| = \/l 2 + ( — V3 ) 2 = V4 = 2. Puesto que tan 0 = — V3 y 

0 es un àngulo del cuarto cuadrante, seleccionamos 9 = 5tt/3. = 


y 



pio 1 


■ Aritmètica de vectores Los vectores pueden combinarse con otros vectores mediante la 
operación aritmetica de suma o adición. Ademàs, los vectores pueden combinarse con mag- 
nitudes escalares mediante la multiplicación. Usamos la forma de las componentes de un 
vector para dar las definiciones algebraicas siguientes de la suma de dos vectores, el mùlti¬ 
plo escalar de un vector y la igualdad de dos vectores. 
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Definición 12.4.2 Operaciones con vectores 

Sean u = (a, b) y v = (c, d) vectores y k un nùmero reai. Definimos la 


Suma: u + v = 

a + c, b + d) 

(3) 

Mùltiplo escalar: 

ku = ( ka, kb) 

(4) 

Igualdad: u = v 

si y sólo si a = c, b = d 

(5) 


■ Sustracción Usamos (4) para definir el negativo de un vector u corno 

— u = (— l)u = (—a, —b) 

Entonces podemos definir la sustracción, o diferencia de dos vectores corno 

u — v = u + (—v) = (a — c, b — et) (6) 


EJEMPLO 2 


Adición, sustracción y multiplicación escalar 


Si u = (2, 1) y v = (— 1, 5), obtenga 4u, u + v y 3u — 2v. 


Solución Por las definiciones de adición, sustracción y multiplos escalares de vectores, 
obtenemos 


4u — 4(2, 1) — (8, 4) <— por (4) 

U + V= (2, 1) + (— 1, 5) = (1, 6) <— por (3) 

3u — 2v = 3(2, 1) - 2(-1, 5) = (6, 3) - (-2, 10) = (8, -7). ^ P or (4) y (6) 


Las operaciones (3), (4) y (6) tienen las propiedades siguientes. 


Teorema 12.4.1 Propiedades de las operaciones con vectores 

i) U + V = V + u 

ii) u + (v + w) = (u 4- v) + w 

Hi) £(u + v) = ku + k\ 

iv) ( ki + k 2 )u = Aqu + k 2 u 

v) £|(/c 2 u) = (k\k 2 )u 

vr) u + 0 = u 

vii ) u + (—u) = 0 

viii) Ou = 0 

ix ) lu = u 

x) &u| = \k\ u 


Debe reconocer las propiedades i) y ii) corno las leyes conmutativa y asociativa de la 
adición, respectivamente. 


y C(a + c,b + d) 



FIGURA 12.4.6 Suma de dos 
vectores u y v 


■ Interpretaciones geométricas La suma u + v de dos vectores puede interpretarse fàcil¬ 
mente en términos geométricos sobre el plano mediante el concepto de vector de posición. 
Si u = (a, b) y v = (c, d), entonces los tres vectores u, v y u + v pueden representarse por 
medio de segmentos de recta dirigidos, que van del origen a los puntos A(a, b), B(c, d) y 
C(a + c, b + d), respectivamente. Como se ilustra en la FIGURA 12.4.6, si el vector v se traslada 
de modo que su punto inicial sea A, entonces su punto terminal sera C. Por tanto, pode¬ 
mos obtener una representación geomètrica de la suma u + v si colocamos el punto inicial 
de v en el punto terminal de u y dibujamos el vector del punto inicial de u al punto terminal de 
v. Al examinar las coordenadas de cuadrilàtero OACB en la figura 12.4.6, vemos que se trata 
de un paralelogramo formado por los vectores u y v, con u + v corno una de sus diago- 
nales. 
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Ahora consideraremos un multiplo escalar del vector v = (x, y). Sea k cualquier numero 
reai; entonces 


| kx | = V(fcc) 2 + ( ky ) 2 = \4V+7j 

= V^Vx 2 + V 2 = \k\Vx 2 + y 2 = Ulivi. 

Hemos derivado la propiedad de la multiplicación escalar dada en la propiedad x) del teorema 
12.4.1, es decir, 


IH = |fc| |v| (7) 

Està propiedad establece que en la multiplicación escalar de un vector v por un nùmero reai 
k, la magnitud de v se multiplica por \k\. Como se ilustra en la FIGURA 12.4.7, si k > 0, la 
dirección de v no cambia; pero si k < 0, la dirección de v se invierte. En particular, v y su 
negativo —v tienen la misma longitud, pero dirección contraria. 

La interpretación geomètrica de la diferencia u — v de dos vectores se obtiene observando 
que u = v + (u — v). Por tanto, u — v es el vector que cuando se suma a v da por resultado u. 
Como se advierte en la FIGURA 12.4.8, el punto inicial de u — v sera en el punto terminal de v, 
y el punto terminal de u v coincide con el punto terminal de u. Por consiguiente, el vector 
u — v es una diagonal del paralelogramo determinado por u y v, y la otra diagonal es u + v 
(FIGURA 12.4.9). 


y 



FIGURA 12.4.7 Multiplos escalares 
del vector v 



FIGURA 12.4.8 Diferencia de dos 
vectores u y v 


FIGURA 12.4.9 Suma y diferencia de 
los vectores u y v corno diagonales 
de un paralelogramo 


EJEMPLO 3 


Suma y diferencia 


Sea u = (— 1, 1) y v = (3, 2). Trace las interpretaciones geométricas de u + v y u — v. 


Solución Para interpretar estos vectores en términos geométricos, formamos el paralelo¬ 
gramo determinado por los vectores u y v e identificamos las diagonales u + v y u — v, 
corno se muestra en la FIGURA 12.4.10. = 


y 



FIGURA 12.4.10 Suma y diferencia 
de vectores del ejemplo 3 


EJEMPLO 4 


Multiplos escalares 


Sea v = (1, 2). Las interpretaciones geométricas de los multiplos escalares 2v y — v se 
muestran en la FIGURA 12.4.11. = 


■ Vectores unitarios Todo vector de magnitud 1 se llama vector unitario. Podemos obte- 
ner un vector unitario u en la misma dirección que un vector v diferente de cero si multipli- 
camos v por el escalar positivo k = l/|v| (el reciproco de la magnitud). En este caso decimos 
que 


u = 



( 8 ) 


y 
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FIGURA 12.4.11 Multiplos escalares 
de un vector del ejemplo 4 
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es la normalización del vector v. Se desprende de (7) que la normalización de un vector v es 
un vector unitario porque 


= 1 . 


EJEMPLO 5 


Vector unitario 


Dado v = (2, — 1), obtenga un vector unitario a) en la misma dirección que v, y b ) en 
dirección opuesta a v. 

Solución Primero obtenemos la magnitud del vector v: 

|v| = V4 + ( —l) 2 = V5. 


a) Por (8), un vector unitario en la misma dirección que v es 

1 1 , / 2 - 1 \ 

u- ^ v- ^ (2, x) ~ \vT VE/' 


b) Un vector unitario en la dirección opuesta a v es el negativo de u: 

A j = (0, 1) H Vectores i, j Los vectores unitarios en la dirección de los ejes xy y positivos, represen- 

tados con 

i = o.'o> '' v i = (i I °) y j = (o, i> 0) 

FIGURA 12.4.12 Los vectores i y j son de especial importancia (FIGURA 12.4.12). Los vectores unitarios de (9) se llaman vectores 

de base estàndar para los vectores en el plano, ya que cada vector puede expresarse en 
términos de i y j. Para entender por qué es asf, usamos la definición de multiplicación escalar 
para reescribir u = (a, b) corno 

u = (a, 0) + (0, b) = a{ 1, 0) + b{ 0, 1) 
o u = (a, b) = ai + bj 



FIGURA 12.4.13 El vector u es una 
combinación lineai de i y j 


Como se muestra en la FIGURA 12.4.13, puesto que i y j son vectores unitarios, los vectores ai 
y h'\ son vectores horizontales y verticales de longitud lai y Ibi, respectivamente. Por elio, a 
se llama componente horizontal de u y b componente vertical. El vector ai + h\ a menudo 
se conoce corno combinación lineai de i y j. Si utilizamos està notación para los vectores 
u = ai + bj y v = ci + dj, podemos escribir la definición de la suma, diferencia y multiplos 
escalares de u y v de està forma: 

Suma: (ai + bj) + (ci + dj) = (a + c)i + (b + d )j (10) 

Diferencia: (ai + bj) — (ci + d]) = (a — c)i + (b — c/)j (11) 

Multiplo escalar: k(ai + bj) = (Ica) i + (kb )j (12) 


EJEMPLO 6 


Diferencia de vectores 


Si u = 3i + j y v = 5i — 2j, obtenga 4u — 2v. 


Solución Usamos (12) y después (11) para obtener 


4u — 2v = 4(3i + j) - 2(5i - 2j) 

= (12i + 4j) - (10Ì - 4j) 

= (12 - 10)i + (4 - (—4))j 
= 2i + 8j 
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■ Forma trigonomètrica de un vector Hay otra forma de representar vectores. Para un 
vector diferente de cero v = (x, y) con àngulo de dirección 0, vemos por (2) que x = Ivlcos 0 
y y = Ivlsen 0. Por tanto, 


v = xi + yj = |v| cos 0i + |v| sen Oj 

o v = |v| (cos 0i + sen 0j). (13) 

Està segunda representación se conoce corno la forma trigonomètrica del vector v. 


EJEMPLO 7 


Forma trigonomètrica 


Exprese v = V3i — 3j en forma trigonomètrica. 


Solución Para escribir v en forma trigonomètrica debemos obtener la magnitud Ivi y su 
àngulo de dirección 0. Por (1) tenemos que 


| v | = V(V3) 2 + ( —3) 2 = Vl2 = 2V3 


y por (2) 


tan0 =-= 

V3 


-VI 


y 



Para determinar 0, trazamos v y observamos que el lado terminal del àngulo 0 està situado FIGURA 12.4.14 Vector y àngulo de 
en el cuarto cuadrante (FIGURA 12.4.14). Por ende, con |v| = 2V3 y 0 = 5tt/3, (13) da la dirección del ejemplo 7 
forma trigonomètrica de v: 


v = 


2V3 



5ir ,\ 
+ sen— 1 . 
3 V 


EJEMPLO 8 


Velocidad corno vector 


Sea un avión que vuela a 200 mi/h con rumbo N20°E. Exprese la velocidad corno un 
vector. 



X 


Solución El vector de velocidad deseado v se ilustra en la FIGURA 12.4.15. En vista de que FIGURA 12.4.15 Vector de velocidad 
0 = 90° — 20° = 70° y Ivi = 200, tenemos que del ejemplo 8 


v = 200(cos 70°i + sen 70°j) ~ 68.4i + 187.9j 


En el ejemplo 8 se advierte que la velocidad es una cantidad vectorial. La magnitud Ivi 
de la velocidad v es una cantidad escalar llamada rapidez. 

En fisica se demuestra que cuando dos fuerzas actuan simultàneamente en el mismo 
punto P sobre un objeto, éste reacciona corno si una sola fuerza igual a la suma vectorial de 
las dos fuerzas actuara sobre él en P. Està ùnica fuerza se llama fuerza resultante. 


EJEMPLO 9 


Fuerza resultante 


Dos personas empujan una caja con fuerzas F] y F 2 , cuyas magnitudes y direcciones 
se muestran en la FIGURA 12.4.16. Obtenga la magnitud y la dirección de la fuerza resul¬ 
tante. 


Solución En la figura vemos que los àngulos de dirección de las dos fuerzas Fj y F 2 son 
0i = 60° y 02 = 330°, respectivamente. Por tanto, 



F, = 100(cos 60°i + sen 60°j) = 50i + 50V3j FIGURA 12.4.16 Fuerza resultante 

F 2 = 80(cos330°i + sen330°j) = 40vli - 40j. ( flecha dorada ) del ejemplo 9 
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La fuerza resultante F puede obtenerse entonces por medio de la adición vectorial: 


F = Fl + F 2 = (50i + 50V3j) + (40V3i - 40j) 
= (50 + 40V3)i + (50V3 - 40)j. 

Por consiguiente, la magnitud |F| de la fuerza resultante es 

|F| = V(50 + 40V3) 2 + (50V3 - 40) 2 * 128.06. 


Si 0 es un àngulo de dirección de F, entonces sabemos por (2) que 


50V3 - 40 

tand =-— 

50 + 40V3 


0.3907. 


Como 0 es un àngulo del primer cuadrante, encontramos, con ayuda de la calculadora, que 
0 ~ 21.34°. = 



Notas del aula 

No debe concluir de la explicación anterior que todas las cantidades vectoriales se repre- 
sentan con flechas. Muchas aplicaciones de los vectores en matemàticas avanzadas no se 
prestan a està interpretación. Sin embargo, para los propósitos de este texto, està interpre- 
tación nos pareció conveniente y util. 


12.4 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-33. 


En los problemas 1 a 8, trace el vector dado. Halle la magni¬ 
tud y el àngulo de dirección positivo màs pequeno de cada 
vector. 

1. (V3, -1) 

2. (4, -4) 

3. (5,0) 

4. (—2, 2V3) 

5. —4i + 4V3j 

6- i j 

7. — lOi + lOj 

8. — 3j 


13. u = (—5, -7),v = (i -|) 

14. u = (0.1, 0.2), v = (-0.3, 0.4) 

En los problemas 15 a 20, encuentre u — 4v y 2u + 5v. 

15. u = i - 2j, v = 8i + 3j 

16. u = j, v = 4i — j 

17. u = 5 i - 2 ]. v = 2i 

18. u = 2i - 3j, v = 3i - 2j 

19. u = 0.2i + 0.1j,v = -l.4i-2.lj 

20. u = 5i - lOj, v = — lOi 


En los problemas 9 a 14, halle u + v, u — v, — 3u y 3u — 4v. 
9. u = (2, 3), v = (1, — 1) 

10. u = (4, -2), v = (10, 2) 

11. u = (-4, 2), v = (4, 1) 

12. u — ( 1, — 5), v = (8, 7) 


En los problemas 21 a 24, trace los vectores u + v y u — v. 

21. u = 2i + 3j, v = —i + 2j 

22. u = -4i + j, v = 2i + 2j 

23. u = 5i - j, v = 4i — 3j 

24. u — 2i — 7j, v — -li - 3j 
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En los problemas 25 a 28, trace los vectores 2v y — 2v. 

25. v = (-2, 1) 

26. v = (4, 7) 

27. v = 3i - 5j 

28. v = -\i + |j 

En los problemas 29 a 32, si u = 3i — j y v = 2i + 4j, 
encuentre las componentes horizontal y vertical del vector 
indie ado. 

29. 2u - v 

30. 3 (u + v) 

31. v - 4u 

32. 4(u + 3v) 

En los problemas 33 a 36, exprese el vector dado a) en forma 
trigonomètrica y b) corno combinación lineai de los vectores 
unitarios i y j. 

33. (-V2,V2) 

34. (7, 7V3) 

35. (- 3V3, 3) 

36. (-4, -4) 

En los problemas 37 a 40, encuentre un vector unitario a) en 
la misma dirección que v, y b) en dirección opuesta a v. 

37. v = (2, 2) 

38. v = (-3,4) 

39. v = (0, -5) 

40. v = (1, — V3) 

En los problemas 41 y 42, normalice el vector dado cuando 
v = (2, 8) y w = (3, 4). 

41. v + w 


y 



FIGURA 12.4.17 Fuerza resultante 
del problema 44 

= Aplicaciones diversas 

45. Fuerza resultante Una masa que pesa 10 libras cuelga 
de una soga. Una fuerza de 2 libras se aplica en dirección 
horizontal al peso, lo cual desplaza la masa de su posi- 
ción horizontal (FIGURA 12.4.18). Encuentre la resultante de 
està fuerza y la fuerza debida a la gravedad. 

T 

10 lb 

FIGURA 12.4.18 Masacolgante 
del problema 45 

46. Fuerza resultante Una embarcación pequena es remol- 
cada a lo largo de un canal por dos sogas colocadas a ambos 
lados de éste. El àngulo entre las sogas es de 50°. Se tira 
de una soga con una fuerza de 250 lb y de la otra con una 
fuerza de 400 lb. Determine la magnitud de la fuerza resul¬ 
tante y el àngulo que forma con la fuerza de 250 lb. 

47. Dirección reai La coniente de un no que mide 0.5 millas 
a lo ancho es de 6 mi/h. Un nadador parte de la orilla 
perpendicular a la coniente a 2 mi/h. ^En qué dirección se 
desplaza el nadador en realidad? 

48. ìEn qué dirección? Cuando un tren de carga, que avanza 
alO mi/h, pasa por una plataforma, un costai de correo es 
lanzado en dirección perpendicular al tren a una velocidad 
de 15 pies por segundo. ( ;En qué dirección se desplaza en 
la plataforma? 

iCuàl es la rapidez? Para que un avión vuele en dirección 
Norte a 300 mi/h, debe establecer un nimbo 10° al Oeste 
del Norte (N10°O) a causa del fuerte viento que sopla en 
dirección Este. ^Cuàl es la rapidez del viento? 

Orientación Un excursionista cantina 1.0 mi al noreste, 
luego 1.5 mi al Este y después 2.0 mi al sureste. (i Cuàl es 
la distancia y rumbo del excursionista desde el punto de 
partida? [Pista: cada parte de la travesta puede representarse 
por medio de un vector. Calcule la suma de vectores]. 


42. 2v — 3w 

43. Dos fuerzas F! y F 2 de magnitudes 4 N y 7 N, respectiva- 
mente, actuan sobre un punto. El àngulo entre las fuerzas 
es de 47°. Encuentre la magnitud de la fuerza resultante F 
y el àngulo entre F! y F. 

44. La fuerza resultante F de dos fuerzas Fj y F 2 tiene mag¬ 
nitud de 100 lb y la dirección que se muestra en la FIGURA 
12.4.17. SeaFj = — 200i; halle las componentes horizontal 
y vertical de F 2 . 
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| 12.5 Producto punto 


■ Introducción En la sección anterior estudiamos dos tipos de operaciones con vectores: 
la adición y la multiplicación escalar, que producen otro vector. Ahora consideraremos un 
tipo especial de producto entre vectores que tiene su origen en el estudio de la mecànica. Este 
producto, conocido corno producto punto o producto interno, de los vectores u y v se 
representa con u • v y es un nùmero reai, o escalar, definido en términos de las componentes 
de los vectores. 


Definición 12.5.1 Producto punto 

En el espacio bidimensional, el producto punto de dos vectores u = (a, b) y v = (c, d) es 
el nùmero 

u • v = ac + bd (1) 


EJEMPLO 1 


Producto punto usando (1) 


Suponga que u = (—2, 5), v = 4 4) y w = (8, — 1). Obtenga 
a) u • v; b) w • u y c) v • w. 


Solución Se desprende de (1) que 

a) u • v = (-2, 5) • (|, 4) = (-2)(ì) + (5)(4) = -1 + 20 = 19 

b) w u = (8, —1) ■ (—2, 5) = (8)( —2) + ( —1)(5) = -16 - 5 = -21 

c) vw = (Ì4)-<8, -1) = (s)(8) + (4)(-l) = 4-4 = 0. 


■ Propiedades El producto punto tiene las propiedades siguientes. 


Teorema 12.5.1 Propiedades del producto punto 

0 

u 

v = 0siu = 0ov = 0 

ii) 

u 

V = V • U ley conmutativa 

Hi) 

u 

(v + w) = Il * V + U * W <— ley distributiva 

iv) 

u 

(k\) = (Ali) ■ v = k(u ■ v), k una cantidad escalar 

v) 

v 

v > 0 

vi) 

v 

1 12 

V = V 


COMPROBACIÓIM 


Comprobamos los incisos ii) y vi). Las comprobaciones restantes son muy sencillas y 
quedan a cargo del lector. Para comprobar el inciso ii), sea u = (a, b) y v = (c, d). 
Entonces 


u • v = (a, b) ■ (c, d) 
= ac + bd 
= ca + db 
= (c , d) ■ (a, b ) 


v 


u 


( porque las multiplicaciones 
< de numeros reales 
es conmutativa 


Para comprobar el inciso vi), notamos que 


v ■ v = (c, et) ■ (c, d) = c 2 + d 2 = |v| 2 
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EJEMPLO 2 


Productos punto 

Sea u = (3, 2) y v = (—4, —5). Encuentre 

a) (u • v)u b ) u • (^v) c) |v| 

Solución a)Por(l) 


u ■ v = (3, 2) ■ (-4, -5) 

= 3(—4) + 2(—5) 

= -22 

Puesto que u • ves escalar, tenemos por (4) de la sección 12.4, 

(u • v)u = (-22X3, 2) = (-66, -44) 

b ) Por iv) del teorema 12.5.1 y el inciso a), 

u • (|v) = 2(11 • v) = j(—22) = -11. 

c ) El inciso vi) del teorema 12.5.1 relaciona la magnitud de un vector con el producto 
punto. Por (1) tenemos 

v v = (-4, -5) • (-4, -5) 

= (— 4 )(— 4 ) + (— 5 )(— 5 ) 

= 41 

Por tanto, 

v • v = | v | 2 implica | v | = Vv • v = V4L = 


■ Forma alternativa El producto punto de dos vectores también puede expresarse en tér- 
minos de las longitudes de los vectores y el àngulo entre ellos. 


Està forma mas geomètrica es la 
que por lo generai se usa corno 
definición del producto punto en 
los cursos de fisica. 


DEMOSTRACIÓN 


Suponga que 6 es el àngulo entre los vectores u = ai + bj y v = ci + dy Entonces, el 
vector 

w = v — u = (c — a)i + (d — b)j 

es el tercer lado del triàngulo indicado en la FIGURA 12.5.1. Por la ley de los cosenos, (2) de 
la sección 10.4, escribimos 

|w| 2 = |v| 2 + |u| 2 — 2|v||u|cos0 o |v||u|cosd = |(|v| 2 + I u | 2 — |w| 2 ). (3) 

Usando |u| 2 = a 2 + b 2 , |v| 2 = c 2 + d 2 , 

y | w j 2 = |v — u| 2 = (c — a) 2 + (d — b ) 2 , 

el miembro derecho de la segunda ecuación en (3) se simplifica a ac + bc. Puesto que ésta 
es la definición del producto punto dada en (1), vemos que lui Ivi cos 9 = u • v. = 



FIGURA 12.5.1 El vector w de la 
demostración del teorema 12.5.2 


Teorema 12.5.2 Forma alternativa del producto punto 

El producto punto de dos vectores u y v es 

u • v = |u| |v| cos 6 (2) 

donde 6 es el àngulo entre los vectores tal que 0 < 9 < tt. 
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u = 2i + 5j 



v = 5i - 4j 


FIGURA 12.5.3 Àngulo entre 
vectores del ejemplo 3 



FIGURA 12.5.4 Vectores ortogonales 
del ejemplo 4 


■ Àngulo entre vectores En la FIGURA 12.5.2 se ilustran tres casos del àngulo 9 en (2). Si 
los vectores u y v no son paralelos, entonces 9 es el menor de los dos posibles àngulos entre 
ellos. Despejamos cos 9 en (2), luego usamos la definición del producto punto en (1) y obte- 
nemos la fòrmula del coseno del àngulo entre dos vectores: 


cos 9 = 


u • V 

RR 


ac + bd 


u v 


(4) 



FIGURA 12.5.2 El àngulo 9 
del producto punto 


EJEMPLO 3 


Àngulo entre dos vectores 


Encuentre el àngulo entre u = 2i + 5j y v = 5i — 4j. 


Solución Tenemos |u| = Vu • u = V29, |v| = Vv • v = VÀI y u • v = —10. Por 
tanto, (4) da 


cos 9 = 


-10 

V29V4I 


-0.2900, 


y, en consecuencia, 9 = cos 

12.5.3). 


j 

V29VÀ47 


1.8650 radianes, o 9 = 108.86° (FIGURA 


■ Vectores ortogonales Si u y v son vectores distintos de cero, entonces el teorema 12.5.2 
implica que 

0 u • v > 0 si y sólo si 9 es agudo 

ii ) u ■ v < 0 si y sólo si 9 es obtuso 

iii) u ■ v = 0 si y sólo si cos 9 = 0 

Sin embargo, en el ultimo caso, el unico nùmero en el intervalo [0, 2tt] con el que cos 0 = 0 
es 9 = 7t/ 2. Cuando 9 = irli, decimos que los vectores son ortogonales o perpendiculares. 
Asf llegamos al resultado siguiente. 


Teorema 12.5.3 Criterio para vectores ortogonales 

Dos vectores distintos de cero u y v son ortogonales si y sólo si u • v = 0. 


Como se observa en la figura 12.4.12, los vectores de base estàndar i y j son ortogonales. 
Ademàs, puesto que i = (1, 0), j = (0, 1), tenemos que 

i • j = (1,0) - (0, 1) = (1)(0) + (0)(1) = 0 

y, en consecuencia, por el teorema 12.5.3, los vectores i y j son ortogonales. La inspección 
del resultado del inciso c) del ejemplo 1 demuestra que los dos v = (j, 4) y w = (8, — 1) son 
ortogonales. 


EJEMPLO 4 


Vectores ortogonales 


Si u = (4, 6) y v = (—3, 2), entonces 

u • v = (4)(—3) + (6)(2) = -12 + 12 = 0. 

Por el teorema 12.5.3, concluimos que u y v son ortogonales (FIGURA 12.5.4). 
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■ Componente de u sobre v Los incisos ii), Hi) y vi) del teorema 12.5.1 nos permiten 
expresar las componentes de un vector u = «i + h\ en términos de un producto punto: 

1 0 

i • u = u i = (ai + bj) • i = a(i ■ i) + b{j ■ i) = a. 

Esto es, u • i = a. Del mismo modo, u ■ j = b. Simbòlicamente, escribimos estas componen¬ 
tes de u corno 

compju = u • i y compju = u • j (5) 

Ahora veremos que el procedimiento indicado en (5) nos lleva a hallar la componente de u 
sobre un vector v. Tenga en cuenta que en cualquiera de los dos casos ilustrados en la FIGURA 
12.5.5, 

comp v u = lui cos 6 (6) 

En la figura 12.5.5a), comp v u > 0, ya que 0 < 9 < 7t/ 2, en tanto que en la figura 12.5.5/?) 
comp v u < 0, puesto que tt/2 < 0 < ir. Si escribimos (6) corno 

| u 11 v | cos 0 uv 

comp v u =-j—j-- 

m 

( v 

vemos que comp v u = u • -,— 

V I V 

En otras palabras: 

Para encontrar la componente del vector u sabre el vector v, multiplicamos u por 
un vector unitario en la dirección de v. 



EJEMPLO 5 


Componente de un vector sobre otro 


Sea u = 2i + 3jyv = i+ j. Obtenga a) comp v u, y b) comp u v. 

Solución a) Primero formamos un vector unitario en la dirección de v: 


ii r vi 

v = V2 de modo que —r = —— ( i + j ). 

Ivi V2 


A continuación, por (7 ) tenemos 


1 5 

compyU = (2i + 3j) • —(i + j) = -^=. 


b) Modificando (7) en consecuencia, tenemos que 


Entonces 

y 


vector unitario en 
la dirección de u 


comp u v = y 



= Vl3 de modo que 


1 

VT3 


comp u v = (i + j) 


VL3 


(21 + 3j) = 


(2i + 3j), 

5 

Vl3 


■ Proyección de u sobre v La proyección de un vector u en cualquiera de las direcciones 
determinadas por i y j es el vector formado de multiplicar la componente de u = ai + bj en 
la dirección especificada con un vector unitario en esa dirección; por ejemplo, 

proViU = (compju)i = (u • i)i = a i 



FIGURA 12.5.5 Componente del 
vector u sobre el vector v 


12.5 Producto punto 


553 











u 


y asf sucesivamente. En la FIGURA 12.5.6 se muestra el caso generai de la proyección de u 
sobre v: 



FIGURA 12.5.6 Proyección del 
vector u sobre el vector v 


v 


vector unitario 
4 - 


proy v u = (comp v u) 



Esto es, 

Para encontrar la proyección del vector u sobre un vector v, multiplicamos un vec¬ 
tor unitario en la dirección de v por la componente de u sobre v. 


( 8 ) 


Si se desea, el resultado de (8) puede expresarse en términos de dos productos punto. 
Usando (7) 


escalar vector unitario 


O 



proy v u 


u • v 
y • v 


v. 


v • v por vi) del teorema 12.5.1 


EJEMPLO 6 


Proyección de u sobre v 


Obtenga la proyección de u = 4i + j sobre el vector v 
pondiente. 


2i + 3j. Trace la gràfica corres- 


Solución Primero encontramos la componente de u sobre v. Un vector unitario en la 
dirección de v es 


1 

Vl3 


(2i + 3j) 


y, por tanto, la componente de u sobre v es el numero 



FIGURA 12.5.7 Proyección de u 
sobre v del ej empio 6 


comp v u = (4i + j) • ^=(2i + 3j) 


11 

Vl3 ' 


Asi, por (8) 


componente vector unitario 

de u en la en la dirección 

dirección de v de v 


proy v u = 





1 

Vl3 


(2i + 3j) 


22. 33. 

—l H-J 

13 13 


La gràfica de este vector se muestra en color dorado en la FIGURA 12.5.7. 


■ Interpretación fisica del producto punto Cuando una fuerza constante de magnitud F 
desplaza un objeto una distancia d en la misma dirección de la fuerza, el trabajo realizado se 
define corno 


W = Fd (9) 

Sin embargo, si una fuerza constante F aplicada a un cuerpo actua en un àngulo 6 con la 
dirección del movimiento, el trabajo realizado por F se define corno el producto de la com¬ 
ponente de F en la dirección del desplazamiento y la distancia Idi que recorre el cuerpo: 

W = (|F| cos 0)|d| = |F| |d|cos 0 
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(FIGURA 12.5.8). Del teorema 12.5.2 se desprende que si F causa un desplazamiento d de un 
cuerpo, el trabajo realizado es 


VE = F • d (10) 

Tenga en cuenta que (10) se reduce a (9) cuando 0 = 0. 


EJEMPLO 7 


Trabajo realizado por una fuerza que actùa en àngulo 


Halle el trabajo realizado por una fuerza constante F = 2i + 4j sobre un bloque que se 
desplaza de Pi(l, 1) a / J 2 (4, 6). Suponga que IFI se mide en libras y Idi se mide en pies. 



FIGURA 12.5.8 Trabajo realizado por 
una fuerza que actua en un àngulo 9 
con la dirección del movimiento 


Solución El desplazamiento del bloque està dado por 


d = Ì\P 2 = OP 2 - OPi = 3i + 5j. 


De (10) se desprende que el trabajo realizado es 

W = F • d = (2i + 4j) ■ (3i + 5j) = 26 ft/lb. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-33. 


En los problemas 1 a 4, obtenga el producto punto de u ■ v. 

1. u = (4, 2), v = (3, — 1) 

2. u = (l, -2), v = (4,0) 

3. u = 3i — 2j, v = i + j 

4. u = 4i, v = —3j 

En los problemas 5 a 18, u = (2, — 3), v = (— 1, 5) y w = 

(3, —2). Obtenga la magnitud escalar o el vector indicado. 

5. u • v 

6. v ■ w 

7. u • w 

8 . v ■ v 

9. w ■ w 

10. u • (v + w) 

11. u • (4v) 

12. v • (u — w) 

13. (-v)-(fw) 

14. (2v) • (3w) 

15. u • (u + v + w) 

16. (2u) • (u — 2v) 


18. (w ■ v)u 


En los problemas 19 y 20, encuentre el producto punto u • v 
si el àngulo menor entre u y v es corno se indica. 

19. |u| = 10, |v| = 5,0 = 7 t/4 

20. |u| = 6, |v| = 12, 0 = 7 t/6 

En los problemas 21 a 24, obtenga el àngulo entre el par de 
vectores dado. Redondee la respuesta a dos decimales. 

21. (1,4), (2, -1) 

22. (3, 5), (-4, -2) 

23. i — j, 3i + j 

24. 2i — j, 4i + j 

En los problemas 25 a 28, determine si los vectores indicados 
son ortogonales. 

25. u = (—5, —4), v = (—6, 8) 

26. u = (3, -2), v = (-6, -9) 

27. 4i — 5j, i + f j 

28. fi + lj, -fi + f j 

En los problemas 29 y 30, obtenga una escalar c tal que los 
vectores dados sean ortogonales. 

29. u = 2i — cj, v = 3i + 2j 

30. u = 4ci — 8j, v = ci + 2j 
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31. Compruebe que el vector 


v • u 


w = V - —r^U 
lui 2 

es ortogonal respecto al vector u. 

32. Obtenga un escalar c tal que el àngulo entre los vectores 
u = i + cjyu = i+ j sea de 45°. 

En los problemas 33 a 36, u = (1, — 1) y v = (2, 6). Obtenga 
el nùmero indicado. 

33. comp v u 

34. comp u v 

35. comp u (v — u) 

36. comp 2u (u + v) 

En los problemas 37 y 38, encuentre a) proy v u y b) proy u v. 

37. u = -5i + 5j, v = -3i + 4j 

38. u = 4i + 2j, v = -3i + j 

En los problemas 39 y 40, u = 4i 4- 3j y v = — i + j. 
Encuentre el vector indicado. 

39. proy u+v u 

40. proy u _ v v 

41. Tiramos de un trineo en dirección horizontal sobre hielo 
por medio de una cuerda atada al frente. Una fuerza de 20 
libras que actua en un àngulo de 60° con la horizontal 
desplaza el trineo 100 pies. Calcule el trabajo realizado. 

42. Tiramos de un bloque que pesa w sobre una superficie 
horizontal sin fricción aplicando una fuerza constante F 
de magnitud de 30 libras en la dirección del vector d 

(FIGURA 12.5.9). 





FIGURA 12.5.9 Bloque para el problema 42 

a) (i Qué trabajo realiza el peso w? 

b ) (,Qué trabajo realiza la fuerza F si d = 4i + 3j? 

43. Una fuerza constante F de magnitud de 3 lb se aplica al 
bloque ilustrado en la FIGURA 12.5.10. La fuerza F tiene la 
misma dirección que el vector u = 3i + 4j. Calcule el 
trabajo realizado en la dirección del movimiento si el blo¬ 
que se desplaza de P\(3, 1) a P 2 (9, 3). Suponga que la 
distancia se mide en pies. 



FIGURA 12.5.10 Bloque para el problema 43 

= Para la discusión 

44. Suponga que proy v u = 0, donde 0 es el vector cero. 
Entonces, ^qué puede decirse de los vectores u y v? 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Sistema de coordenadas polares: 
polo 
eje polar 

Fórmulas de conversión: 
polares a rectangulares 
rectangulares a polares 
Gràficas de ecuaciones polares: 
cfrculos 

rectas que pasan por el origen 

espirales 

cardioides 

caracoles 

lemniscatas 

curvas de rosas 


Pruebas de simetrfa 
Sección cònica: 
directriz 
foco 

excentricidad 

Ecuaciones polares de secciones 
cónicas 

Secciones cónicas giradas 
Vector: 

geomètrico 

forma de componentes 
Escalar 

Negativo de un vector 
Vector de posición 


Magnitud de un vector 
Mùltiplo escalar 

Àngulo de dirección de un vector 

Vector unitario 

Normalización 

Vectores de base 

Forma trigonomètrica 

Producto punto 

Àngulo entre dos vectores 

Vectores ortogonales 

Componente de un vector sobre otro 

Proyección de un vector sobre otro 
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CAPITULO 12 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-33. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 14, responda verdadero o falso. 

1. Las coordenadas rectangulares de un punto en el plano son 

unicas._ 

2. La gràfica de la ecuación polar r = 5 sec 9 es una recta. 


3. (3,77/6) y (—3, — 57r/6) son coordenadas polares del mismo 

punto._ 

90 

4. La gràfica de la elipse r = -es casi circular. 

0 F 15 - sen# 


5. La gràfica de la rosa polar r = 5 sen 69 tiene seis pétalos. 


6 . La gràfica de r = 2 + 4 sen 9 es un caraeoi con una vuelta 

interior._ 

7. La gràfica de la polar r 2 = 4 sen 29 es simétrica respecto 

al origen._ 

8 . Las gràficas de las cardiodes r = 3 + 3 cos 6 y r = —3 4 - 

3 cos 9 son iguales._ 

9. El punto (4, 37t/ 2) no està en la gràfica de r = 4 cos 29, 
porque sus coordenadas no satisfacen la ecuación. 


10. El vector v = (V3, V5) tiene el doble de largo que el 

vector u = (— 1, 1)._ 

11. Si u es un vector unitario, entonces u • u = 1._ 

12. Si u y v son vectores unitarios, entonces u + v y u — v 

son ortogonales._ 

13. El lado terminal del àngulo 0 està siempre en el mismo 

cuadrante que el punto (r, 9). _ 

14. La excentricidad e de una paràbola satisface 0 < e < 1. 


= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1. Las coordenadas rectangulares del punto con coordenadas 

polares (— V2, 57t/ 4) son_. 

2. Las coordenadas polares aproximadas del punto con coor¬ 
denadas rectangulares (—1,3) son_. 

3. Las coordenadas polares del punto con coordenadas rec¬ 
tangulares (0, —10) son_. 

4. En la gràfica de la ecuación polar r = 4 cos 9, dos pares 

de coordenadas del polo u origen son_. 


5. El radio del clrculo r = cos 9 es_. 

6. Si a > 0, el centro del clrculo r = — 2 asen 9 es_. 

1 

7. La sección cònica r =-es una_. 

2 + 5 cos 9 

8. En coordenadas polares, la gràfica de 9 = ir/3 es una 

9. El nombre de la gràfica polar de r = 2 + sen 9 es_. 

12 

10. r =-, centro_. focos_, vér- 

2 + cos 9 

tices_. 

11. El àngulo entre los vectores u = 5i y v = — 2j es_. 

12. Si |u| = 4, |v| = 3 y el àngulo entre u y v es 9 = 2tt/3, enton¬ 
ces u • v =_. 

13. Un vector unitario en igual dirección que v = 12i + 5j es 

14. Si u = (—3, 2) y v = (— 1, 1), entonces proy v u =_. 

= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 y 2, obtenga una ecuación rectangular 
que tenga la misma gràfica que la ecuación polar dada. 

1. r = cos 9 + sen 9 

2. r (cos 9 + sen 0 ) = 1 

En los problemas 3 y 4, obtenga una ecuación polar que 
tenga la misma gràfica que la ecuación rectangular dada. 

3. x 2 + y 1 — 4y = 0 

4. (x 2 + y 2 - 2x) 2 = 9(x 2 + y 2 ) 

5. Determine las coordenadas rectangulares de los vértices 
de la elipse cuya ecuación polar es r = 2/(2 — sen 9). 

6. Obtenga una ecuación polar de la hipérbola con foco en el 
origen, vértices (en coordenadas rectangulares) (0, —5) y 
(0, — 4) y excentricidad 2. 

En los problemas 7 y 8, obtenga las coordenadas polares que 
satisfacen a) r> 0, —ir<9<TT,yb)r<0, —ir < 9 < 77, 
para cada punto dado en coordenadas rectangulares. 

7. (V3, —V3) 

8. (-U) 

En los problemas 9 a 20, identifique y trace la gràfica de la 
ecuación polar dada. 

9. r = 5 

10. 9 = -77/3 


Ejercicios de repaso 
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11. r = 5 sen 0 

12 . r = —2 cos 0 

13. r = 4 — 4 cos 0 

14. r = 1 + sen 0 

15. r = 2 + sen 0 

16. r = 1 — 2 cos 0 

17. r = sen 30 

18. r = 3 sen 40 

8 

19. r = - 

3 — 2cos0 

1 

20 . r = - 

1 + COS0 

En los problemas 21 y 22, dé una ecuación de la gràfica 
polar. 

21 . 



FIGURA 12.R.1 Gràfica para el problema 21 

22 . 



En los problemas 23 y 24, la gràfica de la ecuación polar 
dada gira en torno al origen en la cantidad indicada. 


a) Obtenga la ecuación polar de la nueva gràfica, b ) Obtenga 
la ecuación rectangular de la nueva gràfica. 

23. r = 2 cos 0; en dirección contraria a las agujas del reloj, 
77/4 

24. r = 1/(1 + cos 0); en dirección de las agujas del reloj, 
ir/6. 

25. a) Demuestre que la gràfica de la ecuación polar 

r = a sen 0 + b cos 0 

para a 0 y b # 0, es un cfrculo. 

b) Determine el centro y el radio del cfrculo del inciso 
a). 

26. a) Obtenga una ecuación rectangular que tenga la misma 

gràfica que la ecuación polar dada: r cos 0=1 , r cos 
(0 — 7 t/3) = 1, r = 1. Trace la gràfica de cada ecua¬ 
ción. 

b ) ^ Còrno se relacionan las gràficas de r cos 0 = 1 y de 
r cos (0 — 7 t/3) =1? 

c) Muestre que el punto rectangular (}, 2 3 ) està en las 
gràficas de r cos (0 — ir/3) = 1 y r = 1. 

d ) Use la información de los incisos a) y c) para explicar 
còrno se relacionan las gràficas de r cos (0 — tt/3) = 
1 y r = 1. 

En los problemas 27 a 42, u = — 2i + 3j,v = i + jyw = i 
— 4j. Obtenga el vector o escalar indicado. 

27. -5u + 3v 

28. u - lOv 

29. u + (2v + 3w) 

30. 4u - (3v + w) 

31. (u • v)w + (w ■ v)u 

32. (u - v) • (v + w) 

33. comp w v 

34. comp u (—v) 

35. proy v (2u) 

36. proy w (u + v) 

37. |ul + |2v| 

38. |u + vj 

39. Forma trigonomètrica de 2v 

40. Componente horizontal de — 2(u + w) 

41. Un vector unitario en dirección opuesta a w 

42. El àngulo entre v y w 
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SISTEMAS DE ECUACIONES 


Y DESIGUALDADES 


I 


En este capi'tu lo 


13.1 Sistemas de ecuaciones lineales 

13.2 Sistemas de ecuaciones no lineales 

13.3 Fracciones parciales 

13.4 Sistemas de desigualdades 

13.5 Introducción a la programación lineai 
Ejercicios de repaso 


2 q t » \8 

2o > <i> 



Un poco de historia Muchos de los conceptos matemàticos considerados en 
este texto datan de cientos de anos. En este capitulo tenemos la rara oportuni- 
dad de examinar, aunque brevemente, un tema que tiene su origen en el siglo 
xx. La programación lineai , corno muchas otras ramas de las matemàticas, se 
origino en un intento por resolver problemas pràcticos. A diferencia de las 
matemàticas de siglos anteriores, a menudo enraizadas en las ciencias de la 
fisica y la astronomia, la programación lineai se creò a partir de un esfuerzo 
por resolver problemas relacionados con los negocios, las manufacturas, los 
embarques, la economia y la planeación militar. En estos problemas fue gene¬ 
ralmente necesario hallar los valores óptimos (esto es, valores màximos y 
minimos) de una función lineai cuando se imponian ciertas restricciones en 
las variables. No habia un procedimiento matemàtico generai para resolver 
este tipo de problemas, hasta que George B. Dantzig (1914-2005) publicó su 
mètodo simplex en 1947. Dantzig y sus colegas de la Fuerza Aèrea de los 
Estados Unidos inventaron este mètodo para determinar los valores óptimos 
de una función lineai al investigar ciertos problemas del transporte y la pla¬ 
neación logistica militar. Cabe senalar que la palabra programación no se 
refiere en este contexto a un programa para computador sino, màs bien, a un 
programa de acción. 

Aunque no estudiaremos el mètodo simplex en si mismo, veremos en la 
sección 13.5 que los problemas de programación lineai que implican dos 
variables pueden resolverse de manera geomètrica. 


Un estudiante 
resuelve 
correctamente un 
sistema de 
ecuaciones 
lineales. 
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| 13.1 Sistemas de ecuaciones lineales 


■ Introducción Recuérdese que en la sección 4.3 vimos que una ecuación lineai con dos 
variables x y v es cualquier ecuación que puede escribirse en la forma ax + by = c, donde 
a y b son numeros reales distintos de cero. En generai, una ecuación lineai con n variables 
xi,X 2 , ..., x n es una ecuación de la forma 


OjX! + a 2 x 2 + ■■■ + a„x n = b (1) 

donde los numeros reales ci h « 2 ,..., a n no todos son cero. E1 numero b es el término constante 
de la ecuación. La ecuación en (1) también se llama ecuación de primer grado porque el 
exponente de cada una de las n variables es 1. En ésta y en la próxima sección examinaremos 
métodos de resolución de sistemas de ecuaciones. 

■ Terminologia Un sistema de ecuaciones consta de dos o mas ecuaciones y cada una de 
ellas tiene por lo menos una variable. Si cada ecuación del sistema es lineai, decimos que se 
trata de un sistema de ecuaciones lineales o, simplemente, de un sistema lineai. Siempre 
que sea posible, utilizaremos los simbolos ya conocidos x, y y z para representar variables en 
un sistema. Por ejemplo, 

( 2x + y - z = 0 

< x + 3y + z = 2 (2) 

l — x - y + 5z = 14 

es un sistema lineai de tres ecuaciones con tres variables. La llave en (2) es sólo una forma 
de recordar que estamos tratando de resolver un sistema de ecuaciones y que éstas han de 
resolverse simultàneamente. Una solución de un sistema de n ecuaciones con n variables està 
formada por valores de las variables que satisfacen cada ecuación del sistema. Una solución 
de tal sistema se escribe también corno una n-ésima tupla ordenada. Por ejemplo, corno 
vemos que x = 2, y = — 1 y z = 3 satisfacen cada ecuación del sistema lineai (2): 

sustituyendo 

r 2x + y — z = 0 x = 2,y = -l, (2-2 + ( — 1)— 3 = 4 — 4 = 0 

< x + 3y + z = 2 y ~ = 3 -» < 2 + 3( —1) + 3 = 5-3 = 2 

\-x- y + 5z=14 1-2- (-1) + 5-3 = 16 - 2 = b 

y, por tanto, estos valores constituyen una solución. Por otra parte, està solución también 

puede escribirse corno la tripleta ordenada (2, — 1, 3). Para resolver un sistema de ecuacio¬ 
nes hallamos todas sus soluciones. A menudo, para elio realizamos operaciones en el sistema 
para transformarlo en un conjunto de ecuaciones equivalente. Se dice que dos sistemas de 
ecuaciones son equivalentes si tienen exactamente los mismos conjuntos solución. 

■ Sistemas lineales con dos variables El sistema lineai màs sencillo consta de dos ecua¬ 
ciones con dos variables: 


f a ì x + biy = Cj ^ 

\a 2 x + b 2 y = c 2 . 

Debido a que la gràfica de una ecuación lineai ax + by = c es una linea recta, el sistema 
determina dos lmeas rectas en el plano xy. 

■ Sistemas consistentes e inconsistentes Como se muestra en la FIGURA 13.1.1, hay tres 
casos posibles para las gràficas de las ecuaciones en el sistema (3): 

• Las rectas se intersecan en un solo punto. Figura 13.1.1 a) 

• Las ecuaciones describen la misma recta. Figura 13.1.1 b) 

• Las dos rectas son paralelas. Figura 13.1.le) 
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FIGURA 13.1.1 Dos rectas en el plano 


En estos tres casos decimos, respectivamente: 

• El sistema es consistente y las ecuaciones son independientes. Tiene exactamente 
una solución, es decir, el par ordenado de numeros reales correspondientes al punto 
de intersección de las rectas. 

• El sistema es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Tiene infinitas 
soluciones, esto es, todos los pares de numeros reales correspondientes a los puntos 
de una recta. 

• El sistema es inconsistente. Las rectas son paralelas y, por consiguiente, no hay 
soluciones. 

Por ejemplo, las ecuaciones del sistema lineai 

(x~y = 0 
\x-y=3 

son rectas paralelas [figura 11.1.le)]. Por tanto, el sistema es inconsistente. 

Para resolver un sistema de ecuaciones lineales podemos usar el mètodo de sustitución 

o el de eliminación. 

■ Mètodo de sustitución La primera tècnica de resolución que estudiaremos se llama 

metodo de sustitución. 


I 


METODO DE SUSTITUCIÓN 


I 


i) Use una de las ecuaciones del sistema para resolver una variable en términos 
de las otras. 


ii ) Sustituya està expresión en las otras ecuaciones. 

Hi ) Si una de las ecuaciones obtenidas en el paso ii) contiene una variable, 

resuélvala. De lo contrario, repita i) hasta obtener una ecuación con una sola 
variable. 

iv) Por ùltimo, use la sustitución inversa para hallar los valores de las variables 
restantes. 


EJEMPLO 1 


Mètodo de sustitución 


Resuelva el sistema 


f 3x + 4 y — —5 
{2x — y = 4. 


Solución Al resolver la segunda ecuación para y obtenemos 


y = 2x — 4 
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Sustitución hacia atràs 


► 


Solución esenta corno un par orde- 
nado 


► 


Sustituimos està expresión en la primera ecuación y despejamos x: 

3x + 4(2x — 4) = — 5 o llx = 11 o x = l 

Entonces, trabajando hacia atràs, sustituimos este valor en la primera ecuación: 

3(1) + 4 y = —5 o 4 y = —8 o y = — 2 

Asf, la unica solución del sistema es (1, —2). E1 sistema es consistente y las ecuaciones 
son independientes. = 


■ Sistemas lineales con tres variables En càlculo se demuestra que la gràfica de una 

ecuación lineai con tres variables. 


ax + by + cz = d, 


donde a, b y c no son todos cero, determina un plano en el espacio tridimensional. Como 
vimos en (2), una solución de un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas 

{ a { x + b x y + cqz = d l 

a 2 x + byy + c 2 z = d 2 (4) 

ape + b 3 y + c 3 z = d 3 


es una tripleta ordenada de la forma (x, y, z); una tripleta ordenada de numeros representa un 
punto en el espacio tridimensional. La intersección de los tres planos que describe el sistema 
(4) puede ser 


• Un solo punto, 

• Una cantidad infinita de puntos 

• Ningùn punto 


Como antes, a cada uno de estos casos le aplicamos los términos consistente e independiente, 
consistente y dependiente e inconsistente, respectivamente. Cada uno se ilustra en la FIGURA 


13.1.2. 



independiente 


Planos paralelos: 
ningùn punto 
en comun 





d) Inconsistente 




FIGURA 13.1.2 Tres planos en tres dimensiones 
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■ Mètodo de eliminación En el mètodo siguiente que ilustramos se utilizati operaciones 
de eliminación. Citando se aplican a un sistema de ecuaciones, estas operaciones producen 
un sistema de ecuaciones equivalente. 


n 


MÈTODO DE ELIMINACIÓN 


i ) Intercambie dos ecuaciones cualesquiera en un sistema. 

ii) Multiplique una ecuación por una constante que no sea cero. 

iii ) Sume un mùltiplo constante que no sea cero de una ecuación del sistema a 
otra ecuación del mismo sistema. 


r\ 


A menudo agregamos un mùltiplo constante que no sea cero de una ecuación a otras 
ecuaciones del sistema con la intención de eliminar una variable de ellas. 

Por conveniencia, representamos estas operaciones por medio de los simbolos siguientes, 
donde la letra E signfica la palabra ecuación'. 

Ei <r-> Ej.' intercambiar la Lési ma ecuación con la j-ésima ecuación. 

kEj.' multiplicar la Lési ma ecuación por una constante k. 
kEj + Ej: multiplicar la Lési ma ecuación por k y agregar el resultado a la ecuación j. 

Al leer un sistema lineai de arriba abajo, E\ representa la primera ecuación, E 2 la segunda y 
asf sucesivamente. 

Con el mètodo de eliminación es posible reducir el sistema (4) de tres ecuaciones linea- 
les con tres variables a un sistema equivalente en forma triangular: 

(a\x + b[y + c[z = d[ 

< b' 2 y + c' 2 z = d 2 
{ c' 3 z = d' 3 . 

Se puede obtener fàcilmente una solución del sistema (si acaso existe) por medio de la sus- 
titución hacia atràs. En el ejemplo que sigue se ilustra el procedimiento. 


EJEMPLO 2 


Eliminación y sustitución hacia atràs 


Resuelva el sistema 


x + 2 y + z = — 6 
4x — 2 y — z = ~ 4 
2x — y + 3z = 19. 


Solución Primero eliminamos x de la segunda y tercera ecuaciones: 

x + 2 y + z = ~ 6Ì ( x + 2y + z = ~6 

4-v - 2y - z = -4 > < — 10y - 5s = 20 (5) 

2x - y + 3z = 19 J ( -5y + z = 31. 

Luego eliminamos y de la tercera ecuación y obtenemos un sistema equivalente en forma 
triangular: 

x + 2y + z = — ól [ (x + 2y + z = ~ 6 

— lOy - 5z = 20 > 2t: ~ > < -10v - 5z = 20 (6) 

—5y + z = 31 J [ \z = 21. 
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Llegamos a otra forma triangular equivalente al sistema originai si multiplicamos la tercera 

2 

ecuacion por y: 


x + 2y + Z = -6Ì 2 e (x + 2y + z = -6 
— lOy — 5z = 20 >— > < y + k =~2 

\z = 21 J [ z = 6. 

En este ùltimo sistema es evidente que z = 6. Utilizamos este valor y lo sustituimos hacia 
atràs en la segunda ecuación para obtener 

y=-\z- 2= 4(6) - 2 = -5. 

Por ùltimo, sustituimos y = — 5 y z = 6 en la primera ecuación para obtener 


x = -2y - z ~ 6 = —2( —5) - 6 - 6 = -2. 


La respuesta indica que los tres 
planos se intersecan en un punto 
corno se ilustra en la figura 


^ Por tanto, la solución del sistema es (—2, —5, 6). 


EJEMPLO 3 


Eliminación y sustitución hacia atràs 


Resuelva el sistema 


x + y + z = 2 

5x — 2y + 2z = 0 (7) 

8x + y + 5z = 6. 


Solución Usamos la primera ecuación para eliminar la variable x de las ecuaciones se¬ 
gunda y tercera y obtenemos el sistema equivalente 

x + y + z = 2Ì (x + y + z = 2 

5x -2y + 2z = 0 > ; >< ~ly - 3z = -10 

8x + y + 5z = 6j [ — ly — 3 z= —10. 


Este sistema, a su vez, equivale al sistema en forma triangular: 

x + y + z = 2 1 (x + y + z = 2 

-ly - 3z = -10 \ , ' , ì ly + 3z = 10 (8) 

—ly - 3z = -10 J [ 0z = 0. 


La respuesta indica que los dos 
planos se intersecan en una recta 
corno en la figura 13.1.2Ò). 


► 


En este sistema no podemos determinar valores ùnicos para x, y y z. Cuando mucho, 
podemos resolver dos variables en términos de la restante. Por ejemplo, de la segunda 
ecuación en (8) obtenemos y en términos de z: 


Sustituimos està ecuación por y en la primera ecuación para despejar x y obtenemos 

. / 3 , 10 \ , _ 0 _ 4,4 

X + (- 7 Z + — ) + Z — 2 O X — -yZ + y. 

Asi, en las soluciones de y y x podemos elegir el valor de z arbitrariamente. Si denotamos 

Z con el simbolo a, donde a representa un nùmero reai, entonces las soluciones del sistema 

4 4 3 10 

son todas tripletas ordenadas de la forma (—7 a + 7, — 7 cr + 7 , a). Hacemos hincapié en 
que para cualquier nùmero reai a, obtenemos una solución de (7). Por ejemplo, si asigna- 
mos a a un valor de 0, 1 y 2, obtenemos las soluciones (f, y, 0), (0, 1, 1) y (—f, f, 2), 
respectivamente. En otras palabras, el sistema es consistente y tiene una cantidad infinita 
de soluciones. = 
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En el ejemplo 3, no tiene nada de especial resolver (8) para ryjen términos de z. 
Por citar un caso, si resol vemos (8) para xyzen términos de y obtenemos la solución 
(| /3 — fi, — 5/3 + y), donde /3 es cualquier nùmero real. Observe que si establecemos el 
valor de [3 igual a y, 1 v 7, obtenemos las mismas soluciones en el ejemplo 3 correspondien- 
tes, a su vez, a a = 0, a = 1 y a = 2. 


EJEMPLO 4 


Sin solución 


Resuelva el sistema 


2x — y - z = 0 
2x + 3 y =1 

8jc -3z = 4. 


Solución Por el mètodo de eliminación, 

2x-y-z = 0l (2x - y - z = 0 

2* + 3y =1 Ì3flg 4v + z = 1 
8x —3z = 4 J [ 4v + z = 4 

2 x — y — z = 0 ì f 2x - y - z = 0 

4y + z = 1 >— El + E> > < 4y + z = 1 
4v - z = 4 J [ Oz = 3, 


se demuestra que la ultima ecuación Oz = 3 mirica se satisface con ningun valor de z, 
puesto que 0^3. Por tanto, el sistema es inconsistente y no tiene soluciones. = 


EJEMPLO 5 


Eliminación y sustitución hacia atràs 


Una fuerza de minima magnitud P se le aplica a un bloque de 300 libras que està sobre un 
plano inclinado para impedir que se resbale hacia abajo (FIGURA 13.1.3). Si el coeficiente 
de fricción entre el bloque y la superficie es de 0.4, entonces la magnitud de la fuerza de 
fricción es 0.4 N, donde N es la magnitud de la fuerza normal ejercida sobre el bloque por 
el plano. Puesto que el sistema està en equilibrio, las componentes horizontal y vertical 
de las fuerzas deben ser cero: 


fPcos30° + 0.4(Vcos30° — A/cos60° = 0 
\Psen30°+ 0.4(Vsen30°+ (Vcos60° - 300 = 0. 

Resuelva este sistema para P y N. 

Solución Usando sen 30° = cos 60° = \ y sen 60° = cos 30° = V3/2, simplificamos el 
sistema anterior a 


300 lb 



FIGURA 13.1.3 Plano inclinado para 
el ejemplo 5 


rV3P + (0.4V3 - i)n = 0 

\ P + (0.4 4- V3)iV = 600. 

Por eliminación, 

V3 P + (0.4V3 - \)N = 0 ì El - V3;y fV3 P + (0.4A/3 - l)N = 0 

P + (0.4 + V3)iV = 600 J \ —4 N = -600V3 

V3P + (0.4V3 - l)N = 0 \ -\ E ^ ( V3 P + (0.4V3 - l)N = 0 

—4iV = —600V3 / l N = 150V3. 
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La segunda ecuación del ùltimo sistema da N = 150V3 ~ 259.81 lb. Sustituimos este valor 
en la primera ecuación para obtener P = 150(1 — 0.4-V3) ~ 46.08 lb. 


■ Sistemas homogéneos Se dice que un sistema lineai en el que todos los términos cons- 
tantes son cero, corno 


o 


J ape + b x y = 0 
1 a 2 x + byy = 0 


ape + b x y + CiZ = 0 
a 2 x + bpy + c 2 z = 0 
ape + byy + c 3 z = 0 , 


( 10 ) 


Un sistema homogéneo es consis¬ 
tente incluso cuando el sistema 
lineai consta de m ecuaciones con 
n variables, donde m ^ n. 


es homogéneo. Observe que los sistemas (9) y (10) tienen las soluciones (0, 0) y (0, 0, 0), 
respectivamente. Una solución de un sistema de ecuaciones en el que cada una de las varia¬ 
bles es cero se llama solución cero o solución trivial. Puesto que un sistema lineai homogé- 
► neo siempre posee cuando menos la solución cero, tal sistema es siempre consistente. Ademàs 
de la solución cero, sin embargo, puede haber infinitas soluciones diferentes de cero. Para 
hallarlas se procede exactamente corno en el ejemplo 3. 


EJEMPLO 6 


Un sistema homogéneo 


Los mismos pasos dados para resolver el sistema del ejemplo 3 pueden usarse para resol¬ 
ver el sistema homogéneo relacionado 

( x + 2y + z =0 
\ 5x — 2y + 2z = 0 
l,8x + 2y + 5z = 0. 

En este caso, los pasos de eliminación resultan en 

{ x + y + z = 0 
ly + 3z = 0 
Oz = 0. 


Al escoger z = a, donde a es un nùmero reai, por la segunda ecuación del ùltimo sis¬ 
tema tenemos que y = a. Después, usando la primera ecuación, obtenemos x = —7 a. 
Por consi|uiente, las soluciones del sistema constan de todas las tripletas ordenadas de la 
forma (—7 a, —7 a, a). Nótese que para a = 0, obtenemos la solución trivial (0,0, 0), pero 
para, digamos, a = —7 llegamos a la solución no trivial (4, 3, —7). = 


El anàlisis de està sección es también aplicable a los sistemas de n ecuaciones lineales 
con n variables para n > 3. (Véanse los problemas 25 y 26 en los ejercicios 13.1.) 


13.1 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-34. 


En los problemas 1 a 26 resuelva el sistema lineai dado. Diga 
si el sistema es consistente, con ecuaciones dependientes o 
independientes, o si es inconsistente. 


(2x + y = 2 
\3x - 2y = -4 


f 2x - 2y = 1 
\3x + 5y = 11 
f 4x — y + 1 = 0 
\ x + 3y + 9 = 0 
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4. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 


I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

I 

( 

I 

( 

I 

I 

I 

I 


x — 4y +1=0 
3x + 2y — 1 = 0 

x - 2y = 6 
—0.5x + y = 1 

6 x - 4 v = 9 

— 3x + 2y= -4.5 

x - v = 2 
X + y = 1 

2x + y = 4 
2x + y = 0 

—x — 2y + 4 = 0 
5x + lOy — 20 = 0 

7x — 3y — 14 = 0 
x + y— 1=0 

x + y — z = 0 
x - y + z = 2 
2x + y - 4z = -8 

x + y + z = 8 
x — 2y + z = 4 
x + y - z = -4 

2 x + 6y + z = —2 
3x + 4y — z = 2 
,5x — 2y — 2z = 0 

x + ly — 4z = 1 
2x + 3y + z = — 3 
. —x — 18y + 13z = 2 

2 x + y + z = 1 
x - y + 2z = 5 
,3x + 4y — z = —2 

x + y — 5z=—1 
4x — y + 3z = 1 
,5x — 5y + 21z = 5 

x — 5v + z = 0 
lOx + y + 3z = 0 
4x + 2y — 5z = 0 

— 5x + y + z = 0 
4x — y =0 
2 x — y + 2 z = 0 

x — 3y = 22 
y + 6 z = —3 
,jx + 2z = 3 


{ 2 x — z = 12 
x + y = 7 
5x + 4z = —9 


{ —x + 3y + 2z = 2 
\x-\y - z = -1 

1 i i 2 2 

- 5 x + y + 3 Z = 3 

[ x + 6 y + z = 9 
22 . < 3x + y - 2z = 7 
[— 6 x + 3y + 7z = —2 

f x + y - z = 0 
23. < 2x + 2y - 2z = 1 
l.5x + 5y — 5z = 2 

{ x + y + z = 4 
2 x — y + 2 z = 11 
4x + 3y — 6 z = -18 

2x— y + 3z— w = 8 
x + y — z+ w = 3 
x— y + 5z — 3w = — 1 
6 x + 2 y + z — w = —2 

x — 2y+ z — 3vy = 0 
8 x — 8 y — z — 5vy = 16 
—x — y + 3w = —6 

4x — 7y + 3z — lOw = 2 



En los problemas 27 a 30 resuelva el sistema dado. 



x y z 


3 115 

-+-+-=- 

\x y z 2 

J 31og 10 x + log 10 y = 2 

29. \ 

I51og 10 x + 21 og 10 y = 1 

f cosx — seny = 1 

30. 

[ 2 cosx + seny = —1 

13.1 Sistemas de ecuaciones lineales 
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31. Las magnitudes 7) y T 2 de la tensión de los dos cables que 
se ilustran en la FIGURA 13.1.4 satisfacen el sistema de ecua- 
ciones 

7\cos25° — T 2 cos 15° = 0 
7 1 sen25° + T 2 senl5° — 200 = 0. 


38. Paràbola que pasa por tres puntos La paràbola y = ax 2 
+ bx + c pasa por los puntos (1, 10), (—1, 12) y (2, 18). 
Obtenga a, b y c. 

39. Àrea Obtenga el àrea del triàngulo rectàngulo que se 
ilustra en la FIGURA 13.1.5. 


Obtenga 7) y T 2 . 



FIGURA 13.1.4 Cables para el problema 31 

32. Si cambiamos la dirección de la fuerza de fricción de la 
figura 13.1.3 del ejemplo 5, el sistema de ecuaciones queda 
asf: 

7*008 30° — 0.41Vcos30° — A*cos60° = 0 
7*sen30° — 0.47Vsen30° + Asen60° — 300 = 0. 



40. Corriente De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchoff, 
las corrientes q, i 2 e z 3 del circuito en paratelo mostrado 
en la FIGURA 13.1.6 satisfacen las ecuaciones 


En este caso, 7* representa la magnitud de la fuerza que 
basta para empujar el bloque en dirección ascendente en 
el plano. Obtenga P y N. 


q + 2(q — i 2 ) + 0* 3 = 6 

3*2 + 4(z 2 — * 3 ) + 2 (* 2 — i 1 ) = 0 

2 z 3 + 4(z 3 — j 2 ) + 0*i = 12 


= Aplicaciones diversas 

33. Velocidad Un avión vuela 3 300 mi de Hawai a California 
en 5.5 h con viento de cola. De California a Hawai, volando 
contra el viento de la misma velocidad, el viaje dura 6 h. 
Determine la velocidad del avión y la velocidad del 
viento. 

34. ^Cuàntas monedas? Una persona tiene 20 monedas entre 
monedas de diez y veinticinco centavos, que suman en 
total $4.25. Determine cuàntas monedas de cada una tiene 
la persona. 

35. Nùmero de galones Un tanque de 100 galones se llena 
de agua en la que se disuelven 50 lb de sai. Un segundo 
tanque contiene 200 galones de agua con 75 lb de sai. 
(Guanto debe sacarse de ambos tanques y mezclarse para 
obtener una solución de 90 galones con \ lb de sai por 
galón? 

36. Juego de numeros La suma de tres numeros es 20. La 
diferencia de los primeros dos numeros es 5 y el tercer 
nùmero es 4 veces la suma de los primeros dos. Obtenga 
los numeros. 

37. ^Cuànto tiempo? Tres bombas Pi, P 2 y 7* 3 , trabajando 
en conjunto, llenan un tanque en dos horas. Las bombas 
7*i y P 2 pueden llenar el mismo tanque en 3 horas, mientras 
que las bombas P 2 y 7* 3 lo llenan en 4 horas. Determine 
cuànto tiempo tardarla cada bomba, por si sola, en llenar 
el tanque. 


Resuelva para q, i 2 e * 3 . 

1 ohm 3 ohms 2 ohms 





-\/W— 

2^óhms) ^ 4^ohmsj 



FIGURA 13.1.6 Circuito para el problema 40 


12 

volts 


41. A, B, C Cuando Beth se graduò de la universidad, habfa 
tornado 40 cursos en los que obtuvo calificaciones de A, 
B y C. Su promedio final fue de 3.125. Su promedio sólo 
en los cursos en los que recibió calificaciones de A y B 
fue de 3.8. Suponga que las calificaciones A, B y C valen 
cuatro puntos, tres puntos y dos puntos, respectivamente. 
Determine la cantidad de calificaciones A, B y C que 
obtuvo Beth. 

42. Conductividad Los rayos cósmicos son desviados hacia 
los polos por el campo magnètico de la Tierra, de forma 
tal que solamente los rayos con màs energia pueden penetrar 
las regiones ecuatoriales (FIGURA 13.1.7). Como resultado, 
la tasa de ionización y, por tanto, la conductividad a de la 
estratosfera son mayores cerca de los polos que cerca 
del ecuador. La conductividad puede aproximarse con 
la fòrmula 

a = (A + B sen 4 </>) 1/2 , 
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Rayos N 



FIGURA 13.1.7 Campo magnètico de 
la Tierra descrito en el problema 42 


donde (f> es la latitud y A y B son constantes que deben 
escogerse de modo que se ajusten a los datos fisicos. Las 
medidas del globo hechas en el hemisferio sur indicaron 


una conductividad de aproximadamente 3.8X10 12 sie¬ 
mens/metro a una latitud sur de 35.5° y 5.6 X 1CT 12 sie¬ 
mens/metro en 51° latitud sur (un siemen es el reciproco 
de un ohm, el cual es una unidad de resistencia eléctrica). 
Determine las constantes A y B. ^Cuàl es la conductividad 
a 42° latitud sur? 

= Para la discusión 

43. Determine las condiciones en aj, a 2 , b\ y h 2 para que el 
sistema lineai (9) tenga solamente la solución trivial. 

44. Determine un valor de k tal que el sistema 

2x - 3 y= 10 
6x — 9y = k 

sea a) inconsistente y h) dependiente 

45. Disene un sistema de dos ecuaciones lineales cuya solución 
sea (2, —5). 


| 13.2 Sistemas de ecuaciones no lineales 


■ Introducción Como puede observarse en la FIGURA 13.2.1, las gràficas de las paràbolas 
y = x 1 — 4x y y = — x 2 + 8 se intersecan en dos puntos. Asi, las coordenadas de los puntos 
de intersección deben satisfacer las dos ecuaciones siguientes: 


J y = x 2 — 4x 
ty = —x 2 + 8. 


( 1 ) 


Recuérdese, de las secciones 4.3 y 13.1 que toda ecuación que pueda escribirse en la forma 
ax + by + c = 0 es una ecuación lineai con dos variables. Una ecuación no lineai es sim- 
plemente una ecuación que, corno su nombre lo indica, no es lineai. Por ejemplo, en el sistema 
(1) las ecuaciones y = x 2 — 4x y y = —x 2 + 8 son no lineales. Llamaremos sistema de 
ecuaciones no lineales, o simplemente sistema no lineai, a un sistema de ecuaciones en el 
que por lo menos una de las ecuaciones no sea lineai. 

En los ejemplos siguientes usaremos los métodos de sustitución y eliminación que estu- 
diamos en la sección 13.1 para resolver sistemas no lineales. 



EJEMPLO 1 


Solución de (1) 


Encuentre las soluciones del sistema (1). 


Solución Puesto que la primera ecuación ya expresay en términos dex, sustituimos està 
expresión por y en la segunda ecuación para obtener una sola ecuación con una variable: 


x 2 — 4x = —x 2 + 8 


Simplificando la ùltima ecuación obtenemos una ecuación cuadràtica x 2 — 2x — 4 = 0, 
que resolveremos con la fòrmula cuadràtica: x = 1 — V5 y x = 1 + V5. Luego sustitui¬ 
mos hacia atràs cada uno de estos numeros en la primera ecuación de (1) para obtener los 
valores correspondientes de y. Esto da 
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Para escribir està solución se espe- 
cificaron los valores de las varia- 
bles. 



FIGURA 13.2.2 Rectàngulo del 
ej empio 3 


y = (1 - V5) 2 - 4(1 - V5) =2 + 2V5 
y y = (1 + V5) 2 - 4(1 + V5) = 2- 2V5. 

Asf, (1 — V5, 2 + 2V5) y (1 + V5, 2 — 2V5) son soluciones del sistema. 


EJEMPLO 2 


Resolución de un sistema no lineai 


Halle las soluciones del sistema 


fx 4 - 2 (\ 0 2y ) -3 = 0 

U - 10* = 0. 


Solución De la segunda ecuación, tenemos que x = 10 y y, por consiguiente, x 2 = 10 2v . 
Al sustituir este ùltimo resultado dentro de la primera ecuación tenemos 

x 4 - 2x 2 - 3 = 0, 
o (x 2 - 3KX 2 + 1) = 0. 

Puesto que x 2 + 1 > 0 para todos los numeros reales x, se deduce que x 2 = 3 o x = ± V3. 
Perox = 10* > 0 para toda y; por ende, debemos tornar x = V3. Resolviendo \/3 = 10 ' 
para y obtenemos 

y = logi 0 V3 o y = ^log 10 3. 

Por tanto, z = V3, y = jlog 10 3 es la ùnica solución del sistema. = 


EJEMPLO 3 


Dimensiones de un rectàngulo 


Considere un rectàngulo en el cuadrante I limitado por los ejes x y v y por la gràfica de 
y = 20 - x 2 (FIGURA 13.2 .2). Halle las dimensiones de tal rectàngulo si su àrea es de 16 
unidades cuadradas. 


Solución Sean (x, y) las coordenadas del punto P en la gràfica de y = 20 — x 2 mostrado 
en la figura. Entonces, el 


àrea del rectàngulo = xy o 16 = xy 
Asi obtenemos el sistema de ecuaciones 


(xy = 16 
\y = 20 - x 2 . 

La primera ecuación del sistema produce y = 16/x. Después de sustituir està expresión 
por y en la segunda ecuación obtenemos 


o 


16 

— = 20 — x 2 
x 


<— multiplìcar està ecuación por x 


16 = 20x — x 3 o x 3 — 20x + 16 = 0. 


Ahora, por el teorema de ceros racionales de la sección 6.4, las ùnicas raices racionales 
posibles de la ùltima ecuación son ±1, ±2, ±4, ±8 y ±16. Probando estos nùmeros por 
división sintètica, finalmente se demuestra que 

4J 1 0 -20 16 

_ 4 16 -16 

1 4 -4 |0 = r 
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y asi, 4 es una solución. Pero la división anterior da la factorización 


x 3 — 20x + 16 = (x — 4)(x 2 + 4x — 4) 


Aplicando la fòrmula cuadràtica a x 2 + 4x — 4 = 0 nos da dos rafces reales mas: 

-4 ± V32 


x = 


= -2 ± 2V2. 


E1 nùmero positivo — 2 + 2V2 es otra solución. Puesto que las dimensiones son positivas, 
rechazamos el nùmero negativo —2 — 2\/2. En otras palabras, hay dos rectàngulos con 
el àrea de 16 unidades cuadradas. 

Para hallar y usamos y = 16/jc. Si x = 4 entonces y = 4 y si x = —2 + 2\ // 2 « 0.083, 
entonces y = 16/(— 2 + 2V2) ~ 19.31. Asf, las dimensiones de los dos rectàngulos son 


4X4 y 0.83 X 19.31 (aproximadamente) 


Nota: en el ej empio 3 observamos que la ecuación 16 = 20x — x 3 fue obtenida multi- 
plicando la ecuación que la precede por x. Recuerde: cuando las ecuaciones se multiplican 
por una variable existe la posibilidad de introducir una solución extrana. Para asegurarse de 
que éste no sea el caso, usted debe comprobar cada solución. 


EJEMPLO 4 


Resolver un sistema no lineai 


Halle las soluciones del sistema 


f x 2 + y 2 = 4 
\ -2x 2 + ly 2 = 7. 


Solución Como preparación para eliminar el término x 2 , empezamos multiplicando la 
primera ecuación por 2. El sistema 


I 2jt + 2y 2 = 8 
\-2jc 2 + ly 2 = 1 


( 2 ) 


es equivalente al sistema dado. Ahora, sumàndole la primera ecuación de este ùltimo 
sistema a la segunda, obtenemos otro sistema equivalente al originai. En este caso, hemos 
eliminado x 2 de la segunda ecuación: 

px 2 + 2y 2 = 8 
l 9y 2 = 15. 

De la ùltima ecuación advertimos que y = ± 5 VT 5 . Sustituyendo estos dos valores de y 
en x 2 + y 2 = 4 resulta 


x 2 + f = 4 o x 2 = f 

por consiguiente, x = ± 5 \/ 2 T. Entonces, ( 3 V 2 T, 3 VT 5 ), (— 3 V 2 T, 3 V 15), ( 5 V 2 T, — 5 VT 5 ) 
y (— 5 V 2 T, — 5 VT 5 ) son todas soluciones. Las gràficas de las ecuaciones dadas y los 
puntos correspondientes a los pares ordenados se presentan en la FIGURA 13.2.3. = 


En el ejemplo 4 observamos que el sistema también puede resolverse por el metodo de 
sustitución si reemplaza, por decir algo, y 2 = 4 — x 2 en la segunda ecuación. 

En el ejemplo que sigue utilizamos la tercera operación de eliminación para simplificar 
el sistema antes de aplicar el mètodo de sustitución. 


y. 



FIGURA 13.2.3 Intersección de 
un cuculo y una hipérbola del 
ejemplo 4 
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■ Resolución de un sistema no lineai 

Encuentre las soluciones del sistema 


EJEMPLO 5 


f x 2 - 2x + y 2 = 0 
U 2 - 2y + y 2 = 0. 


Solución Al multiplicar la primera ecuación por — 1 y sumarle el resultado a la segunda, 
eliminamos x 2 y y 2 de la ecuación: 

( x 2 - 2x + y 2 = 0 
\ 2x — 2y = 0. 


La segunda ecuación del ultimo sistema implica que y = x. Al sustituir està expresión en 


y, 

x 2 + (y-l) 2 =i 

la primera ecuación, produce 



x 2 — 2x + x 2 = 0 o 2x(x — 1) = 0 

1 ^***— * 

"Va, i) 

i , 

Se deduce que x = 0, x = 1 y correspondientemente, y = 0, y = 1. Asf, las soluciones del 
sistema son (0, 0) y ( 1,1). = 

(0, 0) 

^ 1 f > 

Al completar el cuadrado en x y y podemos escribir el sistema del ejemplo 5 corno 

- 

(JC — 1 ) 2 + y 2 = 1 

f(x - l) 2 + y 2 = 1 

Ix 2 + (y - l) 2 = 1. 

FIGURA 13.2.4 Intersección de 
cfrculos del ejemplo 5 

En este sistema vemos que ambas ecuaciones describen circunferencias de radio r = 1. Las 
circunferencias y sus puntos de intersección se ilustran en la FIGURA 13.2.4. 

_ 



13.2 

| Ejercicios 

Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-34. 


En los problemas 1 a 6, determine gràficamente si el sistema 
no lineai dado tiene alguna solución. 


1 . 


! '{ 

J '{ 

l ì 

s 'ì 

s 'ì 

n los 

’■{ 




y = 3x 
x 2 + y 2 = 4 


x = 5 

fy = 2x — 1 

x = y 2 

9 ‘ \y = x 2 

’y = 3 

lx + V = 1 

(x + l) 2 + y 2 = 10 

o 

II 

1 

X 

o 

xr + y = -1 

f 64x + y = 1 

x 2 + y = 4 

11. < . 

lx 3 — y = -1 

x + y = 5 

1 

II 

U> 

.x 2 + y 2 = 1 

lx 2 + y 2 = 9 

x 2 + y 2 = 1 


x 2 — 4x + y 2 = —3 

II 


13. < , 6 

y = 2 X - 1 

V = - + 1 

y = log 2 (x + 2) 

l y 


fy = 2V2x 2 

§ problemas 7 a 42, resuelva el sistema no lineai dado. 

14 \y = Vx 

y = x 

Jxy = 1 

y 2 = x + 2 

lx + y = 1 
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16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 


{ 

{: 

{: 

{. 

{ 


xy = 3 
x + y = 4 


xy = 5 
x 2 + y 2 = IO 


= 1 


? = y 2 + 2 
lóx 2 — y 4 = 16 y 

y + y = y 

+ 3y = 26 
y = x(x + 1) 

(x 2 — y 2 = 4 
{2x 2 + y 2 = I 

3X 2 + 2;y 2 = 4 
x 2 + 4y 2 = 1 

x 2 + y 2 = 4 
x 2 - 4x + y 2 - 2y = 

x 2 4- y 2 - 6y = -9 
x 2 + 4x + y 2 = — 1 

x 2 + y 2 = 5 
J = x 2 - 5 


{ 

{: 

{: 

t 

{ 


y = x(yc — 6x + 8' 
y + 4 = (x - 2) 2 

f (x - v) 2 = 4 

l(x + y) 2 = 12 

f (x - y) 2 = 0 
l(x + y) 2 = 1 


{ 

{ 

{ 

{ 


y = senx 
y = cosx 


y = cosx 
2_y tanx = V3 

2 y sen x = 1 
y = 2senx 

y = sen2x 
y = senx 


[y = logiox 

ly = 5 + 41og 10 x 

fx + logioy = 2 
\y + 15 = 10* 

flogioCx 2 + y) 2 = 8 
\y = 2x + 1 


36. 

37. 

38. 


flogiox = y - 5 
17 = y - log 10 (x + 6) 
fx = 3 y 
\x = 9 y - 20 
fy = y 

\ V5x = log 2 y 


{ 2x + A = 0 
2y + A = 0 
xy — 3 = 0 


{ —2x 4- A = 0 
y — yA = 0 
y 2 - x = 0 

{ y 2 = 2xA 
2xy = 2yA 
x 2 + y 2 - 1=0 


{ 8x + 5_y = 2xyA 
5x = x 2 A 
x 2 y — 1 000 = 0 


= Aplicaciones diversas 

43. Dimensiones de un corrai E1 perimetro de un corrai rec- 
tangular mide 260 pies y su àrea es de 4 000 pies 2 . (i Qué 
dimensiones tiene? 

44. Rectangulo inserito Obtenga las dimensiones del o los 
rectàngulos con àrea de 10 cm 2 inscritos en el triàngulo 
que forman la recta azul y los dos ejes de coordenadas que 
se muestran en la FIGURA 13.2.5. 



FIGURA 13.2.5 Rectangulo 
para el problema 44 


45. Suma de areas La suma de los radios de dos efreulos es 
8 cm. Obtenga los radios si la suma de las àreas de los 
efreulos es 327r cm 2 . 

46. Intersección de circulos Encuentre los dos puntos de 
intersección de los efreulos que se ilustran en la FIGURA 
13.2.6 si el radio de cada uno es de f. 
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FIGURA 13.2.6 Cfrculos 
para el problema 46 


50. Dimensiones de un cilindro El volumen de un cilindro 
circular recto es de 6377 in 3 , y la altura h es 1 pulgada mas 
grande que el doble del radio r. Obtenga las dimensiones 
del cilindro. 


= Para el anàlisis 

51. La tangente de una elipse se define exactamente corno la 
tangente de un cfrculo, es decir, una linea recta que toca 
la elipse en un solo punto (X|, vi )- [Véase el problema 42 
de los ejercicios 4.3.] Se puede demostrar (véase el pro¬ 
blema 52) que una ecuación de la tangente en un punto 
dado (Xj, Vi) en una elipse x 2 / a 2 + y 2 lb 2 = 1 es 


47. Proporción àurea La proporción àurea del rectàngulo 
ilustrado en la FIGURA 13.2.7 se define por 


yy i 

a 2 b 2 


(3) 


x y 
y x + y' 

Està proporción se usa a menudo en arquitectura y pintura. 
Obtenga las dimensiones de hoja de papel rectangular que 
contiene 100 pulg~ que satisfacen la proporción àurea. 



FIGURA 13.2.7 Rectàngulo 
para el problema 47 


48. Longitud La hipotenusa de un triàngulo rectàngulo mide 
20 cm. Obtenga la longitud de los restantes dos lados si el 
màs corto mide la mitad de la longitud del lado màs 
largo. 

49. Caja sin tapa Se fabricarà una caja con base cuadrada y 
sin tapa (FIGURA 13.2.8). El volumen de la caja serà 32 ft 3 , 
y el àrea combinada de los lados y el fondo medirà 68 ft 2 . 
Halle las dimensiones de la caja. 


a ) Encuentre la ecuación de la tangente a la elipse 
x 2 /50 + y 2 / 8 = 1 en el punto (5, —2). 

b ) Escriba su respuesta en la forma de y = mx + b. 

c ) Trace la elipse y la tangente. 

52. En este problema, se le guiarà paso a paso para derivar la 
ecuación (3). 

a ) Otra forma de la ecuación x 2 /« 2 + y 2 /b 2 = 1 es 

b 2 x 2 + a 2 y 2 = a 2 b 2 

En vista de que el punto (xi, Vi) se encuentra sobre la 
elipse, sus coordenadas deben satisfacer la ecuación 
anterior: 

b 2 xf + a 2 y 2 = a 2 b 2 . 

Demuestre que 

^(x 2 - x?) - a 2 (y 2 - yf) = 0. 

b) Usando la forma punto-pendiente de una recta, la tan¬ 
gente en (xi, yi) es y — yq = m(x — x{). Use la susti- 
tución en el sistema 



f ^(x 2 — x 2 ) + a 2 (y 2 — V 2 ) = 0 

\y ~ yi = m(x ~ Xi) 

para demostrar que 



FIGURA 13.2.8 Caja abierta 
del problema 49 


b 2 (x 2 — x 2 ) + a 2 m 2 (x — x^ 2 + 2 cemy^x — x^ = 0. 

(4) 

La ùltima ecuación es una ecuación cuadràtica en x. 
Explique por qué xi es una raiz repetida o una raiz de 
multiplicidad 2. 
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c) Factorizando, (4) se transforma en 


b 2 (x + X \) + a 2 m 2 (x — x{) + 2a 2 my\ = 0. 


(x — x 1 )[b 2 (x + Xj) + a 2 m 2 (x — x{) + 2a 2 my { J = 0 
y, por tanto, debemos tener 


Use la ùltima ecuación para obtener la pendiente m 
de la tangente en (xi, y | ). Para terminar el problema, 
obtenga la ecuación de la tangente corno està dada 
en (3). 


I 

■ Introducción Cuando dos funciones racionales, digamos,/(x) =- y g(x) = - 

x + 5 x + 1 

se suman, los términos se combinan por medio de un comun denominador: 

-A- + _L_ = _^(*_±A) + (!) 

x + 5 x+1 x + 5Vx+l/ x + 1 \x + 5/ 

Al sumar los numeradores del miembro (lado) derecho de (1) obtenemos la expresión 
racional 


13.3 Fracciones parciales 


(x + 5)(x + 1) 

Un procedimiento importante en el estudio de càlculo integrai requiere que podamos invertir 
el proceso; en otras palabras, a partir de una expresión racional corno (2), la dividimos o 
descomponemos en las fracciones componentes mas sencillas 2/(x + 5) y l/(x +1), que se 
conocen corno fracciones parciales. 

■ Terminologia El proceso algebraico para descomponer una expresión racional corno (2) 
en fracciones parciales se denomina descomposición en fracciones parciales. Por conve- 
niencia, supondremos que la función racional P(x)/Q(x), con Q(x) # 0, es una fracción 
propia o expresión racional propia; es decir, el grado de P(x) es menor que el grado de 
Q(x). Ademàs, supondremos una vez mas que los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores 
comune s. 

En la explicación que sigue consideramos cuatro casos de descomposición en fracciones 
parciales de P(x)/Q(x). Los casos dependen de los factores en el denominador Q(x). Cuando 
el polinomio <2(x) se factoriza corno producto de (ax + h f y ( ax 2 + bx + c) m , con n = 1,2, 
... y m= 1,2,..., donde los coeficientes a, b, c son numeros reales y el polinomio cuadràtico 
ax 2 + bx + c es irreducible en los numeros reales (esto es, no se factoriza usando numeros 
reales), la expresión racional P(x)/Q(x ) se puede descomponer en una suma de fracciones 
parciales de la forma 


C k 

(ax + b) k 


A k x "f B k 
(ax 2 + bx + c) k 


CASO 1 


Q(x ) contiene sólo factores lineales no repetidos 


Planteamos lo siguiente con base en el àlgebra y sin comprobación. Si el denominador puede 
factorizarse por completo en factores lineales, 


Q(x ) = (a^x + è 1 )(a 2 x + b 2 ) ••• (fl„x + b n ) 


13.3 Fracciones parciales 
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donde todos los a ,x + b it con i = 1,2, n son distintos (es decir, ningun factor es igual a 
otro), entonces se pueden obtener constantes reales unicas Cj, C 2 , C„ tales que 

^^— + ■ ■ ■ +-——. (3) 

Q(x) a,x + bi a 2 x + b 2 a„x + b n 

En lapràcticausaremos las letras A, B, C, ... en lugar de los coeficientes con sublndices Cj, 
C 2 , C3, ... En el ejemplo siguiente se ilustra este primer caso. 


EJEMPLO 1 


Factores lineales distintos 


Para descomponer 


2x + 1 


en fracciones parciales individuales suponemos, con 


(x - l)(x + 3) 

base en la forma dada en (3), que la función racional se puede escribir asf: 


2x + 1 


B 


—-4- 

(x — 1 ) (x + 3) x — 1 x + 3 


(4) 


Ahora quitamos las fracciones de (4); para elio, podemos combinar los términos del 
miembro derecho de la igualdad con un minimo comun denominador e igualar los nume- 
radores, o simplemente multiplicando ambos miembros de la igualdad por el denominador 
(x — I )(x + 3) del miembro izquierdo. De un modo u otro, llegamos a 

2x + 1 = A(x + 3) + B(x - 1) (5) 


Multiplicamos el miembro derecho de (5) y agrupamos por potencias de x para obtener 
2x + 1 = A(x + 3) + B(x - 1) = (A + B)x + (3A - E) (6) 


Cada una de las ecuaciones (5) y (6) es una identidad, lo que significa que la igualdad es 
vàlida para todos los valores reales de x. En consecuencia, los coeficientes de x del miem¬ 
bro izquierdo de (6) tienen que ser los mismos que los coeficientes de las correspondien- 
tes potencias de x del miembro derecho, es decir, 

[-igual- l 

2x 4- lx° = (A + B)x + (3A - B)x°. 

4 - igual ---1 

El resultado es un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables A y B: 


12= A+B 
\ 1 = 3 A - B. 


(7) 


. 3 

Sumando las dos ecuaciones obtenemos 3 = 4A y, por tanto, tenemos que A = 4 . Sustituimos 
este valor en cualquiera de las ecuaciones de (7) y obtenemos B = \. Por tanto, la descom- 
posición deseada es 


2x + 1 

(x - l)(.r + 3) 



4- 


5 

4 

x + 3 


Dejamos a su cargo comprobar este resultado; para elio, combine los términos del miem¬ 
bro derecho de la ùltima ecuación por medio de un comun denominador. = 


Un mètodo abreviado que vale la pena conocer Si el denominador contiene, por ejemplo, 

4x 2 — x 4- 1 

tres factores lineales, corno en -—— ^ w -—, entonces la descomposición en 


(x — l)(x 4- 3)(x — 6) 


fracciones parciales es asf: 


4x 2 — x 4- 1 
(x - l)(x 4- 3)(x - 6) 


ABC 

- + - 4- -. 

x— 1 x 4 3 x — 6 
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Siguiendo los mismos pasos del ejemplo 1, tenemos que el anàlogo de (7) està formado 
ahora por tres ecuaciones con tres incógnitas, A, B y C. El punto es éste: cuantos màs facto- 
res lineales haya en el denominador, tanto màs grande serà el sistema de ecuaciones que 
tendremos que resolver. Hay un procedimiento que vale la pena aprender para ahorrarnos 
algunas de las operaciones algebraicas. Para ilustrar, volvamos a la identidad (5). Puesto que 
la igualdad es vàlida para cada valor de x, es vàlida también para x = 1 y x = —3 , los ceros 
del denominador. Si establecemos x = 1 en (5) nos da 3 = 4 A, de lo que de inmediato se de- 
duce que A = 4 . Del mismo modo, si establecemos x = —3 en (5), obtenemos —5 = (—4)5 
oB = Ì 


CASO 2 


Q(x) contiene factores lineales repetidos 


Si el denominador Q(x) contiene un factor lineai repetido (ax + b)'\ con n > 1, se pueden 
encontrar constantes reales unicas C\, C 2 , ■ ■■, C„ tales que la descomposición en fracciones 
parciales de P(x)/Q(x) contenga los términos 


Ci | C 2 
ax + b (ax + b ) 2 


+ ■ ■ ■ + 


C„ 


(ax + b) n 


( 8 ) 


EJEMPLO 2 


Factores lineales repetidos 


Para descomponer ——-en fracciones parciales, en primer lugar observamos que 

x (1 ) 

el denominador consta del factor lineai repetido x y el factor lineai no repetido 2x — I. 
Con base en las formas dadas en (3) y ( 8 ) suponemos que 


de acuerdo con el caso 2 de acuerdo con el caso 1 

6x — \ A B C D . . 

-= - + — + — 4--. 9 

x 3 (2x — 1) x x 2 x 3 2x — 1 

Multiplicando (9) por x 3 (2x — 1 ) se eliminan las fracciones y se obtiene 

6x — 1 = Ax 2 (2x - 1) + Bx(2x - 1) + C(2x - 1) + Dx 3 (10) 

o 6x - 1 = (2A + D)x 3 +(~A + 2B)x 2 + (-B + 2Qx - C. (11) 

Ahora los ceros del denominador en la expresión originai son x = 0 y x = j. A continua- 
ción, si establecemos x = 0yx = jen (10), obtenemos, a su vez, que C = 1 y D = 16. 

Puesto que el denominador de la expresión originai sólo tiene dos ceros distintos, para 

obtener A y B igualando los coeficientes correspondientes de x 3 y x 2 en ( 11 ) : ^ Los coeficientes de v 3 y v 2 del 

miembro izquierdo de ( 11 ) 

0 = 2 A + D, 0 = —A + 2B. ambos son 0. 


Usando el valor conocido de D, la primera ecuación resulta en A = —D/2 = — 8 . Entonces, 
la segunda da B = A/2 = —4. La descomposición en fracciones parciales es 

6x - 1 _ _8 _ 4_ j_ 16 

x 3 (2x - 1 ) ~ x x 2 x 3 2x - 1' 


CASO 3 


Q(x ) contiene factores cuadràticos irreducibles no repetidos 


Si el denominador <2(x) tiene factores cuadràticos irreducibles no repetidos a ,x 2 + b t x + c h 
se pueden encontrar constantes reales unicas A h A 2 , A„, B h B 2 , ..., B n tales que la des¬ 

composición en fracciones parciales de P(x)/Q(x) contenga los términos 



A 2 x + B 2 
+ b 2 x + c 2 


+ 



( 12 ) 
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Use la fòrmula cuadràtica. Para 
cualquiera de los dos factores, 
encontrarà que b 2 — 4 ac < 0. 


EJEMPLO 3 


Factores cuadràticos irreducibles 


Para descomponer 


4x 


en fracciones parciales, primero observamos 


(.x 2 + IX* 2 + 2x + 3) 
que los polinomios cuadràticos x 2 + 1 y x 2 + 2x + 3 son irreducibles en los numeros 
reales. Por tanto, por (12) suponemos que 


4x 


Ax + B 


+ 


Cx + D 


(x 2 + lXx 2 + 2x + 3) x 2 + 1 x 2 + 2x + 3 
Después de eliminar las fracciones en la ecuación precedente, tenemos 

4x = {Ax + BXx 2 + 2x + 3) + (Cx + D)(x 2 + 1) 

= {A + B)x 3 + (2 A+ B + D)x 2 + (3 A + 2B + Qx + (3 B + D) 


Como el denominador de la fracción originai no tiene ceros reales, no nos queda mas 
remedio que formar un sistema de ecuaciones mediante la comparación de los coeficien- 
tes de todas las potencias de x: 

{ 0 = A + C 
0 = 2 A + B + D 
4 = 3A + 2B + C 
0 = 3 B + D. 

Usando C = —A y D = — 3B de la primera y cuarta ecuaciones podemos eliminar C y D 
en la segunda y tercera ecuaciones: 

f0 = A- B 
[2= A + B. 

La resolución de este sistema de ecuaciones mas sencillo resulta enA = 1 y B = 1. Por 
ende, C = — 1 y D = —3. La descomposición en fracciones parciales es 

4x x + 1 x + 3 _ 

(x 2 + l)(x 2 + 2x + 3) x 2 + 1 x 2 + 2x + 3 


CASO 4 


Q(x) contiene factores cuadràticos irreducibles repetidos 


Si el denominador <2(x) contiene un factor cuadràtico irreducible repetido (ax 2 + bx + c) n , 
con n > 1, se pueden hallar constantes reales ùnicas A h A 2 , ..., A n , B h B 2 , ..., B n tales que 
la descomposición en fracciones parciales de P(x)/Q(x) contenga los términos 


+ B A 2 x + B 2 A„x + B„ 

ax 2 + bx + c {ax 2 + bx + c) 2 (ax 2 + bx + c)" 


(13) 


EJEMPLO 4 


Factor cuadràtico repetido 


Descomponga - 


■ en fracciones parciales. 


(x 2 + 4) 2 

Solución El denominador contiene sólo el factor cuadràtico irreducible repetido x 2 + 4. 
Como se indica en (13) suponemos una descomposición de la forma 


(x 2 + 4) 2 


Ax + B Cx + D 
x 2 + 4 + (x 2 + 4) 2 ' 


Al eliminar las fracciones multiplicando ambos miembros de la igualdad precedente por 
(x 2 + 4) 2 obtenemos 


x 2 = {Ax + BXx 2 + 4) + Cx + D 


(14) 
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Como en el ejemplo 3, el denominador de la ecuación originai no tiene ceros reales y, por 
tanto, debemos resolver un sistema de cuatro ecuaciones para A, B, C y D. Con ese fin, 
reescribimos (14) corno 

Ox 3 + lx 2 + Ox + 0x° = Ax 3 + Bx 2 + (4 A + C)x + (4 B + D)x° 

y comparamos los coeficientes de potencias semejantes (igualamos los colores) para 
obtener 


{ 0 = A 
1 =* 

0 = 4 A + C 
0 = 4 B + D. 

Con este sistema obtenemos que A = 0, B = l,C = 0yZ) = —4. La descomposición 
requerida en fracciones parciales es 

x 2 _ 1 _ 4_ 

(x 2 + 4) 2 ~ x 2 + 4 (x 2 + 4) 2 ' 


EJEMPLO 5 


Combinación de casos 


Determine la forma de la descomposición de--—-- -, 

(x- 5)(x+ 2) 2 (x 2 + l ) 2 


Solución El denominador contiene un solo factor lineai x — 5, un factor lineai repetido 
x + 2 y un factor cuadràtico irreducible repetido x 2 + 1. Por los casos 1, 2 y 4, la forma 
que asume la descomposición en fracciones parciales es 

Caso 1 Caso 2 Caso 4 

x + 3 A B C Dx + E Fx + G 

(x — 5)(x + 2) 2 (x 2 + l) 2 x — 5 x + 2 (x + 2) 2 x 2 + 1 (x 2 + l) 2 


Notas del aula 


A lo largo de la explicación anterior supusimos que el grado del numerador P(x) era menor 
que el grado del denominador <2(x). Sin embargo, si el grado de P(x) es mayor o igual que 
el de <2(x), entonces P(x)/Q(x) es una fracción impropia. Aun asi podemos hacer la des¬ 
composición en fracciones parciales, pero el proceso comienza con una división larga 
hasta obtener un polinomio corno cociente y una fracción propia. Por ejemplo, la división 
larga da 



fracción impropia fracción propia 

l l 

x 3 + x — 1 lOx — 1 

- -r. - = X 4- 3 H-. 

x — 3x x(x — 3) 


A continuación, usamos el caso 1 para terminar el problema con la descomposición del 
término de la fracción propia en la ùltima igualdad: 


x 3 + x — 1 lOx — 1 

—^-= x + 3 H- 

x — 3x x(x — 3) 


x + 3 + - + 
x 


29 

3 


3' 
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13.3 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-34. 



los problemas 1 a 24, obtenga la descomposición en frac- 2x + 10 

nes parciales de la expresión racional dada. 16- jv 1 + v 

1 

4x 2 + 4x — 6 

x(x + 2) 

(2x — 3)(x 2 — x + 1) 

2 

2X 2 — x + 7 

x(4x — 1) 

13 ' (x — 6)(x 2 + x + 5) 

—9x + 27 

t + 8 

x 2 — 4x — 5 

19. f 4_ 1 

—5x + 18 

v 2 + 1 

x 2 + 2x — 63 

20 ' y 3 - 1 

2x 2 — x 

x 3 

(x + 1 ) (x + 2)(x + 3) 

21 ' (x 2 + 2)(x 2 + 1) 

1 

x - 15 

x(x — 2)(2x — 1 ) 

22 ' (x 2 + 2x + 5)(x 2 + 6x + 10) 

3x 

(x + l) 2 

x 2 — 16 

23 ' (x 2 + l) 2 

lOx - 5 

2x 2 

25x 2 - 1 

24 ' (x - 2)(x 2 + 4) 2 

5x — 6 

En los problemas 25 a 30, primero use la división larga 

(x - 3) 2 

seguida por la descomposición en fracciones parciales. 

5-r 2 — 25x + 28 

x 5 

x 2 (x — 7) 

25 - X 2 - 1 

1 

(x + 2) 2 

x 2 (x + 2) 2 

26, x(x + 3) 

—4x + 6 

x 2 — 4x + 1 

(x - 2) 2 (x - l) 2 

27 ' 2x 2 + 5x + 2 

3x - 1 

x 4 + 3x 

x 3 (x — l)(x + 3) 

23 x 2 + 2x + 1 

x 2 — X 

X 6 

x(x + 4) 3 

2 ^‘ x 3 — 2X 2 + x — 2 

6x 2 - 7x + 11 

x 3 + X 2 — X + 1 

(x - 1 ) (x 2 + 9) 

x 3 + 3X 2 + 3x + 1 

1 
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io. 


11 


12 . 


13. 


14. 


15. 


■ Introducción En el capitulo 3 resolvimos desigualdades lineales y no lineales con una 
sola variable x y después graficamos el conjunto solución de la desigualdad en la recta numè¬ 
rica. En està sección centraremos la atención en las desigualdades que tienen dos variables x 
y y. Por ejemplo, 

x + 2y — 4 > 0, y<x 2 +l, x 2 + y 2 > 1 
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son desigualdades con dos variables. Una solución de una desigualdad con dos variables es 
cualquier par ordenado de numeros reales (x 0 , >’o) que satisfaga la desigualdad, es decir, que 
dé por resultado una expresión vàlida, cuando Xq y y 0 sustituyen a x y y, respectivamente. La 
gràfica del conjunto solución de una desigualdad con dos variables està compuesta por todos 
los puntos del plano cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad. 

Muchos resultados obtenidos en cursos de matemàticas de nivel superior son vàlidos 
sólo en una región especializada del plano xy o del espacio tridimensional, y estas regiones 
se definen a menudo por medio de sistemas de desigualdades con dos o tres variables. En 
està sección consideramos sólo sistemas de desigualdades con dos variables, xy y. 

Empezamos con las desigualdades lineales con dos variables. 


y, 


Semiplano 

Semiplano 


ax + by 

+ 



a) 


■ Semiplanos Una desigualdad lineai con dos variables x y y es toda desigualdad que 
tiene una de estas formas 


ax + by + c < 0, 

ax + by + c > 0 

(1) 

ax + by + c £ 0, 

ax + by + c & 0 

(2) 


Como las desigualdades en (1) y (2) tienen una cantidad infinita de soluciones, la notación 

{ (x, y) | ax + by + c < 0 j, { (x, y) \ ax + by + c £ 0}, 

etcétera, se usa para representar un conjunto de soluciones. Geomètricamente, cada uno de 
estos conjuntos describe un semiplano. Como se muestra en la FIGURA 13.4.1, la gràfica de la 
ecuación lineai ax + by + c = 0 divide el plano xy en dos regiones, o semiplanos. Uno de 
estos semiplanos es la gràfica del conjunto de soluciones de la desigualdad lineai. Si la des¬ 
igualdad es estricta, corno en (1), dibujamos la gràfica de ax + by + c = 0 corno una linea 
discontinua, ya que los puntos de la recta no estàn en el conjunto de soluciones de la des¬ 
igualdad [figura 13.4.la)]. Por otro lado, si la desigualdad no es estricta, corno en (2), el 
conjunto de soluciones incluye los puntos que satisfacen ax + by + c = 0 y, en consecuen- 
cia, trazamos la gràfica de las ecuaciones corno una linea continua [figura 13.4.li?)]. 



b) 


FIGURA 13.4.1 Una sola recta 
determina dos semiplanos 


EJEMPLO 1 


Gràfica de una desigualdad lineai 


Trace la gràfica de la desigualdad lineai 2x — 3y > 12. 


Solución Primero graficamos la recta 2x — 3y = 12, corno se ilustraenla FIGURA 13.4.2a). 
Resolviendo la desigualdad dada para y queda 



(3) 


Como la coordenada y de cualquier punto (x, y) en la gràfica de 2x - - 3y & 12 debe satis- 
facer (3), concluimos que el punto (jc, y) debe estar situado en o por debajo de la gràfica 
de la recta. Este conjunto solución es la región sombreada en azul de la figura 13.4.2 b). 
Por otra parte, sabemos que el conjunto 

{ (x, y)\2x — 3y — 12 >0} 


describe un semiplano. Por consiguiente, podemos determinar si la gràfica de la desigual¬ 
dad incluye la región por encima o por debajo de la recta 2x — 3y = 12; para elio hay 
que determinar si un punto de prueba que no esté en la recta, corno (0, 0), satisface la 
desigualdad originai. Sustituyendo x = 0, y = 0 en 2x — 3y > 12 da 0 & 12. Està propo- 
sición falsa implica que la gràfica de la desigualdad es la región del otro lado de la recta 
2x — 3 y = 12, es decir, el lado que no contiene el origen. Observe que el semiplano azul 
de la figura 13.4.2/?) no contiene el punto (0, 0). = 




FIGURA 13.4.2 Semiplano del 
ejemplo 1 
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En generai, dada una desigualdad lineai de las formas en (1) o (2), para graficar las 
soluciones procedemos de està manera: 

• Graficamos la recta ax + by + c = 0. 

• Seleccionamos un punto de prueba que no esté situado en està recta. 

• Sombreamos el semiplano que contiene el punto de prueba si sus coordenadas satis- 
facen la desigualdad originai. Si no es asr, sombreamos el otro semiplano. 


y* 

\ _ 
\ 

\ - 
\ 

\- 

\ 

\ 3x + v = 

\ 

\ 

\l Ir 


\l 1 » 

\ 

- \ 


\ 

- 


\ 


FIGURA 13.4.3 Semiplano del 
ejemplo 2 


EJEMPLO 2 


Gràfica de una desigualdad lineai 


Grafique la desigualdad lineai 3x + y — 2 < 0. 


Solución En la FIGURA 13.4.3 graficamos 3x + y = 2 corno una linea discontinua, puesto 
que no formarà parte del conjunto solución de la desigualdad. Luego seleccionamos (0, 0) 
corno punto de prueba que no està en la recta. En vista de que al sustituir x = 0, y = 0 en 
3x + y — 2 < 0 obtenemos la proposición verdadera — 2 < 0, sombreamos la región del 
plano que contiene el origen. = 


■ Sistema de desigualdades Decimos que (x 0 , y 0 ) es una solución de un sistema de 
desigualdades cuando es miembro del conjunto de soluciones comun a todas las desigual¬ 
dades. En otras palabras, el conjunto solución de un sistema de desigualdades es la intersec- 
ción de los conjuntos solución de cada desigualdad del sistema. 

En los dos ejemplos siguientes graficamos el conjunto solución de un sistema de des¬ 
igualdades lineales. 


EJEMPLO 3 


Sistema de desigualdades lineales 


x= 1 

y = 2 



FIGURA 13.4.4 Conjunto solución 
del ejemplo 3 


Grafique el sistema de desigualdades lineales 


fx > 1 

ly =£ 2 . 


Solución Los conjuntos 

{(x,y)lx>l) y I (x, y)ly < 2} 

representan los conjuntos de soluciones de cada desigualdad. Estos conjuntos se ilustran 
en la FIGURA 13.4.4 sombreados de azul y rojo, respectivamente. Las soluciones del sistema 
dado son los pares ordenados en la intersección 

{(x, y)lx > 1 } fi {(x, y)ly s2} = {(x, y)lx > 1 y y < 2} 

Este ùltimo conjunto es la región de color mas oscuro (superpuesta a los colores rojo y 
azul) que se muestra en la figura. = 


EJEMPLO 4 


Sistema de desigualdades lineales 


Grafique el sistema de desigualdades lineales 


f x + y < 1 
1 -x + 2y > 4. 


(4) 


Solución La sustitución de (0,0) en la primera desigualdad en (4) resulta en la proposición 
verdadera 0 < 1, lo que implica que la gràfica de las soluciones de x + y < 1 es el semiplano 
que queda por debajo (e incluye) la recta x + y = 1. Es la región sombreada de azul en la 
FIGURA 13.4.5a). Del mismo modo, al sustituir (0, 0) en la segunda desigualdad obtenemos 
la proposición falsa 0 & 4 y, por tanto, la gràfica de las soluciones de —x + 2y > 4 es el 
semiplano que queda por encima (e incluye) la recta —x + 2y = 4. Es la región sombreada 
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FIGURA 13.4.5 Conjunto solución del ejemplo 4 


de rojo en la figura 13.4.5/?). La gràfica de las soluciones del sistema de desigualdades es 
la intersección de las gràficas de estos dos conjuntos solución. Està intersección es la región 
mas oscura de colores superpuestos que se muestra en la figura 13.4.5c). = 

A menudo nos interesan las soluciones de un sistema de desigualdades lineales sujeto a 
las restricciones x > 0 y y > 0. Esto significa que la gràfica de las soluciones es un subcon- 
junto del conjunto formado por los puntos del primer cuadrante y situado en los ejes coorde- 
nados no negativos. Por ejemplo, un examen de la figura 13.4.5c) revela que el sistema de 
desigualdades (4) sujeto a los requisitos adicionales x > 0, y > 0, no tiene soluciones. 


EJEMPLO 5 


Sistema de desigualdades lineales 


La gràfica de las soluciones del sistema de desigualdades lineales 


f — 2x + y < 2 
1 x + 2y < 8 


es la región mostrada en la FIGURA 13.4.6a). La gràfica de las soluciones de 


{ — 2x + y < 2 
x + 2y < 8 
x £ 0, v^O 


es la región en el primer cuadrante junto con partes de las dos rectas y partes de los ejes 
de coordenadas ilustrados en la figura 13.4.6/»). = 


■ Desigualdades no lineales Graficar desigualdades no lineales con dos variables xyy 
es bàsicamente lo mismo que trazar la gràfica de desigualdades lineales. En el ejemplo 
siguiente utilizamos de nuevo el concepto de punto de prueba. 



FIGURA 13.4.6 Conjunto solución del ejemplo 5 
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EJEMPLO 6 



Gràfica de una desigualdad no lineai 


Para graficar la desigualdad no lineai 

X 2 + y 1 - 4 > 0 


empezamos trazando el cfrculo x 2 + y 2 = 4 con una linea continua. Como (0, 0) està 
situado en el interior del cfrculo, podemos utilizarlo corno punto de prueba. Al sustituir 
x = 0 y y = 0 en la desigualdad obtenemos la proposición falsa —4 > Oy, por tanto, el 
conjunto solución de la desigualdad dada està formado por todos los puntos que estàn 
sobre el cfrculo o en su exterior (FIGURA 13.4.7). = 


FIGURA 13.4.7 Conjunto solución 
del ejemplo 6 



FIGURA 13.4.8 Conjunto solución 
del ejemplo 7 


EJEMPLO 7 


Sistema de desigualdades 


Grafique el sistema de desigualdades 


f y < 4 — x 2 

\y > x. 


Solución La sustitución de las coordenadas de (0, 0) en la primera desigualdad produce 
la proposición verdadera 0s4y, por tanto, la gràfica de y < 4 — x 2 es la región sombreada 
de azul en la FIGURA 13.4.8, por debajo de la paràbola y = 4 — x 2 . Tenga en cuenta que no 
podemos usar (0, 0) corno punto de prueba con la segunda desigualdad, ya que (0,0) es un 
punto sobre la recta v = x. Sin embargo, si usamos (1,2) corno punto de prueba, la segunda 
desigualdad resulta en la proposición verdadera 2 > 1. Por ende, la gràfica de las soluciones 
de y > x es el semiplano sombreado de rojo por encima de la recta y = x en la figura 13.4.8. 
La propia recta es discontinua debido a la desigualdad estricta. La intersección de estas 
dos regiones coloreadas es la región màs oscura de la figura. = 


13.4 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-34. 


En los problemas 1 a 12, grafique la desigualdad dada. 
1. x + 3y > 6 


En los problemas 13 a 36, grafique el sistema de desigualda¬ 
des dado. 


2. 

VI 

1 

13. 

3. 

x + 2y < —x + 3 y 



14. 

4. 

2x + 5y > x — y + 6 


5. 

-y > 2(x + 3) - 5 

15. 

6. 

x & 3(x + 1) + y 


7. 

IV 

1 

N> 

16. 

8. 

x 2 + \y 2 < 1 


9. 

y — 1 < Vx 

17. 

10. 

y > Vx + 1 


11. 

<N 

+ 

K 

Al 

18. 

12. 

xyS 3 
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35. 


19. 

20 . 


fx - 3y > -9 
\x > 0, y > 0 

fx + y > 4 
\x > 0, y > 0 


{ y < x + 2 
1 <x < 3 
y > 1 

{ 4 y > x 
x > 2 
y — 5 


36. 


y < x 3 + 1 
x > 0 
x ' 1 


y > 0 
y > x 4 
y <2 
x > -1 


X < 1 


En los problemas 37 a 40, obtenga un sistema de desigualda- 
des lineales cuya gràfica sea la región mostrada en la figura. 


Jx + y < 4 
23. \ y > —x 

[ y — 2x 

{ 2x + 3y > 6 
x — y > -6 
2x + y < 6 


{ ~2x + y — 2 
x + 3y < 10 
x - y<5 
x & 0, y £ 0 


26. 


—x + y < 0 
-x + 3y > 0 
x + y - 8 > 0 
y - 2 < 0 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


f x 2 + y 2 > 1 

il 2.1 2^-i 
L 9 X + 4.V — 1 

fx 2 + y 2 < 25 
\x + y >5 

fy < x 2 + 1 

\y * S 

fx 2 + y 2 < 4 
\y < x 2 — 1 

f.v \x\ 

{x 2 + V 2 < 2 


|y^ 

32. < y > x - 1 


33. 

34. 


{ 

{ 


x & 0 

è* 2 - |y 2 * l 

y > 0 

y < lnx 
y > 0 



FIGURA 13.4.9 Región 
para el problema 37 



FIGURA 13.4.10 Región 
para el problema 38 


39. y, 


(1,6) \_(4,6) 


« 

,(5, 5) 


fa, 2) } 

f(5, 2) 




FIGURA 13.4.11 Región 
para el problema 39 
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40. y 


(5, 


(5, 



-1-I— 

FIGURA 13.4.12 Región 
para el problema 40 


= Para la discusión 

En los problemas 41 y 42, grafique la desigualdad dada. 

41. — 1 < x + y < 1 

42. —x < y < x 

= Proyecto 

43. Historia antigua y el servicio postai de Estados Uni- 

dos Hace algunos anos, las restricciones sobre el tamano 
del sobre de la correspondencia de primera clase eran un 
tanto mas confusas que las de hoy en dia. Considere el 
sobre rectangular de longitud x y altura y que se muestra 
en la FIGURA 13.4.13 y la norma postai siguiente de noviem- 
bre de 1978: 


Todos los artlculos de primera clase que pesen una 
onza o menos y todos los artlculos de tercera clase que 
consten de una sola pieza y pesen dos onzas o menos 
estaràn sujetos a un pago adicional de franqueo cuan- 
do la altura sea mayor que 6^ in. o cuando la longitud 
sea mayor que 11 \ in, o cuando la longitud sea menor 
que 1.3 veces la altura, o cuando la longitud sea mayor 
que 2.5 veces la altura. 



FIGURA 13.4.13 Sobre 
del problema 43 


En los incisos a ) a c) suponga que se satisface la especifica- 
ción de peso. 

a) Usando x y y, interprete la norma anteri or corno un 
sistema de desigualdades lineales. 

b ) Grafique la región que describe los tamanos de los 
sobres que no estàn sujetos al pago adicional de fran¬ 
queo. 

c) Segun està norma, ^un sobre de 8 pulgadas de longitud 
y 4 pulgadas de altura requiere franqueo adicional? 

d ) Realice una investigación y compare la norma de 2010 
para la correspondencia de primera clase con la que 
acabamos de dar. 


| 13.5 Introducción a la programación lineai 


■ Introducción Una función lineai con dos variables es una función de la forma 

F(x, y) = ax + by + c ( 1 ) 

donde a, b y c son constantes, con dominio en un subconjunto del plano cartesiano. El pro¬ 
blema bàsico en la programación lineai es hallar el valor màximo (mas grande) o el valor 
minimo (mas pequeno) de una función lineai definida en un conjunto determinado por un 
sistema de desigualdades lineales. En està sección estudiaremos una forma de encontrar el 
valor màximo o minimo de F. 

■ Terminologia Un problema tipico de programación lineai està dado por 

Maximice: F(x, y) = 5x + lOy 

{ x + 2y < 6 

3x + y < 9 (2) 

x s 0, y s 0. 

En este contexto, F se llama función objetivo y las desigualdades lineales se denominan 
restricciones. Se dice que todo par ordenado de numeros reales (x 0 , yo) que satisfaga todas 
las restricciones es una solución factible del problema. El conjunto de soluciones factibles 
se simboliza con S. Se puede demostrar que para cualquier par de puntos en la gràfica de S, 
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el segmento de recta que los une està completamente en la gràfica de S. Cualquier conjunto 
del plano que tenga està propiedad se llama convexo. En la FIGURA 13.5.1 a) se ilustra un poli¬ 
gono convexo y en la figura 13.5.1/?) uno no es convexo. Los puntos de las esquinas del 
conjunto convexo S determinados por las restricciones se llaman vértices. 

En todo este anàlisis nos ocuparemos de la gràfica del conjunto S de las soluciones fac- 
tibles del sistema de desigualdades lineales en las que x > 0 y y > 0. Exponemos el teorema 
siguiente sin demostración. 


Teorema 13.5.1 Yalores màximo y minimo 

Sea F(x, y) = ax + by + c una función definida en un conjunto S. Si la gràfica de S es un 
poligono convexo, entonces F tiene a la vez un valor màximo y uno minimo en S, y cada 
uno de ellos se ubica en un vèrtice de S. 


EJEMPLO 1 


Determinación de los valores màximo y minimo 


Determine los valores màximo y minimo de la función objetivo en (2). 


Solución Primero trazamos la gràfica del conjunto S de soluciones factibles y hallamos 
todos los vértices resolviendo las ecuaciones simultàneas apropiadas. Por ejemplo, el 
vèrtice (y, f) se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones: 


( x + 2y = 6 
\3.x + y = 9. 




(FIGURA 13.5.2). Se deduce del teorema 13.5.1 que los valores màximo y minimo de F 
ocurren en los vértices. En la tabla de abajo vemos que el valor màximo de la función 
objetivo es 


F( y, f) = 10(y) + 15 (|) = 51. 


El valor minimo es F( 0, 0) = 0. 



FIGURA 13.5.2 Conjunto convexo para el ejemplo 1 = 


EJEMPLO 2 


Determinación de los valores màximo y minimo 


Determine los valores màximo y minimo de 


F(x, y) = 6x + y + 1 

{ x + y ^ 10 
1 < x ^ 5 
2 < y < 6. 
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Solución En la FIGURA 13.5.3 se da la gràfica de S determinada por las restricciones, y los 
vértices estàn marcados. Como se observa en la tabla de abajo, el valor màximo de F es 

F{ 5, 5) = 6(5) + 5 + 1 = 36 

El valor minimo es 

F( 1,2) = 6(1) + 2+1=9 



FIGURA 13.5.3 Conjunto convexo para el ejemplo 2 = 


EJEMPLO 3 


Utilidad màxima 


Una pequena companfa manufacturera de herramientas tiene dos fraguas y F 2 , cada una 
de las cuales, por las necesidades de mantenimiento, puede operar màximo 20 horas por 
dia. La companfa hace dos tipos de herramientas: A y B. La herramienta A requiere 1 hora 
en la fragua Fi y 3 horas en la fragua F 2 . La herramienta B requiere 2 horas en la fragua 
F\ y 1 hora en la fragua F 2 . La companfa obtiene una utilidad de $20 por herramienta A y 
de $10 en la herramienta B. Determine la cantidad de cada tipo de herramienta que la 
companfa debe hacer para maximizar su utilidad diaria. 


Solución Sea 


x = el nùmero de herramientas A que se producen cada dia y 
y = el nùmero de herramientas B que se producen cada dia 

La función objetivo es la utilidad diaria 

P(x, y) = 20x + lOy 

El nùmero total de horas por dia que ambas herramientas requieren en la fragua F\ debe 
satisfacer 


1 • x + 2 ■ y < 20 

De forma similar, el nùmero total de horas por dia que ambas herramientas requieren en 
la fragua F 2 debe satisfacer 

3 • x + 1 • y < 20 

Asf necesitamos 

Maximizar: P(x,y ) = 20x + lOv 

{ x + 2y — 20 
3x + y < 20 
x & 0, v & 0. 

La gràfica de S determinada por las restricciones se muestra en la FIGURA 13.5.4. En la tabla 
se observa que la utilidad màxima diaria es 

P(4, 8) = 20(4) + 10(8) = 160 
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Esto es, cuando la compania hace cuatro de las herramientas A y 8 de las herramientas B 
cada dia, su màxima utilidad diaria es de $160. 




FIGURA 13.5.4 Conjunto convexo para el ejemplo 3 = 


EJEMPLO 4 


Durante su tiempo libre, John trabaja a destajo en la casa, tejiendo pares de guantes, 
bufandas y gorros. Durante el invierno produce un total de 300 de estos articulos por mes. 
Tiene un pedido fijo mensual de una compania grande de venta por catàlogo de articulos 
para actividades al aire libre de 50 a 100 pares de guantes, por lo menos 100 bufandas y 
70 gorros. Los costos del material usado son de $0.20 por cada par de guantes, $0.40 por 
cada bufanda y $0.50 por cada gorro. Determine el nùmero de cada articulo que John debe 
tejer cada mes para minimizar su costo total mensual. 

Solución Si x y y denotan el nùmero de pares de guantes y bufandas, respectivamente, 
suministrados por John a la compania de venta por catàlogo cada mes, el nùmero de go¬ 
rros suministrados es, entonces, 300 — x — y. La función objetivo es el costo total mensual 


C(x, y ) = 0.2x + 0.4v + 0.5(300 - x - y) 
o C(x, y) = —0.3x - O.ly + 150 

Las restricciones son 

x > 0, y £ 0 
300 — x — y > 0 
< 50sr< 100 
y > 100 

. 300 - x - y > 70. 

La ùltima desigualdad de este sistema es equivalente a x + y < 230. La gràfica del conjunto 
S de soluciones factibles determinada por las restricciones y los vértices del conjunto se 
muestran en la FIGURA 13.5.5. De la tabla obtenemos que C(100, 130) = 107 es el minimo. 



x = 50 x = 100 



FIGURA 13.5.5 Conjunto convexo para el ejemplo 4 


13.5 Introducción a la programación lineai 


589 






















Asi, John debe tejer 100 pares de guantes, 130 bufandas y 70 gorros cada mes, para mini- 
mizar los costos totales. = 

Del anàlisis precedente no debe quedarle la impresión de que una función objetivo debe 
tener tanto un màximo corno un minimo. Si la gràfica de S no es un poligono convexo, enton- 
ces la conclusión del teorema 13.5.1 puede no ser verdadera. Segun las restricciones, podrfa 
suceder que una función lineai F tenga un minimo, pero no un màximo (o viceversa). Sin 
embargo, se puede demostrar que si F tiene un minimo (o un màximo) en S, entonces se 
obtiene en el vèrtice de la región. Ademàs, el màximo (o el minimo) de una función objetivo 
puede ocurrir en màs de un vèrtice. 


EJEMPLO 5 


Minimo, pero no màximo 


Considere la función lineai 


sujeta a las restricciones 


F(x,y ) = 5x + 20 y 

{ 3x + 4y > 12 
2x + y > 4 
isOjìO. 


La inspección de la FIGURA 13.5.6 muestra que la gràfica del conjunto S de las soluciones 
de las restricciones no es un poligono convexo. Se puede probar que 


F( 4, 0) = 20 


es un minimo. No obstante, en este caso, la función objetivo no tiene màximo, puesto 
que F(x, y) puede aumentar sin limite simplemente aumentando x(x > 4) o aumen¬ 
tando y(y > 4). 




FIGURA 13.5.6 Conjunto convexo para el ejemplo 5 = 


13.5 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-35. 


En los problemas 1 a 12, halle los valores màximo y minimo, 
si existen, de la función lineai F dada sobre el conjunto S 
definido por las restricciones. Suponemos xSOyjSO. 

1. F(x, y) = 4x + 7 
(x ^ 3,y s 1 
l y x 


2. F(x, y) = 20x — 3y 

r y <4 

<X + y > 3 
[x — y < 0 
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3. F(x, y) = 5x + 8y 
fx< 2 

x + y < 3 
[x — y & 0 

4. F(x, y) = 3x + 6 y 
r x > 2, y < 4 

x + 3y & 6 
2x — y < — 2 
,3x + 2y < 18 

5. F(x, y) = 3x + 6y 
x + 3y £ 6 

2x — y < — 2 
,3x + 2y < 18 

6 . F(x, y) = 8x + 12y 
x - 4y < -6 

—3x + y< —4 
2x + 3y £ 21 

7. F(x, y) = x + 4y 
x + y & 1 

2 x — y > — 1 
,2x + y < 5 

8. F (x, y) = x + y 
fy <5 

U - y < 3 

9. F(x, y) = 3x + 6y 
f x < 4, y < 5 

2x + y < 10 
x + 2y < 10 

10. F(x, y) = x — 4y 
3x + y > 12 
3x — 2y < 6 
3x + 4y < 30 

. 3x - 2y > 3 

11. F(x, y) = 4x + 2y 4- 25 
—x + 2y > 0 

x + y < 10 
-3x + y s 5 

12. F(x, y) = 2x + 3y + 6 
fx < 8, y < 5 

3x + 2y > 8 
. —x + 5y < 20 

En los problemas 13 a 16, la función objetivo F, sujeta a las 
restricciones, tiene un valor minimo. Halle ese valor. 
Explique por qué F no tiene valor màximo. Suponga que 
x>0yys0. 

13. F(x,y) = 6x + 4v 
f 2x - y > 6 
\2x + 5y > 10 


14. 


15. 


F(x, y) = lOx + 20y 
fx > 3,y > 1 
\y < x 

F(x, y) = lOx + lOv 
f x + 2y > 5 
\2x + y > 6 


16. F(x, y) = lOx + 5y 

{ x + y > 4 
x + 2y > 6 
x + 4v > 8 


= Aplicaciones diversas 

17. iCuàntos? Una empresa fabrica radios satelitales y repro- 
ductores portàtiles de DVD. Obtiene una utilidad de $10 
por cada radio y de $40 por cada reproductor. Debido a 
sus instalaciones limitadas para la producción, el numero 
total de radios y reproductores de DVD que la empresa 
puede fabricar en un mes es, cuando mucho, de 350. 
Debido a la disponibilidad de las partes, la empresa puede 
fabricar, cuando mucho, 300 radios y 100 reproductores 
de DVD cada mes. Determine cuàntos radios satelitales y 
reproductores de DVD debe producir la empresa cada mes 
para maximizar su utilidad. 

18. Ganancias Una mujer tiene hasta $10 000 que desea 
invertir en dos tipos de certificados de deposito, A y B, que 
ofrecen rendimientos anuales de 6.5% y 7.5%. Quiere 
invertir en B, cuando mucho, tres veces la cantidad en A. 
Obtenga el rendimiento anual màximo si no puede inver¬ 
tir mas de $6 000 en B y no mas de $5 000 en A. 

19. Gastos médicos menores Se informa a una paciente que 
su ingesta diaria de vitaminas debe ser por lo menos de 6 
unidades de A, 4 unidades de B y 18 unidades de C, pero 
no mas de 12 unidades de A, 8 unidades de B y 56 unida¬ 
des de C. La paciente averigua que en la farmacia se ven- 
den dos marcas, X y Y, de complementos multivitamlnicos 
que contienen la cantidad necesaria de vitaminas. Una 
càpsula de la marca X contiene 1 unidad de A, 1 unidad 
de B y 7 unidades de C, y cuesta 5 centavos. Una càpsula 
de la marca Y contiene 3 unidades de A, 1 unidad de B y 
2 unidades de C y cuesta 6 centavos. /.Cuàntas càpsulas 
de cada marca debe tornar la paciente todos los dias para 
minimizar el costo? 



^Cuànto de cada una? 
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20. Costo de hacer negocios Una compafna de seguros usa 
dos computadoras, una IBC 490 y una CDM 500. Cada 
hora, la IBC procesa 8 unidades (1 unidad = 1 000) de 
reclamaciones de gastos médicos, 1 unidad de reclamacio- 
nes de seguro de vida y 2 unidades de reclamaciones de 
seguro de automóvil. Cada hora, la CDM puede procesar 
2 unidades de reclamaciones de gastos médicos, 1 unidad 
de reclamaciones de seguro de vida y 7 unidades de recla¬ 
maciones de seguro de automóvil. La empresa considera 
que es necesario procesar por lo menos 16 unidades de 
reclamaciones de gastos médicos, por lo menos 5 unidades 
de reclamaciones de seguro de vida y por lo menos 20 
unidades de reclamaciones de seguro de automóvil por dia. 
Si a la compania le cuesta $ 100 la hora de funcionamiento 
de la IBC y $200 la hora de funcionamiento de la CDM, 
( 'cuàntas horas, cuando mucho, debe funcionar cada compu- 
tadora cada dia para mantener en el nivel minimo el costo 
diario para la compania? ( Cuàl es el costo minimo? Hay 
un costo màximo por dia? 

21. Utilidad La bodega Werry’s Warehouse tiene un inven¬ 
tario de 1 300 pares de jeans de disenador y 1 700 pares 
de jeans de marca genèrica, que se enviaràn a dos tiendas: 
una tienda de lujo y un almacén de descuento. La bodega 
gana una utilidad de $14.25 por par sobre los pantalones 
de disenador y $ 12.50 por par sobre los de marca genèrica 
en la tienda de lujo. Las utilidades correspondientes en el 
almacén de descuento son de $4.80 y $3.40 por par. Sin 
embargo, la tienda de lujo puede adquirir cuando mucho 
1 800 pares de jeans, en tanto que el almacén de descuento 
tiene espacio para 2 500 pares a lo sumo. Obtenga el 
nùmero de pantalones de disenador y de marca genèrica 
que la bodega debe enviar a cada tienda para maximizar 
su utilidad total. ^Cuàl es la utilidad màxima? 

22. Minimizar el costo La empresa manufacturera de Joan 
fabrica tres tipos de automóviles deportivos: A, B y C. La 
empresa produce un total de 100 automóviles cada ano. El 


nùmero de automóviles B que fabrica no debe ser mayor 
que tres veces el nùmero de automóviles A fabricados, 
pero la producción anual combinada debe ser por lo menos 
de 20 automóviles. El nùmero de automóviles C que se 
fabrican cada ano debe ser por lo menos de 32. La fabri- 
cación de cada automóvil A cuesta $9 000; la de los auto¬ 
móviles B y C, $6 000 y $8 000, respectivamente. ( ',Cuàntos 
de cada tipo de automóvil deben fabricarse para minimizar 
el costo de producción anual de la empresa? ( ',Cuàl es el 
costo minimo? 

23. Dieta saludable Los alces que viven en un parque nacio- 
nal de Michigan comen plantas acuàticas que tienen un 
contenido alto de sodio, pero proporcionan poca energia 
(contienen una gran cantidad de agua), y plantas terrestres, 
las cuales tienen un contenido alto de energia, pero pràc- 
ticamente no contienen sodio. Los experimentos han 
demostrado que un alce puede obtener cerca de 0.8 mj 
(megajulios) de energia de 1 kilo de plantas acuàticas y 
cerca de 3.2 mj de energia de 1 kilo de plantas terrestres. 
Se estima que un alce adulto necesita corner por lo menos 
17 kg de plantas acuàticas diariamente para satisfacer sus 
necesidades de sodio. Se ha estimado también que el pri- 
mer estómago del alce es incapaz de digerir màs de 33 kg 
de alimento diariamente. Encuentre la ingesta diaria tanto 
de plantas acuàticas corno de terrestres que proporcionaràn 
el màximo de energia al alce, sujeta al requerimiento de 
sodio y a la capacidad del primer estómago. 



Alce comiendo 
plantas acuàticas 


■4 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Ecuación lineai 

Sistemas de ecuaciones lineales 
Solución de un sistema lineai 
Sistemas lineales equivalentes 
Sistema consistente 
Sistema inconsistente 
Mètodo de sustitución 
Mètodo de eliminación 
Sustitución hacia atràs 
Sistemas homogéneos 
Solución trivial 


Expresión racional propia 
Expresión racional impropia 
Descomposición en fracciones 
parciales: 

factor cuadràtico irreducible 
Desigualdad lineai 
Solución de una desigualdad: 
semiplano 

Sistema de desigualdades lineales: 

punto de prueba 
Desigualdad no lineai 


Sistema de desigualdades no lineales 
Gràfica de un conjunto solución 
Programación lineai: 
función objetivo 
solución factible 
restricciones 
conjunto convexo 
vértices de un conjunto convexo 
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CAPITULO 13 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-35. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 10, responda verdadero o falso. 

1. Las gràficas de 2x + ly = 6 y x 4 + 8xv — 3v 6 = 0 se 

intersecan en (—4, 2)._ 

2. E1 sistema homogéneo 

( x + 2y — 3z = 0 
< x + y + z = 0 
l —2x — 4y 4- 6z = 0 

tiene sólo la solución cero (0, 0, 0)._ 

3. E1 sistema 

J v = mx 
Ix 2 4 - y 2 = k 

siempre tiene dos soluciones cuando m =£ 0 y k > 0. 

4. E1 sistema 

(y = lnx 

\y = i - * 

no tiene solución._ 

5. Los sistemas no lineales 

(y = Vx (y 2 = x 

\y = V4 — x ^ \y 2 = 4 — x 

son equivalentes. 

6. (1, — 2) es una solución de la desigualdad 4x — 3y + 5 < 

0._ 

7. E1 origen està en el semiplano determinado por 4x — 3y 

<6._ 

8. El sistema de desigualdades 

f x + y > 4 
\x + y < -1 

no tiene soluciones._ 

9. El sistema de ecuaciones no lineales 

(x 2 + y 2 = 25 
\x 2 -y =5 

tiene exactamente tres soluciones._ 

10. La forma de la descomposición en fracciones parciales de 
1 

—-yes 

x~(x + 1 )- 


A B 

x 2 + (x + l) 2 '- 

= B. Llene los espacios en bianco 

En los problemas 1 a 10, llene los espacios en bianco. 

1. El sistema 

( x- y = 5 
\2x -2y=\ 

es_(consistente o inconsistente). 

2. El sistema 

f x-2y = 3 
\-|x + y = b 

es consistente para b =_. 

3. La gràfica de una sola desigualdad lineai con dos variables 

representa un(a)_en el plano. 

4. En sus propias palabras, describa la gràfica de la desigual¬ 
dad 1 <r-y< 4._ 

5. Para descomponer 

x 3 

(x 4- l)(x 4- 2) 

en fracciones parciales, comenzamos con_. 

6. La solución del sistema 

{ 3x 4- y 4- z = 2 
y + 2z=l 
4 z = -8 

es_. 

7. Si el sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables 
tiene un nùmero infinito de soluciones, entonces se dice 
que las ecuaciones son_. 

8. Si la gràfica de y = ax 2 + bx pasa por (1, 1) y (2, 1), 
entonces a = _ y b = _. 

9. La gràfica del sistema 


( x 2 + v 2 < 25 

\y- 1 >0 

U + 1 < 0 

se situa en el_cuadrante. 
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10. Un sistema de desigualdades cuya gràfica està dada en la 

FIGURA 13.R.1 es_ 



FIGURA 13.R.1 Gràfica 
para el problema 10 


= C. Ejercicios de repaso 

En los problemas 1 a 14, resuelva el sistema de ecuaciones 
dado. 


f5x - 2y = 10 
\ x + 4 y = 4 
x = 4 + log^y 

y = 8 “ 

14. \ y= 1x1 
\-x + y=l 

15. Juego de numeros En un numero de dos digitos, el digito 
de las unidades es uno mas que tres veces el digito de las 
decenas. Cuando los digitos se invierten, el nuevo nùmero 
es 45 mas que el nùmero originai. Obtenga el nùmero ori¬ 
ginai. 

16. Longitud Un triàngulo rectàngulo tiene un àrea de 24 
cm 2 . Si la hipotenusa mide 10 cm de largo, (,cuàl es la 
longitud de los dos catetos del triàngulo? 

17. ìTiene un cortador de alambre? Un alambre de 1 m de 
largo se corta en dos partes. Una se dobla para formar una 
circunferencia y la otra se usa para formar un cuadrado. 
La suma de las àreas del cfrculo y el cuadrado es m 2 . 
(Guanto mide de largo el lado del cuadrado y el radio del 
clrculo? 


(x 2 - 4x + y = 5 

U + y = -1 

f 101y = 10' + 10~* 
1 y - 10' = 0 
Ux 2 + y 2 = 16 
\ x 2 4- 4y 2 = 16 



5. 

6 . 

7. 

8 . 


(y - log 10 x = 0 
\y 2 - 41og 10 x + 4 = 0 
(x 2 y = 63 
\y= 16- x 2 
f 21nx + In y = 3 
\51nx + 21ny = 8 
(x 2 +y 2 = 4 
ìxy = 1 


9. 


10 . 


x + y + z — 0 
x + 2y + 3z = 0 
x — y — z = 0 


x + 5y — 6z = 1 
4x — y + 2z = 4 
2x - 1 ly + 14z = 2 


(2x + y — z = 7 
11. < x + y + z = — 2 

l,4x + 2y + 2z = ~6 


18. Coordenadas Obtenga las coordenadas del punto P de 
la intersección de la recta y la paràbola que se ilustran en la 

FIGURA 13.R.2. 



FIGURA 13.R.2 Gràficas 
para el problema 18 


En los problemas 19 a 22, obtenga la descomposición en 
fracciones parciales de la expresión racional dada. 


19. 


20 . 


2x - 1 


x(x 2 + 2x — 3) 
1 


x 4 (x 2 + 5) 


21 . 


22 . 


(x 2 + 4) 2 

x 5 — x 4 + 2x 3 + 5x — 1 
(x - l ) 2 


En los problemas 23 a 28, grafique el sistema de desigualda¬ 
des dado. 
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23. 


y - x < 0 
y + x < 0 
J > -1 


24. 


25. 


x + y < 4 
2x — 3y & —6 


3x - 2y < 12 
x + y < 5 
x + y > 1 
-x + y < 7 


26. < 


fx 2 + y 2 <4 
\x 2 + y 2 - 4y < 0 
f y < -x 2 - x + 6 
\y > X 2 — 2x 



FIGURA 13.R.5 Gràfica para el problema 31 



FIGURA 13.R.6 Gràfica para el problema 32 


33. Obtenga los valores màximo y minimo de 


F(x, y) = lOOx — 40y 


En los problemas 29 a 32, use las funciones y=x 2 yy = 2 — x 
para formar un sistema de desigualdades cuya gràfica se pre¬ 
senta en la figura. 



FIGURA 13.R.3 Gràfica 
para el problema 29 



FIGURA 13.R.4 Gràfica 
para el problema 30 


sujeta a 

' -x + 3y < 5 
x + y>3 
2x — y < 7 
,x — 0, 1 — y — 3. 

34. La función F(x, y) = 20x + 5y sujeta a las restricciones 

4x + 5y & 20 
3x + y > 10 
x > 0, y > 0 

tiene un valor minimo. < Cuàl es? Explique por qué la fun¬ 
ción no tiene valor màximo. 

35. Rendimiento total En una pequena empresa agricola, 
cultivar un acre de maiz requiere 6 h de mano de obra y 
$36 de capitai, en tanto que cultivar un acre de avena 
requiere 2 h de mano de obra y $18 de capitai. Suponga 
que el agricultor tiene 12 acres de tierra, 48 h de mano de 
obra y $360 de capitai disponibles. Si el rendimiento del 
maiz es de $40 por acre y el de la avena es de $20 por acre, 
(■cuàntos acres de cada cultivo debe sembrar el agricultor 
para maximizar el rendimiento total (incluido el capitai no 
utilizado)? 


Ejercicios de repaso 
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MATRICES Y DETERMINANTES 


| En este capi'tulo 


14.1 Introducción a las matrices 

14.2 Àlgebra de matrices 

14.3 Determinantes 

14.4 Inversa de una matriz 

14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas 

14.6 Sistemas lineales: matrices inversas 

14.7 Sistemas lineales: determinantes 

14.8 Criptograffa 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Este capitalo se centrarà en tres temas: matrices, deter¬ 
minantes y sistemas de ecuaciones. Veremos còrno los primeros dos concep- 
tos pueden emplearse para resolver sistemas de n ecuaciones lineales con n 
incógnitas. 

Las matrices fueron creación de los eminentes matemàticos ingleses Arthur 
Cayley (1821-1895) y James Joseph Sylvester (1814-1897). Como muchas 
invenciones matemàticas, la teoria y el àlgebra de matrices surgieron corno 
producto secundario de las investigaciones e intereses matemàticos primarios 
de Cayley, nino prodigio en matemàticas que sobresalió en esa materia mien- 
tras estudiaba en el Trinity College, en Cambridge. Sin embargo, corno no 
pudo conseguir trabajo corno matemàtico, llegó a ser abogado a la edad de 28 
anos. Después de soportar 14 anos en està profesión, le ofrecieron una càtedra 
de matemàticas en Cambridge en 1863, donde influyó para que la universidad 
admitiera a las primeras mujeres. Arthur Cayley también inventò el concepto 
de la geometria //-dimensionai e hizo muchas contribuciones significativas a 
la teoria de los determinantes. Entre 1881 y 1882, Cayley fue profesor de la 
Universidad Johns Hopkins en Estados Unidos. Sylvester también dio clases 
en la Universidad Johns Hopkins de 1877 a 1883. 


14 



Una tabla 
ordenada 
rectangular de 
numeros o 
simbolos se Marna 
matriz. 










| 14.1 Introducción a las matrices 


■ Introducción E1 mètodo de resolución, y la resolución misma de un sistema de ecuacio- 
nes lineales, no depende de ninguna manera de los sfmbolos que se usen corno variables. En 
el ejemplo 2 de la sección 13.1 vimos que la solución del sistema 

( x + 2y + z = -6 

\4x — 2y — z = —4 (1) 

\2x — y + 3z = 19 

es x = —2, y = — 5, z = 6, o corno tripleta ordenada: (—2, —5, 6). Està misma tripleta orde- 
nada también es una solución de 

{ u + 2v + w = 

4 u — 2v — w = 

2 u — v + 3 w = 


-6 

f ^ 

2 s + 

t = 

-6 

-4 

y < 4r - 

2s - 

t = 

-4 

19 

U r- 

s + 

3 1 = 

19. 


Lo importante es esto: la solución de un sistema de ecuaciones lineales depende solamente 
de los coeficientes y constantes que aparecen en el sistema y no de los sfmbolos que se uti- 
lizan para representar las variables. Veremos que (1) puede resolverse por medio de opera- 
ciones apropiadas en el arreglo ordenado de numeros 


1 

2 

1 

-6 

4 

-2 

-1 

-4 

2 

-1 

3 

19 


( 2 ) 


En (2), la primera, segunda y tercera columnas representan los coeficientes de x, y y z, res- 
pectivamente, en (1), y la ùltima columna està formada por las constantes a la derecha del 
signo de igualdad en (1). 

Antes de examinar està idea necesitamos desarrollar un sistema matemàtico cuyos ele- 
mentos sean arreglos ordenados de numeros. Un arreglo ordenado rectangular corno (2) se 

llama matriz. 


Definición 14.1.1 Matriz 


Una matriz A es un arreglo ordenado rectangular de numeros: 


A = 


fl n 

a l2 

■ ' a ln 

^21 

a 22 

■ ' a 2n 

a ml 

a m2 

dmn 


(3) 


■ Terminologia Si hay m filas y n columnas, decimos que el orden de la matriz es m X n, 
y nos referimos a ella corno “matriz de m por n” o, simplemente, corno matriz rectangular. 
La que vemos en (3) es una matriz de m X n. Una matriz n X n se llama matriz cuadrada 
y se dice que es de orden n. La entrada, o elemento en la z'-ésima fila y en la /-ésima columna 
de una matriz A de m X n se representa con el simbolo a ì} . Asf, la entrada, por ejemplo, en la 
tercera fila y la cuarta columna de una matriz A es a 34 . 
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Orden 

a) E1 orden de las matrices 


EJEMPLO 1 



"-1 

1 2 3 




y B = 

0 

4 5 6. 


1 


2- 


es, respectivamente, 2 X 3 y 3 X 1. 
b) La matriz de 2 X 2 

rv2 o- 

. — 3 7T_ 

también se conoce corno matriz cuadrada de segundo orden. 


Una matriz de 1 X n consta de una fila y n columnas y se llama matriz fila o vector fila. 
Por otra parte, una matriz de m X 1 tiene in filas y una columna; corno es naturai, se denomina 
matriz columna o vector columna. La matriz B de 3 X 1 del inciso a) del ejemplo 1 es una 
matriz columna. 

■ Notación matricial Para ahorrar tiempo y espacio al escribir es conveniente usar una 
notación especial para una matriz generai. Una matriz A de m X n suele escribirse abrevia- 
damente corno A = (Oy) m x «• 


EJEMPLO 2 


Determine la matriz 


Determine la matriz A = (a,y) 3 x 2 si a ij = i + j para cada i y cada j. 


Solución Para obtener la entrada de la primera fila y la primera columna sea i = 1 y 
7=1; esto es a n = 1 + 1 = 2. E1 resto de las entradas se obtienen de manera similari 


"1 + 1 1 + 2 ' 


'2 3 ' 

2+1 2+2 

= 

3 4 

.3 + 1 3 + 2 . 


1 n 


Se dice que las entradas a 2 2, «33... en una matriz cuadrada estàn sobre su diagonal 
Principal. Por ejemplo, las entradas de la diagonal principal de las matrices cuadradas 


2 4 6" 




16 -5 

5 6 0 

y B = 




8 3 

.-2 7 9. 



se muestran aqui resaltadas en rojo. 

■ Igualdad Dos matrices son iguales si tienen el mismo orden y si sus correspondientes 
entradas son iguales. 


Definición 14.1.2 Igualdad 

Si A = x n y B = ( bjj) m x „, entonces A = B si y sólo si a^ = by para toda i y toda j. 
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EJEMPLO 3 


Igualdad de dos matrices 

De la definición 14.1.2, tenemos la igualdad 

V4 -3 
V2 5 


puesto que las correspondientes entradas en la segunda fila no son todas iguales. 
Asimismo, 


1 

1 

A 

1 

1 f 

.1 

1 


.1 

1 1 


puesto que las matrices no tienen el mismo orden. 


pero 


2 -3 

V2 4+1 
1 2 3 

4 0 1 


A 


ìoo Q . 
100 U - J 

0 (—1)77 

1 2 3" 

10 4’ 


EJEMPLO 4 


Ecuación matriz 


Halle los valores de x y y si 


i 

<N 

T 

i _ 


'2 y + 1 2" 

. x 3 0. 


OO 

o 


Solución De la definición 14.1.2, igualamos las entradas correspondientes. Se deduce 
que 

— 1 = 2y + 1 y x 3 = 8. 

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos y = — 1 y x = 2. = 


Definición 14.1.3 Transpuesta de una matriz 

La transpuesta de la matriz A de m X n en (3) es la matriz A T de n X m dada por 


a ii 

«21 

«mi 

«12 

«22 

«m2 

_ «Ih 

«2 n ' 

«ah/; 


En otras palabras, las filas de la matriz A son las columnas de la matriz transpuesta A T . 


EJEMPLO 5 


Transposición 


Obtenga la matriz transpuesta de a) A 


3 2 -1 10 

6 5 2 9 

2 1 4 8 


yb)B = [5 3], 


Solución a) Puesto que A es un matriz de 3 X 4, la transpuesta A T sera una matriz de 
4 X 3. En la formación de la matriz transpuesta escribimos la primera fila corno la prime- 
ra columna, la segunda fila corno la segunda columna y asf sucesivamente. Por tanto, 


A t = 


3 

2 

-1 

10 


6 

5 

2 

9 


2 

1 

4 

8 
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b) La transpuesta de una matriz fila es una matriz columna: 



Como veremos en la sección 14.4, la transpuesta de una matriz cuadrada es particu- 
larmente util. 


14.1 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-36. 


En los problemas 1 a 10, establezca el orden de la matriz 
dada. 


2 . 


2 

-1 

4 

T 

- 6 . 

0 

2 

6 _ 

8 

1 

4 


5. [ 8 ] 

6 . [0 


6 
7 
0 

-71 


8. 


1 5 6 

0 4 3 - 

9 - ( a ij)5 X 7 
10- iflij )6 X 6 

En los problemas 11 a 16, suponga que la matriz 
A = (<7y) 3 x 4 se define corno 

'-1 2 
A = 0 - 3 

- ì 5 

Encuentre el nùmero indicado. 

11. «13 

12. «32 

13. «24 

14. «33 


1 

2 

11 


10 

-9 

27 


15. 2«n + 5« 3 i 

16. «23 4« 33 

En los problemas 17 a 22, determine la matriz («, 3)2 x 3 que 
satisfaga la condición dada. 

17. cijj = i - j 

18. djj = ij 

19. «y = ij 2 

20 . dij = 2i + 3 j 

Ai 

21. a,j = - 

J 

22. «y = V 

En los problemas 23 a 26, determine si las matrices dadas son 
o no iguales. 


r 

23 . 

'|-4| 3 2 " 


‘4 

9 " 

2 V2. 

’ 

2 

1.4 

4 

.-6, 

24 . 

[0 0],[0 

0 

01 


25 . 


|4 - 51 

-4 


1 - 1 
3.5 


1 

-4 


26 . 

1 0' 


1 

2 " 


.2 3. 


0 

3 . 

En los problemas 27 


ì 

2 

0 ' 


27 . 

X — 

y 

3 . 



28 . 


29 . 


x + y 
x — y 
w + 1 
_3y - 2 


-z 2 0 

3 4 3 

6 2 
4 3 


10 + x 
x — 4 


2 

Ly-5 


2x + 1 
4z 



1 

X 


y 


30 . 

.y 

—x 


.y 



' 0 

4' 


0 

A 

31 . 

.* 2 

y 2 . 


4 

9 
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32. 


x 2 — 9x x 


10 x 


1 

4 

8 

2 

1 o. 


. 1 /-l. 

38. 

0 

7 

3 

6 





_-2 

-1 

2 

1. 


En los problemas 33 a 38, obtenga la transpuesta de la matriz 
dada. 


33. 


2 

5 


1 

ì 

2 . 


34. [-1 6 7] 


35. 


1 

5 


2 

6 


10 

9 


36. 


1 

0 

1 


3 4 
2 0 
0 3 


37. 


0 

0 

0 


4 

1 

4 


-2 

3 

-5 


En los problemas 39 y 40, compruebe que la matriz dada es 
simétrica. Se dice que una matriz A de n X n es simétrica si 
A t = A. 


39. A = 

40. A = 


2 

5 

'2 

5 

2 


5 

-3. 

5 2 

1 0 
0 -1 


= Para la discusión 

41. Dé un ejemplo de una matriz de 4 X 4 que sea simétrica 
(véase el problema 39). 

42. Suponga que A 7 es la transpuesta de la matriz A. Explique: 
^qué es (. A T ) T 1 


| 14.2 Àlgebra de matrices 


■ Introducción En àlgebra commi, damos por sentado el hecho de que cualquier par de 
numeros reales pueden sumarse, restarse y multiplicarse. En àlgebra de matrices, sin embargo, 
dos matrices pueden sumarse, restarse y multiplicarse sólo en ciertas condiciones. 

■ Adición de matrices Solamente las matrices que tienen el mismo orden pueden sumarse. 
Si A y B son ambas matrices de m X n, su suma A + B es la matriz de m X n formada al 
sumar las correspondientes entradas en cada matriz. En otras palabras, la entrada de la primera 
fila y la primera columna de A se suma a la entrada de la primera fila y la primera columna 
de B, y asf sucesivamente. Usando slmbolos, tenemos la definición siguiente. 


Definición 14.2.1 Suma de dos matrices 

Si A = (a,j) m x „ v B x entonces su suma es 

A + B = (ciy + bij) mXn . (1) 


Si las matrices A y B son de diferente orden no pueden sumarse. 


EJEMPLO 1 


Suma de dos matrices 


a) Como las dos matrices 


1 2 
7 3-4 



1 3 
0 6 
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son del mismo orden (de 2 X 3), podemos sumarlas para obtener una tercera matriz del 
mismo orden: 


1 + 3 

2 + 1 

0 + 3' 


'4 

3 3' 

7 + (-5) 

3 + 0 

-4 + 6. 


.2 

3 2_ 


b) Como las dos matrices 



1 2 

0' 



— 3 

7" 

A = 

_1 2 

1. 

y 

B = 

9 

1. 


son de diferente orden (respectivamente, 2 X 3 y 2 X 2), no podemos sumarlas. 


Se deduce directamente de las propiedades de los numeros reales y de la definición 14.2.1 
que la operación de adición en el conjunto de matrices de in X n satisface las siguientes dos 
propiedades conocidas: 

Ley conmutativa: A + B = B + A, 

Ley asociativa: A + {B + C) = (A + B) + C. 


■ Identidad aditiva Se dice que una matriz cuyas entradas son ceros en su totalidad es una 
matriz cero y se simboliza con O. Si A y O son ambas matrices de m X n, entonces tenemos 
que A + 0 = 0 + A= A para cada matriz A de m X n. Decimos que la matriz cero O de 
m X n es la identidad aditiva del conjunto de matrices de m X n. Por ejemplo, para el con¬ 
junto de matrices de 3 X 2, la matriz cero es 


O = 


0 0 
0 0 
0 0 


a n 

a 12 


"0 

0 " 


"0 

0 " 


«11 

a \2 


«11 

a 12 

a 21 

a 22 

+ 

0 

0 

= 

0 

0 

+ 

a 2\ 

a 22 

= 

a 2l 

a 22 

- a 31 

a 32- 


.0 

0 . 


.0 

0 . 


- a 31 

a 32- 


- a 3l 

a 32- 


■ Producto escalar En el estudio de matrices, los numeros reales se llaman escalares. Si 
k es un numero reai, el producto escalar de una matriz A y un nùmero reai k es la matriz kA 
con cada entrada igual al producto del nùmero reai k y la entrada correspondiente en la matriz 
dada. 


Definición 14.2.2 Producto escalar 


Si A = ( cijj) m x „ y k es cualquier numero reai, entonces el producto escalar de A y k es 

kA = (ka ij ) mXn . (2) 


EJEMPLO 2 


Producto escalar 


Para k = 3 y A 


1 

3 


2 

4 


se deduce de la definición 14.2.2 que 


2 


‘3(1) 

3(2)' 


‘3 6 

4. 


.3(3) 

3(4). 


.9 12. 
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EJEMPLO 3 


Suma de dos productos escalares 


Considere las matrices de 2 X 3 A = 
a) (— 1 )A + 2Byb)(- 1 )A + A. 

Solución a) Aplicando la definición 14.2.2, tenemos los productos escalares 


y b = 


2 -1 
0 3 


. Encuentre 


(-l)A 



0 -2 
-4 -5 


y 2 B 


14 4 -2 
8 0 6 


Usando los resultados anteriores, tenemos de la definición 14.2.1 


(-l)A + 2 B 


-1 4- 14 

0 + 4 

-2 + (-2)' 


13 

4 

-4 

.3+8 

-4 + 0 

-5 + 6 


.11 

-4 

1 . 


b) ( — 1 )A + A 


1 

0 

-2' 

+ 

1 

0 

2 

3 

-4 

-5. 


.-3 

4 

5. 


0 + 0 

-2 + 2 


0 

0 

0 " 

4 + 4 

-5 + 5. 


0 

0 

0 . 


Las propiedades siguientes del producto escalar se establecen fàcilmente con base en las 
definiciones 14.2.1 y 14.2.2. Si k\ y k 2 son numeros reales, entonces 


k\(A + B) — k\A 4- k\B, 


(k\ + k 2 )A = k x A + k 2 A, 


k\(k 2 A) = (k x k 2 )A. 


■ Inverso aditivo Como se muestra en el ejemplo 3, el inverso aditivo —A de la matriz A 
se define corno el producto escalar (— 1 )A. Por ende, si O es la matriz cero de m X n, 

A + (—A) = 0 = (—A) + A 

para cualquier matriz A de m X n. Usamos el inverso aditivo para definir la resta, o diferen- 
cia A — B de dos matrices A v B de m X n, corno sigue: 


A — B = A + (-B). 

De A 4- ( B) (A// "b ( bjj)) m x n (flij bjj) m x «, 

vemos que la diferencia se obtiene restando las entradas de B de las entradas correspondien- 
tes de A. 


EJEMPLO 4 


Diferencia 


Las dos matrices fila 


A = [1 2 3] y B = [—2 7 4] 

son del mismo orden (1 X 3) y, por tanto, su diferencia es 

A - B=[ 1 2 3] - [-2 7 4] 

= [1 - (-2) 2-7 3 - 4] = [3 -5 -1], 
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EJEMPLO 5 


Diferencia 


Si 



4 

5 

-2' 


5 

1 

3' 

A = 

10 

6 

8 

y B = 

-1 

2 

6 


. 9 

-7 

-1. 


4 

9 

-8. 


encuentre A — B y B — A. 
Solución 



IO 

1 

1 

5 - 1 

-2 

- 3 


'-1 

4 

-5' 

A - B = 

10 - (-1) 

6-2 

8 

- 6 

= 

11 

4 

2 


.9-4 

1 

<1 

1 

SO 

-1 

- (-8). 


5 

-16 

7. 


'5-4 

1 - 5 

3 

- (-2)' 


1 

-4 

5' 

B - A = 

-1 - 10 

SO 

1 

<N 

6 

- 8 

= 

-11 

-4 

-2 


4-9 

r- 

1 

1 

OS 

-8 

- (-D. 


-5 

16 

-7. 


En el ejemplo 5 se ilustra que B — A = —(A — B). 


■ Multiplicación de dos matrices Para hallar el producto AB de dos matrices A y B, 
necesitamos que el numero de columnas de A sea igual al nùmero de filas en B. Suponga que 
A = («y) m x n es una matriz de m X n y B = (£>,■/)„ x p es una matriz de n X p. Como se ilustra 
a continuación, para encontrar la entrada c,y en el producto C = AB, hacemos parejas con 
los numeros de la fila /-ésima de A con los de la columna /-esima de B. Luego multiplica- 
mos los pares y sumamos los productos, corno sigue: 


Ci, = a n b v + a i2 b 2j + ■ ■ ■ + a in b nj . 


(3) 


esto es, 


fila /-ésima 


fl n 

fl 12 

■ ' a hl 

fl 21 

a 22 

■ ' a 2n 

a H 

0/2 ' 

din 

a m\ 

a m2 

dmn 


columna /'-ésima 


1 

^12 

K 

£>21 

Ì>22 

b 2j 


b„2 

bnj 


columna j-é sima 


bi ,, 




& ... 

= 

c u 

. fila z-ésima 

b„ n 




’-'np —i 





Decimos que (3) es el producto de la fila /-ésima y la fila j-ésima de B. Se deduce de (3) 
que el producto AB tiene m filas y p columnas. Dicho con otras palabras, el orden del producto 
C = AB se determina por el nùmero de filas de A y el numero de columnas de B : 


debe ser ì?ual 

; i 

AmXnBnXp = C mXp - 
t_1 

orden del producto 

Por ejemplo, el producto de una matriz de 2 X 3 y una matriz de 3 X 3 es una matriz de 
2X3: 


la. fila 

0 

1 

2 


3 

4 

5 


2a. columna 


6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14. 


2a. columna 


Cll 

C Ì2 

Cl3 

, C 21 

c 22 

c 23. 
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La entrada, digamos, c l2 es el producto de la primera fila de A y la segunda columna de B: 


C 12 ~ a n^i2 + a l2^22 + fl 13^32 

= 0-7 + 1 • 10 + 2 - 13 = 36. 
Resumimos el anàlisis anterior con una definición formai. 


Definición 14.2.3 Producto de dos matrices 

Si A = (fly) m x „ y B = (bjj)„ x p , entonces el producto AB es la matriz C de m X p = 
(c,y) m x p, donde c,y es el producto de la z-ésima fila de A y la y-ésima fila de B definida por 

c,j = anby + a i2 b 2j + ■■• + a in b nj . ( 4 ) 


Aunque a primera vista la definición del producto de dos matrices puede no parecer 
naturai, tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, en la sección 14.6 se presenta una tècnica 
nueva para resolver algunos sistemas de ecuaciones. 


En otras palabras, el nùmero de 
columnas de A es igual al nùmero 
de filas de B. 


EJEMPLO 6 


Producto 


► 


Si A = [6 -5] y B 


1 

3 


-2 

6 


, entonces, por inspección, vemos que A y B son 


ajustables a la multiplicación en el orden AB porque el orden de A es 1 X 2 y el de B es 
2 X 2. Se deduce de la definición 14.2.3 que 


AB = [6 -5] 

_3 6_ 

= [6 ■ 1 + (-5) ■ 3 6- (-2) + (-5) -6] 

= [-9 -42], 


Es posible que el producto AB exista aunque el producto BA pueda no estar definido. En 
el ejemplo 6, debido a que el numero de columnas de B (2) no es igual al numero de filas de 
A (1), el producto BA no està definido. 


EJEMPLO 7 


Producto 


Si A = 






"-1 

7 

8" 

'2 

1 

5' 

y B = 

4 

6 

0 

.3 

0 

4. 









5 

7 

3. 


encuentre el producto AB. 


Solución Usando la definición 14.2.3, tenemos 


'2 

1 

5' 


.3 

0 

4. 



-1 

4 

5 


7 

6 

7 


2 • ( — 1 ) + 1 • 4 + 5 • 5 2-7 + 1 • 6 + 5 • 7 2 • 8 + 1 • 0 4- 5 • 3 

3 • ( — 1 ) + 0 • 4 + 4 • 5 3-7 + 0 ■ 6 + 4 • 7 3-8 + 0-0 + 4-3 

27 55 31 

17 49 36 
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EJEMPLO 8 


Comparación de AB con BA 


Si A = 


1 2 
3 4 


y B = 


-2 0 
-1 3 


, encuentre los productos AB y BA. 


Solución Puesto que A y B son de 2 X 2, podemos formar los productos AB y BA: 



2 


-2 0' 


"1 • (-2) + 2-(-1) 1-0 + 2 

• 3' 


-4 

6 

4. 


-1 3, 


.3-(-2) + 4-(-1) 3-0 + 4 

• 3. 


.-10 

12 . 

2 

0 ' 

"1 2 


'-2- 1 + 0-3 —2 -2 + 0-4 


"-2 

-4 


1 

3. 

.3 4 


-1 • 1 + 3-3 -1-2 + 3-4. 


8 

io. 



Nótese que en el ejemplo 8, aunque los productos BA y AB estàn ambos definidos, tene- 
mos AB + BA. En otras palabras, la multiplicación de matrices no es, en generai, conmutativa. 
Sin embargo, la multiplicación de las matrices tiene las propiedades siguientes: 


Ley asociativa: A{BC) = ( AB)C , 

' A(B + C) = AB + AC, 
. (A + B)C = AC + BC, 


Leyes distributivas 


={; 


con la condición de que estos productos y sumas estén definidos (véanse problemas 23 al 26 
en los ejercicios 14.2). 


■ Matriz identidad El conjunto de todas las matrices cuadradas de un orden dado n tiene 
una identidad multiplicativa, esto es, hay una matriz ùnica /„ de n X n tal que 

A4 = I,A = A, 

para cualquier matriz A de n X n. Decimos que I n es la matriz identidad de orden n o, 
simplemente, la matriz identidad. Se puede demostrar que cada entrada en la diagonal 
principal de I n es 1 y todas las otras entradas son 0: 



"l 

0 

0 

... o” 


0 

1 

0 

... o 

In = 

0 

0 

1 

... o 


0 

0 

0 

... 1 


Por ejemplo 






'1 

0 

0 ' 

h ~ 

1 0' 
o 1. 

e 

h — 

0 

1 

0 




.0 

0 

1 . 


son matrices identidad de segundo y tercer órdenes, respectivamente. 


EJEMPLO 9 


Identidad del conjunto de matrices de 2 x 2 


Compruebe que I 2 = 
de 2 X 2. 

Solución SeaA = 


A4 = 


1 

0 

«il 

«21 


«12 

a 22. 


es la identidad multiplicativa para el conjunto de matrices 
una matriz de 2 X 2. Entonces 


I 2 A = 


a u 

a 12 

1 

0 " 


«11 ' 

1 

+ a i2 '0 

«il 

• 0 + a 12 

• 1' 


«11 

«12 

, a 21 

a 22. 

0 

1 


.«21 ' 

1 

A a 2 2'0 

«21 

■ 0 + a 22 

• 1 


.«21 

«22. 

ì 

0 

«11 

«12 


1 • a 

11 

+ 0 • a 2l 

1 • 

«12 + 0 • 

«22 


«11 

«12 

.0 

1. 

.«21 

«22. 


.0 • a 

11 

+ 1 • a 21 

o- 

«12 + 1 • 

«22. 


«21 

«22. 


= A 




14.2 Àlgebra de matrices 


607 

























































Notas del aula 


Una matriz de 1 X n, o matriz fila, y una matriz de m X 1, o matriz columna, 


[b n b i 2 • ■ ■ b ln ] y 


a ii 
a 2 1 


_ @ml - 


Véase la sección 12.5 


también se llaman vector fila y vector columna, respectivamente. Por ejemplo, 
[1 2], [9 1 5], [-2 ì 4 -3] 

son vectores fila, y 





"0” 


2 



1 


-7 


0 

3 




1 


10 





_0_ 


► 


son vectores columna. 

Suponga que A es un vector fila de 1 X n y B es un vector columna de n X 1, es 
decir, A tiene un numero de columnas igual al numero de filas de la matriz fila B; enton- 
ces el producto AB es una matriz de 1 X 1 o escalar. También decimos que AB es el 


producto interno de las dos matrices. Por ejemplo, si A = [4 8] y B 


2 

-5 


, su producto 


interno es 


AB = [4 8] 


4-2 + 8-(-5) = -32. 


Esto es lo que sucede en (4): si A es una matriz de m X n v /I es una matriz de n X p, 
entonces la matriz AB de m X p se forma obteniendo el producto interno de cada vector 
fila de A con todos los vectores columna de B. 


14.2 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-36. 


En los problemas 1 a 10, encuentre A + B, A — B, 4A 
y 3A - 2 B. 


1. A = 


2. A = 


1 -2 

0 4 

1 0 
4 2 


,B = 


B = 


-7 
0 

3 6 
8 7 


6 

2 


5. A = 

6 . A = 


1 6 

,B = 

Oj [2 

1-637 
2 0 4 1 

7. A = [10 3 ],B = [4 

8 . A = [5 ],B= [2] 


,B = 

5] 


6 

0 


3. 

A = 

2 

,B = 

8 _| L 

0 

- 2 . 

9. A = 

0 

0' 

. B = 

1 

2 




1 

0' 


'2 

r 


.0 

0 . 



.3 

4_ 


4. 

A = 

3 

4 

,B = 

3 

0 

10. A = 

5 


6' 

,B 


'-5 

—6 



.-2 

1_ 


.7 

5, 


-7 


-8 


7 

8 


608 


CAPITULO 14 Matrices y determinantes 





















































En los problemas Ila 20, halle AB y BA, si es posible. 


11. A = 


12. A = 


1 0 
2 4 
-3 6 

2 1 


,B = 
,B = 


28. 


1 -3 4 

2 5-1 

0 -4 -2 



3 ' 


'-1' 


2' 


2 

+ 

1 

- 

8 


_-l_ 


4_ 


.-6. 






'3 

2 ' 


'4 

0 r 




13. A = 

_2 

-3 5 . 

,5 = 

1 

4 





.0 

6_ 


En los problemas 29 a 32, dé el orden de la matriz A para que 
los productos siguientes queden definidos. 

1 2 " 


29. 



5 

f 


'4 

0' 

r- 

14. A = 

6 

.-3 

2 

1. 

,B = 

1 

.2 

3 

-2. 

30. A 


3 4 

5 6. 

1 2 
3 4 

5 6 



'1 

0 

2' 


'0 

0 

8' 

















"1 

2" 

A = 

0 

3 

1 

,B = 

1 

0 

3 

31. 

1 2 

A 

3 

4 


.5 

0 

0, 


.2 

1 

0, 


.3 4. 















_5 

6_ 



5 

1 

4' 


'8 

2 

-r 


V 

r 

A = 

3 

0 

6 

= 

1 

6 

0 










32. 

2 

A 


-1 

2 

1. 


.4 

1 

3 











.3, 



17. A = [1 2 -3], 5 = 

T4 


18. A = 


19. A = 


2 2 
0 10 
1 


,B = 
,B = [-3 


2 -1 


4] 


En los problemas 33 y 34, obtenga C 23 y C 12 para la matriz 
C = 2A - 3 B. 


33. A = 


2 3 

-1 6 


,5 = 


4-2 6 

1 3 -3 


L J 

1 


"1 

-1 

f 


'2 

0 

5" 


1 

34. A = 

2 

2 

1 

,£ = 

0 

4 

0 

[4 0 2], 5 = 

6 


_0 

-4 

1 , 


.3 

0 

7_ 


20. A = [4 


En los problemas 21 y 22, obtenga A~ = AA para la matriz A 
dada. 


21. A = 


22. A = 


2 -3 

-5 4. 

1 -1 
-1 3 

3 2 


35. Pruebe que el polinomio con dos variables ax 2 + bxy + cy 2 
es igual al producto de matrices 


[x y] 


a 5À 


Ml*- 

Sr- 

J- 


36. Escriba 


1_ 

1- 

<N 

1 

1_ 


-cT 

1 _ 

- a 2\ 

a 22_ 

.* 2 . 


> 2 . 


sin matrices. 


1 -2 


'6 3' 


'0 2 ' 


5 —5 

.-2 4 . 

,5 = 

.2 1. 

y c = 

.3 4. 

37. X + 3 

.2 4. 


En los problemas 23 a 26, obtenga la matriz dada si 
A = 

23. A(BQ 

24. C(BA) 

25. A(B + C) 

26. B(C — A) 


En los problemas 27 y 28, escriba la suma dada corno una 
matriz de una sola columna. 


En los problemas 37 y 38, obtenga una matriz X de 2 X 2 que 
satisfaga la ecuación dada. 


= 10/, 


38. X + 2 / 9 x 2 — 


2 4 
-3 2 


B = 


. Compruebe la propiedad dada de la trans- 


27 . 


"2 -3' 

~-2 


-1 

6' 

'-7" 

.1 4 

5. 


.-2 

3_ 

2_ 


En los problemas 39 a 42, suponga que A = 

"4 10' 

.2 5_ 

puesta calculando los miembros izquierdo y derecho de la 
igualdad dada. 

39. (A + B) t = A t + B t 
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40. (A - B) t = A t — B t 

41. (AB) t = B t A t 

42. (6 A) t = 6 A r 


Precio de Precio de 
la marca 1 la marca 1 


Amplificadores 
A — Sintonizadores 
Bocinas 


200 

200 

400 


100 

150 

300 


= Aplicaciones diversas 

43. Propagación de una enfermedad Dos personas, X y Y, 
tienen hepatitis infecciosa. Existe la posibilidad de que 
entren en contacto con cuatro personas: P h P 2 , P 2 y P 4 y, 
por tanto, de que les contagien la enfermedad. Sea una 
matriz de 2 X 4 corno sigue: 

Pi Pi Pi P\ 

"10 11 " 

.0 1 0 1_' 

Si la persona X (o Y) entra en contacto con cualquiera de 
las cuatro personas, se escribe un 1 en la fila rotulada X (o 
Y) en la columna correspondiente. Si X (o Y) no tiene con¬ 
tacto con una persona especifica, se escribe 0. Defina los 
contactos entre P 1 , P 2 , P 2 y P 4 con otras cuatro personas 
P 5 , P( v P 2 y P 8 mediante 



Si 


„ Unidades de marca 1 

B - 

Unidades de marca 2 


Mayorista 


1 

ì 

2 


Mayorista 

2 

2 

4 


Mayorista 


3 

3 

2 


Impuesto estatal 
sobre ventas 

"0.06 


c = 


0.06 

0.06 


Impuesto municipal 
sobre ventas 

0 . 01 ' 

0.01 . 

0 . 01 . 


Halle la matriz P = ( AB)C , e interprete el significado de 
las entradas. 

46. Informe de investigación Una estación televisiva realiza 
una comparación semanai de los costos de cinco productos 
alimenticios bàsicos en tres supermercados. En una semana 
determinada, la siguiente matriz da el precio por kilogramo 
de cada producto: 


Tienda 1 Tienda 2 Tienda 3 


p. 

p 2 

Pi 

Pi 





1 


4 

Verduras 

0.39 

0.41 

0.38 

“0 

1 

0 

0 " 





1 

0 

0 

1 

Carne 

1.50 

1.29 

1.35 

Pan 

0.72 

0.68 

0.70 

1 

1 

0 

1 





.0 

1 

1 . 

Queso 

1.00 

0.92 

0.98 

1 








Fruta 

0.50 

0.58 

0.52_ 


Calcule el producto AB e interprete las entradas. 

44. Ingresos Los ingresos, en miles de dólares, de tres sema- 
nas consecutivas en cinco tiendas de una cadena de super¬ 
mercados estàn representados por las entradas en las 
siguientes matrices R h R 2 y Ky. 


El nùmero de kilogramos de cada producto està dado por 
la matriz 

[2 3 1 2 4] 


Mediante la multiplicación de matrices correspondiente, 
R\ = [ 100 150 210 125 190], R 2 = 2R x y R 3 = R^. compare los costos totales en las tres tiendas. 


En el mismo periodo, los costos se pueden representar 
por 

C, = [40 60 80 50 70], C 2 = 1.5Cj y C 3 = C v 

Calcule la matriz 4R 1 — 3.5C] e interprete las entradas. 

45. Comercio minorista Un almacén de ventas al por menor 
compra a almacenes de venta al por mayor dos marcas de 
equipos estereofónicos que constan de amplificadores, 
sintonizadores y micrófonos. Por lo limitado de las canti- 
dades, el almacén debe comprar estos aparatos a tres 
comerciantes mayoristas. La matriz A da el precio al por 
mayor de cada pieza del equipo en dólares. La matriz B 
representa el nùmero de unidades de cada pieza de equipo 
comprado (por ejemplo, b n = 1 significa que un amplifi- 
cador, un sintonizador y un juego de micrófonos de marca 
1 se le compran al mayorista 1). 


47. Inventario Una compania tiene cinco almacenes de llan- 
tas. El inventario de las llantas en el almacén S se da por 



Marca X 

Marca Y 

Marca Z 

Llantas trenzadas 

rioo 

50 

40' 

Radiales 

80 

20 

50 

De acero trenzado 

200 

60 

20 

Llantas regulares 

.100 

100 

100 _ 


Los almacenes S 2 y S 2 tienen cada uno tres veces el nùmero 
de llantas que Sf, el almacén .S' 4 tiene la mitad de las llan¬ 
tas que tiene el almacén Si y el almacén S 5 tiene el doble 
del nùmero de llantas que tiene .S]. Encuentre la matriz 
que muestra el inventario total de llantas que tiene la com¬ 
pania. 

48. Distancia recorrida Las velocidades de los automóviles 
X, Yy Z, en kilómetros por hora, estàn dadas por la matriz 
de 3 X 1 
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A = 


50 

80 

120 


= Para la discusión 

50. Demuestre por ejemplo que, en generai, para las matrices 
A y fi de n X n 


E1 numero de horas que viaja cada automóvil està dado 
por la matriz de 1 X 3 fi = [3 4 6]. Calcule los pro- 

ductos AB y BA e interprete las entradas de cada una. 

49. Deserción de estudiantes universitarios Una universi- 
dad tiene 3 000 alumnos inscritos al principio de cierto 
ano académico. La matriz siguiente presenta el desglose 
por clase de estudiantes: 


Ano 

Nùmero de alumnos [ 1 100 800 600 500]. 

Se proyecta que el porcentaje de deserción por clase, en 
un ano cualquiera, està dado por 

' 0 . 20 “ 

0.15 
0.05 
_0.03 _ 

Es decir, se espera que 20% de los estudiantes de la clase 
de primer ano abandonen la escuela antes de concluir el 
ano, y asl sucesivamente. Usando la multiplicación de 
matrices, determine el nùmero total proyectado de deser- 
ciones en un ano determinado. 


(A -B)(A + B) ¥= A 2 - fi 2 . 

[Pista: use matrices de 2 X 2 y A 2 = AA y fi 2 = BB]. 

51. Sea A y B con matrices 2X2. ( ' Es verdad que, en generai 

(A + B) 2 = A 2 + 2 AB + fi 2 ? 


Explique. 

52. Obtenga dos matrices A de 2 X 2, donde A O, para las 
cuales A 2 = O. 


53. 


SupongaqueA = 
tal que AB = BA = / 2 . 


1 

3 


. Obtenga una matriz fi de 2 X 2 


54. Si a, b y c son numeros reales y c A 0, entonces ac = bc 
implica que a = b. En matrices, AC = BC no implica que 
A = fi. Compruebe esto para las matrices 


“2 1 4' 


5 

1 6“ 

3 2 1 

,fi = 

9 

2 -3 

.1 3 2_ 


_-l 

3 7_ 


“0 0 

0 ' 


C = 

2 3 

4 



_0 0 

0 _ 



| 14.3 Determinantes 


■ Introducción Para cada matriz cuadrada A, podemos asociar un nùmero llamado deter¬ 
minante de A. Por ejemplo, los determinantes de las matrices de2X2y3X3 


se escriben 


11 

a \2 

21 

^ 22 . 


fl ll 

a 12 

b 2 \ 

^22 



fl n 

fl 12 

a l3 

y 

a 21 

a 22 

a 23 


- fl 31 

a 32 

fl 33- 



a n 

a \2 

a l3 

y 

«21 

a 22 

a 23 


«3i 

a 32 

a 33 


( 1 ) 


( 2 ) 


en otras palabras, los corchetes se sustituyen por barras verticales. Se dice que un determinante 4 
de una matriz de n X n es un determinante de orden n o un determinante de n-ésimo 
orden. Los determinantes de (2) son, a su vez, determinantes de órdenes 2 y 3. En un anàli- 
sis, el determinante de una matriz cuadrada A se representa con los sfmbolos det A o IAI. 
Usaremos el primer simbolo exclusivamente. Por consiguiente, si 


A = 


4 

5 



entonces det A 


4 9 

5 -6 


Aunque un determinante es un 
nùmero, suele resultar pràctico 
imaginarlo corno un arreglo cua- 
drado. Asf, por ejemplo, podemos 
referimos a los determinantes de 
segundo y tercer orden corno 
determinantes de 2 X 2 y de 
3X3, respectivamente. 


Examinaremos dos aplicaciones de los determinantes en las secciones 14.4 y 14.7. 
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■ Determinante de una matriz de 2 X 2 Como hemos expuesto, un determinante es un 
numero. Comenzamos con la definición del determinante de orden 2, es decir, el determinante 
de una matriz de 2 X 2. 


Definición 14.3.1 Determinante de una matriz de 2 X 2 

Si 


A = 


a n 

\_ a 2\ 


a n 

a 22. 


entonces, el det A es el nùmero 

detA = 


a n a l2 
a 21 a 22 


Clì i d') 


(3) 


EJEMPLO 1 


Determinante de orden 2 


Evalue el determinante de la matriz 


A = 


2 

4 



Solución Por (3), 


detA = 


2 

4 


3 

-5 


2(—5) - 3(4) = -22. 


Como ayuda para memorizar la fòrmula de (3), recuerde que el determinante es la dife- 
rencia de los productos de los elementos en las diagonales: 


multiplicar multiplicar 


«ii a l2 
a 2 l ^a 22 


= a 


restar 

productos 

4 

U a 22 ~ a 12 a 21- 


Los determinantes de las matrices de 2 X 2 cumplen una función fundamental en la 
evaluación de los determinantes de las matrices de n X n, donde n> 2. En generai, el deter¬ 
minante de una matriz de n X n puede expresarse en términos de los determinantes de las 
matrices de (n — 1) X (n — 1), es decir, determinantes del orden n — 1. Asf, por ejemplo, el 
determinante de una matriz de 3 X 3 puede expresarse en términos de los determinantes de 
orden 2. Como preparativo para estudiar un mètodo de evaluación del determinante de una 
matriz de n X n, con n > 2, es necesario introducir el concepto de determinante cofactor. 


■ Menor y cofactor Si a representa la entrada en la /-ésima fila y la /-esima columna de 
una matriz cuadrada A, el menor M,y de ay se define corno el determinante de la matriz obte- 
nida al suprimir la fila /-esima y la columna /-ésima de A. Asf, para la matriz 


A = 


1 

2 

1 


5 

4 

2 


3 

5 

3 


(4) 


tenemos que los menores de a u = 1, a l2 = 5, a 22 = 4 y a 32 = 2 son, a su vez, los determi¬ 
nantes 
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se suprime la primera columna 

; 


se suprime la primera fila —> 

M n = 


-5— 3- 

4 5 

2 3 


4 5 
2 3 


se suprime la segunda columna 


se suprime la primera fila —> 

M n = 


1 —i 

i—3- 

2 - 

i 5 

i : 

1 3 


se suprime la segunda fila - 


M 22 — 


M n = 

se suprime la tercera fila —» 


4(3) - 5(2) = 2, 


2(3) - 5(1) = 1, 


1(3) - 3(1) = 0, 


1(5) - 3(2) = -1. 


E1 cofactor Ay de la entrada ay se define corno el menor My multiplicado por (— l) l+J , esto 
es, 


Ay = (—l) l+j My. ( 5 ) 4 (-l)' + 'es 1 sii + jes un nùmero 

par y es — 1 si i+ j es un 

Asf, para la matriz A en (4) los cofactores relacionados con los determinantes del menor 
anterior son 


A n = (—l) 1+1 M n = 2, 

A n = (~l) 1+2 M n = -1, 

A 22 = (-1 ) 2+2 M 2 , = 0, 

A 3 2 = (-1) 3+2 M 32 = -(-1)= 1, 

y asf sucesivamente. Para una matriz de 3 X 3, el coeficiente (— I )' | J del menor My sigue el 
patron 


+ 

— 

+ 

- 

+ 

- 

+ 

— 

+ 


Este patron de signos de “tablero de damas” se extiende también a matrices de orden mayor 
que 3. 


EJEMPLO 2 


Cofactores 


Para la matriz 


A = 



1 

- 3 
6 



obtenga el cofactor de la entrada dada: a) 0, b)l,c) — 1. 

Solución a) El nùmero 0 es la entrada de la primera fila (i = 1) y la tercera columna 
(J = 3). Por (5), el cofactor de 0 es el determinante 


a 13 = (-1) 1+3 M 13 



-3 

6 


= 30 - 3 = 27. 
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b) E1 numero 7 es la entrada de la segunda fila (i = 2) y la tercera columna (j = 3). Asf, 
el cofactor es 


^23 = (-1 ) 2 + 3 M 23 


(-D 


-2 

-1 


1 

6 


(- D - [-12 - (- 1 )] = 11 . 


c) Por ultimo, corno — 1 es la entrada de la tercera fila (i = 3) y la primera columna 
(J = 1), su cofactor es 


a 31 = (-1) 3+1 M 31 = (1) 


= 7-0 = 7. 


Ahora podemos proceder a evaluar el determinante de toda matriz cuadrada. 


Teorema 14.3.1 Teorema de desarrollo 

El determinante det A de una matriz A de n X n puede evaluarse multiplicando cada entrada 
en cualquier fila (o columna) por su cofactor y sumando los productos resultantes. 


Cuando aplicamos el teorema 14.3.1 para obtener el valor del determinante de una matriz 
cuadrada A, decimos que hemos expandido o desarrollado el determinante de A por una 
fila o por una columna dadas. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de la matriz de 
3 X 3 en (1) por la primera fila es: 


det A — «nAn -f « 12 A 12 "P «i 3 Ai 3 


«ll(-l) 1+I 

a 22 

a 23 

+ fll2(-D 1+2 

fl 21 

a 23 

+ «13(-1) 1+3 

a 2l 

a 22 


a 32 

a 33 


fl 3 l 

fl 33 


a 3l 

a 32 


a n 

a l2 

«13 

a 21 

a 22 

a 23 

a 31 

a 32 

«33 


a 22 

a 23 

a 32 

a 33 



fl 21 

a 23 


fl 21 

a 22 

«12 

«31 

«33 

+ «i 3 

fl 3 l 

a 32 


EJEMPLO 3 


Desarrollo por la primera fila 


E valile el determinante de la matriz de 3 X 3 


A = 


6 

2 

1 


5 

4 

2 



Solución Usando el desarrollo por la primera fila dada en (6) tenemos 


det A = 


6 

2 

1 


5 

4 

2 




4 

2 


= 6- (-22) - 5 • (-11) + 3 - 0 = -77. 
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E1 teorema 14.3.1 establece que el determinante de una matriz cuadrada A puede expan- 
dirse por cualquier fila o cualquier columna. Por ejemplo, el desarrollo del determinante de 
la matriz de 3 X 3 en (1), digamos, por la segunda fila, resulta en 

det A = a 2l A 2l + g 22 A 22 + « 23 A 23 


(-D 2+1 «21 

a \2 

fl 13 

+ (-D 2 + 2 fl22 

a U 

«13 

+ ( — l) 2 + 3 a 23 

fl ll fl 12 


a 32 

fl 33 


a n 

a 33 


«31 fl 32 



fl [2 

«13 


«11 

«13 


«11 

a 12 

a 2ì 

fl 32 

a 33 

+ a 22 

«31 

a 33 

a 23 

a 3 i 

a 32 


EJEMPLO 4 


Reconsideración del ejemplo 3 


El desarrollo del determinante del ejemplo 3 por la tercera columna es 


det A = 


6 

2 

1 


5 

4 

2 


= 3( 1 ) 1 


2 4 
1 2 


+ 5 ( 1 ) 2 


= 3 


2 4 
1 2 


+ 5( — 1) 


+ (-3) 


+ ( 3)( l) 3 


= 3- 0 + 5-(-1)- 7 + (-3) • 14 = -77. 


5 

4 


En el desarrollo de un determinante, corno las entradas de una fila (o columna) se mul- 
tiplican por los cofactores de esa fila (o columna), es lògico que si un determinante tiene una 
fila (o columna) con varias entradas 0, desarrollemos el determinante por esa fila (o 
columna). 


EJEMPLO 5 


Determinante de orden 4 


Evalue el determinante de la matriz de 4 X 4 


10 0 3 

0-1 0 4 

2 3 0 0 

1 5-2 6 


Solución Puesto que la tercera columna tiene sólo una entrada diferente de cero, desa- 
rrollamos det A por la tercera columna: 


det A — qiìAit. + « 23 A 23 + fl^A^ + « 43 A 43 
= (0)A 13 + (0)A 23 + (0)A 33 + ( —2)A 43 
= (-2)A 43 

donde el cofactor A 43 es 


1 

0 

3 


1 

0 

3 

0 

-1 

4 

= (-D 

0 

-1 

4 

2 

3 

0 


2 

3 

0 


Usando (6), desarrollamos el ùltimo determinante por la primera fila: 


Asl, 


0 -1 
2 3 

= (—1) ( —12 + 0 + 2-3) 

= ( 1 )( 6 ) = 6 . 


A 43 = (-1) (1) 


-1 4 

3 0 


- 0 


0 4 
2 0 


+ 3 


det A = (—2)A 43 = (-2)(6) = -12. 
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■ Propiedades Los determinantes tienen muchas propiedades especiales, algunas de las 
cuales se presentati en el teorema que sigue. 


Teorema 14.3.2 Propiedades de los determinantes 

Sea A una matriz cuadrada. 

/) Si toda entrada en una fila (o columna) de A es cero, entonces det A = 0. 

ii) Si una matriz B se forma intercambiando dos filas (o dos columnas) de A, entonces 
det B = —det A. 

iii) Si una matriz B se forma multiplicando cada entrada en una fila (o columna) de A 
por un numero reai k, entonces det B = k det A. 

tv) Si dos filas (o columnas) de A son iguales, entonces det A = 0. 

v) Si una matriz B se forma sustituyendo cualquier fila (o columna) de A por la suma 
de esa fila (o columna) y k veces cualquier otra fila (o columna) de la misma A, 
entonces B = det A. 


Es fàcil demostrar el inciso /) del teorema 14.3.2 a partir del teorema 14.3.1: desarrolla- 
mos det A por la fila (o columna) que contiene todas las entradas cero. Como ejercicio, se le 
pedirà comprobar los incisos ii) a v) del teorema 14.3.2 para matrices de segundo orden 
(véanse los problemas 31 a 34 de los ejercicios 14.3). 


EJEMPLO 6 


Aplicación del teorema 14.3.2 


Sin desarrollar se deduce inmediatamente del teorema 14.3.2/) que 


fila de ceros 


ì 

o 

4 


-2 

0 

-8 


3 

0 

6 


= 0 . 


EJEMPLO 7 


Aplicación del teorema 14.3.2 


Se deduce del teorema 14.3.2//) que 


intercambiando estas dos columnas 

; i 


1 

0 

2 


2 

0 

1 

3 

7 

8 

= - 

8 

7 

3 

4 

-1 

4 


4 

-1 

4 


t 

se obtiene un sigilo menos 


intercambiando la primera y la tercera columnas. 


EJEMPLO 8 


Aplicación del teorema 14.3.2 


Factorizando 2 de cada entrada de la primera fila, se desprende del teorema 14.3.2///) 
que 


2 es un factor comùn de la primera fila 
; 


4 

8 

2 


2-2 

2-4 

2 - 1 


2 

4 

1 

0 

3 

4 

= 

0 

3 

4 

= 2 

0 

3 

4 

-1 

7 

8 


-1 

7 

8 


-1 

7 

8 
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EJEMPLO 9 


Aplicación del teorema 14.3.2 

Puesto que la primera y la segunda columnas son iguales, se deduce del teorema 14.3.2/v) 
que 


las columnas son iguales 

1 i 

2 2 3 

-4 -4 6 

7 7-5 


= 0 . 


Como se muestra en el ejemplo que sigue, usando el teorema 14.3.2v) se puede simpli- 
ficar la evaluación de un determinante. 


EJEMPLO 10 


Aplicación del teorema 14.3.2 


Evalue el determinante de la matriz de 3 X 3 


A = 



2 5 

3 0 
-5 2 


(7) 


Solución Usamos el teorema 14.3.2v) para obtener una matriz con el mismo determinan¬ 
te que tiene una fila (o columna) con sólo una entrada diferente de cero. Para evitar frac- 
ciones, es mejor usar una fila (o columna) que contenga el elemento 1 o — 1, si es posible. 
Asf, usaremos la primera fila para introducir ceros en la primera columna corno sigue: 
multiplicamos la primera fila por 2, le sumamos el resultado a la segunda y obtenemos 


1 2 5 

0 7 10 . 

3-5 2 

Ahora multiplicamos la primera fila por — 3 y sumamos el resultado a la tercera fila para 
obtener 


1 2 5 

0 7 10 

0 -11 -13 


( 8 ) 


Desarrollando (8) por la primera columna encontramos que 


1 2 5 

0 7 10 

0 -11 -13 



10 

-13 


= 19. 


Del teorema 14.3.2v) se deduce que el valor del determinante de la matriz dada en (7) tiene 
el mismo valor; es decir, det A = 19. = 


14.3 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-36. 


En los problemas 1 a 4, encuentre el menor y el cofactor de 
cada elemento de la matriz dada. 



'4 

0' 


‘6 

-2' 

1 . 

.3 

-2 

2 . 

.5 

1 
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1 

2 

-3 

4 

2 

-5 


-7 

1 

0 

-3 

-1 

4 


17. 


18. 


En los problemas 5 a 18, evalue el determinante de la matriz 
dada. En el problema 10, suponga que los numeros a y b no 
son cero. 


-1 

—5 

-1 

0 

2 

3. 

-4 

6 


0 0 0 a 
0 c 0 0 
0 0 b 0 
d 0 0 0. 

a b c d 
U e f g 
0 0 h i 

Lo o o j J 


-b 


11 . 


12 . 


13. 


14. 


15. 


-3 4 

2 -6 
6 8 

6 2 1 
0 3-4 

10 2 


1 

1 

-4 


6 

2 

-1 

4 

-6 

0 


16. 


2 0 
0 3 

5 1 

.4 0 

0 1 
0 0 
2 2 

3 1 


1 

3 
7 

0" 

1 

3. 

1 7 

0 -2 

4 0 
-6 8 . 

0 -3' 

5 4 

0 0 

-1 3 


En los problemas 19 a 26, indique por qué la igualdad es ver- 
dadera sin calcular los determinantes dados. 


19. 


20 . 


21 . 


-1 2-4 

0 -3 1 

8 2 4 



-1 

2 

-4 

= - 

8 

2 

4 


0 

-3 

1 


= -2 


1 

-2 


1 

0 
2 

0 0 


0 0 2 
1 0 2 
1 0 0 
0 1 


= 0 




a 

- 

4 

0 

-2 

1 


4 

0 

2 

1 

10. 

a 

b 

22 . 

3 

-6 

5 

0 


3 

-6 

-5 

0 


1 

1 


2 

1 

-1 

4 


2 

1 

1 

4 


_ b 



0 

-2 

1 

3 


0 

-2 

-1 

3 


23. 


24. 


25. 


26. 


1 8 
3 0 

-1 2 

1 2 3 

4 5 6 

7 8 9 

2 6 
1 8 
-5 4 

4 -5 

2 6 

1 3 


5 

3 

-1 

7 

-4 

1 

= 0 


-10 

4 

3 

9 

-6 

3 


= 0 


En los problemas 27 a 30, use el teorema 14.3.2v) para intro- 
ducir ceros, corno en el ejemplo 10, antes de hallar el deter¬ 
minante dado. 


27. 


28. 


1 

2 

-2 

3 

2 

-5 


0 6 

4 3 

5 2 

-2 -4 

0 5 

6 3 
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29. 


30. 


1 

3 

1 

3 

0 

6 

1 

3 


4 

0 

6 

4 

2 

18 

3 


42. Compruebe que det (AB) = det A ■ det B para las matrices 
de 2 X 2 


A = 


9 -3 
4 -2 


B = 


2 5 

-1 2 


En los problemas 43 a 48, obtenga el valor de cada determi- 
nado a partir de 


= 3. 


En los problemas 31 a 34, compruebe la identidad dada desa- 
rrollando cada determinante. 


«Il 

fl 12 

a \3 

a 21 

a 22 

a 23 

a 3 i 

a 32 

a 33 


31. 


32. 


33. 


34. 


c d 


a b 

a b 


c d 


ka kb 
c d 


= k 


= 0 


a b 


a 

b 

ka + c kb + d 


c 

d 


43. 


44. 


45. 


a 3l 

a 2l 

a U 


«32 «33 

«2 2 a 23 


a 


12 


«12 «13 

a 22 a 23 


a 32 

a ll 

«H 

a 2 i 


a 33 

fl 12 

a l2 


a 13 

«11 

«2i 

a 3l 

«13 

«13 


a 22 a 23 


Demuestre que 



2«u 

2«12 

2«13 



1 « a 2 


46. 

3o 2 i 

3«22 

3a 2 3 



1 b b 2 

= (b — «)(c — a)(c — b). 


4a 3 i 

4«32 

4fl 3 3 



1 c c 2 



fl n 


a 12 

«13 

Compruebe que la ecuación matricial de una recta que pasa 

47. 

— 2«3i 

2fl 32 

-2fl 33 

por los puntos (jq, vA y (jc 2 , y 2 ) està dada por: 


— fl 21 


~ a 22 

~ a 23 


X 

y 

ì 



«ii — 5a 2 i 

a \2~ 5a 2 2 

«13 — 5a 23 

*1 

yi 

ì 

= 0. 

48. 

fl 21 

a 22 

a 23 

*2 

y2 

ì 



a 3 i 

a 32 

a 33 


En los problemas 37 a 40, encuentre los valores de À para los 
cuales det (A — À/„) = 0. Estos numeros se llaman valores 
caracteristicos (o valorespropios) de la matriz A. 


En los problemas 49 y 50, despeje x. 


37. A = 

38. A = 


1 2 
3 -4 

6 3 

-11 -6 


49. 


50. 


x 

1 

-1 

X 

1 

-1 


1 

-1 

0 

1 -1 

X 1 

x 2 


= 7 


= 0 



'-1 

1 

0' 

= 'ara la discusión 




39. A = 

1 

2 

1 

51. Sin desarrollar el determinante de la m 


0 

3 

-1, 










1 

i 

1 


'13 

0 

0" 


1 

i 

1 

40. A = 

0 

ì 

2 

0 

A = 

a 

b 

c 


_ 0 

0 

-7. 


_bc 

ac 

ab _ 


41. Sin desarrollar, explique por qué 

1 1 1 

a b c 

b + c a + c a + b 


= 0. 


donde a, by c son constantes diferentes de cero, explique 
por qué det A = 0. 

52. Sea A una matriz cuadrada y A T su transpuesta. Responda: 
(diay alguna relación entre det A y det A / ? 
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| 14.4 Inversa de una matriz 


■ Introducción En àlgebra commi, cada numero reai a diferente de cero tiene un inverso 
multiplicativo b tal que 

ab = ba = 1 

donde el nùmero 1 es la identidad multiplicativa. E1 nùmero b es el reciproco del nùmero a, 
es decir, tri 1 = 1 la. Del mismo modo, una matriz A puede tener un inverso multiplicativo, 
pero corno veremos en la explicación que sigue, A debe ser de un cierto tipo de matriz cua- 
drada. 

■ Inverso multiplicativo Si A es una matriz de n X n y existe una matriz B de n X n tal 
que 

AB = BA = (1) 

decimos que B es el inverso multiplicativo o, simplemente, el inverso de A. El inverso 
multiplicativo de A se escribe B = A~ l . A diferencia de lo que ocurre en el sistema de los 
nùmeros reales, nótese que el simbolo A -1 no denota el reciproco de A, esto es, A -1 no es 
1/A. En la teoria de matrices 1/A no està definido. Se dice que una matriz cuadrada que tiene 
un inverso multiplicativo es no singular o invertible. Cuando una matriz cuadrada A no tiene 
inverso, se dice que es singular o no invertible. 


EJEMPLO 1 


Inverso de una matriz 


Si A = 

'2 5' 

y B = 

3 

— 5" 


.1 3. 


.-1 

2 . 


entonces 


'2 5' 

3 -5' 


'6-5 -10 + 10' 


1 0' 

.1 3 

-1 2 


3-3 -5+6. 


.0 1. 


3 -5' 

'2 5' 


6-5 15-15' 


1 0' 

.-1 2_ 

.1 3. 


.-2 + 2 -5+ 6. 


.0 1. 


Puesto que AB = BA = I 2 , concluimos de ( 1 ) que la matriz A es no singular y que el inverso 
A 1 de la matriz A es la matriz B dada. = 


■ Determinación del inverso A mètodo 1 Podemos encontrar el inverso de una matriz 
no singular por medio de dos métodos. El primero que consideraremos usa determinantes. 
Empezamos con el caso especial donde A es una matriz de 2 X 2: 

^ _ «11 «12 
-«21 « 22 - 

Para que una matriz de 2 X 2 

b il b p 

B = 

_^21 ^ 22 . 

sea el inverso de A, debemos tener 


«ìi 

«12 

^11 

^12 


1 

0 ' 

.«21 

« 22 . 

.^21 

^ 22 . 


.0 

1 . 
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Por la multiplicación y la igualdad de matrices, encontramos que b u y b 2ì deben satisfacer 
el sistema lineai 


f a n b n + cinzii — 1 

l « 21^11 « 22^21 = 0 ; 

mientras que b i2 y b 22 deben satisfacer 

f «11^12 + ci u b 2 2 — 0 

l «21^12 "f «22^22 = 1- 

Resolviendo estos dos sistemas de ecuaciones, obtenemos 

a 22 


( 2 ) 


(3) 


b ti = 


b-> i — 


a n a 22 a l 2 a 2 l 

~ a 2l 

«11«22 — «12«21 


b n. — 


b 17 ~ 


«11«22 «12«21 
«U 

a ll a 22 ~~ a U a 2l 


(4) 


Una inspección de las expresiones en (4) revela que el denominador de cada fracción es el 
valor del determinante de la matriz A, es decir 


det A ^ 11^22 ^ 12 ^ 21 - 

a 22 ~~ a l2 


Por tanto. 


B = 


bn b\ 2 
i> 2 \ b 22 


det A det A 

~ a 21 a n 
det A det A 


Este resultado conduce al teorema siguiente. 


Teorema 14.4.1 Inversa de una matriz de 2 X 2 

Sea 


fln a 12 
_ a 21 a 22 . 


Si det A ^ 0, entonces el inverso multiplicativo de A es la matriz 


A- 1 = 


det A 


a 22 

-fl 2 l 


«12 
« 11 . ' 


(5) 


De la deducción que precede al teorema 14.4.1, hemos demostrado que AA 1 = / 2 . 
Dejamos corno ejercicio (véase el problema 34 de los ejercicios 14.4) comprobar que 
A _1 A = / 2 , donde A -1 està dado por (5). 


EJEMPLO 2 


Aplicación de (5) 


Encuentre A 1 para 


A = 


3 

-7 



Solución Primero, calculemos el determinante de la matriz: 

det A = (3)(—4) — (2)(—7) = 2. 
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Con las identificaciones a\\ = 3, « 12 = 2, a 2l = “7 y a 22 = —4, observamos en (5) del 
teorema 14.4.1 que el inverso de la matriz A es 



E1 teorema 14.4.1 es un caso especial del teorema siguiente, el cual establecemos sin 
demostración. Antes de leer el teorema 14.4.2, lo invitamos a revisar la definición 14.1.3 
sobre la transpuesta de una matriz. 


Teorema 14.4.2 

Inversa de una matriz de n 

X n 


Sea 








a n 

a l2 

a \n 



A = 

a 2l 

a 22 

a 2 n 

( a ij)nXn ■ 



- a n 1 

a n2 

^nn — 



Si det A A 0, entonces el inverso multiplicativo de A es la matriz 



^11 

An 

A ln 

T 


A -1 = 1 

An 

a 22 

a 2 „ 


(6) 

det A 







-A„i 

A,,2 

' Kn- 




donde Ay es el cofactor de la entrada a /; de A. 


La transpuesta de la matriz de cofactores 


"An 

Ai2 

Aln 

T 

'A n 

A 2 1 

A„j 

Ah 

A22 

a 2 „ 

= 

A12 

a 22 

a„ 2 

_ A„i 

A„2 

■ A H n _ 


-Al„ 

a 2 „ 

' A„„ _ 


dada en (6) se llama adjunta de la matriz A y se denota por adj A. En la matriz adjunta dada 
en (6), es importante notar que las entradas a (/ de la matriz A se sustituyen por sus correspon- 
dientes cofactores A i} y después se obtiene la transpuesta de dicha matriz. El inverso en (6) 
puede escribirse asf: 


A ' 1 = 


1 

det A 


adj A. 


EJEMPLO 3 


Aplicación de (6) 


Encuentre A 1 para 


A = 



-2 4 

3 2 

0 -6 
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Solución E1 determinante de A es det A = —86. Ahora, para cada entrada de A el corres- 
pondiente cofactor es 


^11 

Al 

A31 


3 

0 



= -18, 



-A 12 — 


^22 — 


-2 4 
3 2 


-16, A 32 = 



1 

5 


4 

-6 
1 4 

-1 2 


-26, 


= - 6 , 


A [3 — 


Al — 


a 33 — 




-15, 


= -10, 


= - 1 . 


Asf, por (6) del teorema 14.4.2, la inversa de A es — x6 veces la matriz adjunta de A: 



^11 

Ai 

Ai 3 

T 

— 18 

4 

-15' 

_,|SO 

|oc 

1 

II 

1 

A 2 i 

Ai 

^23 

1 

“ 86 

-12 

-26 

-10 


-A 3 i 

Ai 

^33. 


.-16 

-6 

-1. 


està adj A 

A N 



'-18 

-12 

-16' 


" 18 

86 

12 

86 

16 1 

86 


1_ 

6 

43 

wl 00 

_1 

1 

4 

-26 

-6 


4 

26 

6 


2 

13 

3 

86 


86 

86 

86 


43 

43 

43 


.-15 

-10 

1. 


15 

L 86 

10 

86 

1 

86 J 


15 

L 86 

5 

43 

1 

86 J 


En los teoremas 14.4.1 y 14.4.2 vimos que podfamos calcular A 1 siempre que det A A 0. 
Reciprocamente, si A -1 existe, entonces puede demostrarse que det A A 0. Concluimos que 


• Una matriz A de n X n es no singular si y sólo si det A A 0. 


(7) 


EJEMPLO 4 


Aplicación de (7) 


La matriz 



no tiene inversa, puesto que det A = 8 — 8 = 0. Asi, por (7), A es una matriz singular. = 


Es evidente que el uso de (6) llega a ser tedioso para matrices de orden n > 3. Por ejem- 
plo, para una matriz de 4 X 4 debemos, primero, calcular dieciséis determinantes de orden 
3. Un mètodo mas eficiente para encontrar el inverso multiplicativo de una matriz usa ope- 
raciones elementales entre las filas de la matriz. 

■ Determinación de la inversa A mètodo 2 Para cualquier matriz A, las operaciones 
elementales entre filas en A se definen corno las tres transformaciones siguientes de A. 

i) Intercambiar cualquier par de filas. 

ii) Multiplicar cualquier fila por una constante k diferente de cero. 

iii) Sumar un mùltiplo constante diferente de cero de una fila a otra. 

Semejante a la notación que usamos en la sección 13.1 para representar operaciones en 
ecuaciones de un sistema de ecuaciones lineales, empleamos las abreviaturas siguientes para 
las operaciones elementales entre filas. El simbolo R representa la palabra/;7« (por el inglés 
row ): 

Rj Rf. intercambie la fila /-esima con la fila j-ésima. 

kRf. multiplique la fila i-ésima por k. 

kRj + Rf. multiplique la fila i-ésima por k y sume el resultado a la fila j-ésima. 
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Exponemos sin demostración: 

• La secuencia de operaciones elementales entre filas que transfonnan una matriz 
A de orden n X n en la identidad multiplicativa /„ es la misma secuencia de ope¬ 
raciones elementales entre filas que transforma l n en A 1 . 

Formando la matriz de n X 2 n, que consta de las entradas de A a la izquierda de una barra 
vertical y las entradas de /„ a la derecha de la barra vertical. 


«Il 

«12 

«In 

1 

0 ■ 

■ 0“ 

«21 

«22 

«2 n 

0 

1 ■ 

■ 0 

-«Hi 

«h2 

«mi 

0 

0 ■ 

■ 1_ 


entonces aplicamos una secuencia de operaciones entre filas en (8) hasta que la transformemos 
en la nueva matriz: 


1 

0 ■ 

■ 0 

b ii 

^12 

1 

s 

-sf 

0 

1 ■ 

■ 0 

£>21 

bl2 

■ b 2n 

_0 

0 ■ 

• 1 

b„ i 

b„ 2 ■ 

' b nn _ 


donde la matriz a la izquierda de la barra vertical es ahora /„. La inversa de A es 


A~ = 


£>u £>i 2 

^21 ^22 


bln 

t>2 n 


. b„\ b n2 ■ ■ ■ £>„„ _ 

Este procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 


EJEMPLO 5 


Uso de operaciones elementales entre filas 


Use operaciones elementales entre filas para encontrar A 1 para 


A = 


2 

1 


3 

6 


So I u c ió n Empezamos por formar la matriz 


'2 

3 

1 

0 ' 

1 

6 

0 

1 . 


La idea es transformar la matriz a la izquierda de la linea vertical en la matriz / 2 . Ahora, 


2 

3 

1 

0 

^12 ^ 

1 

6 

0 

1 

.1 

6 

0 

1 . 


2 

3 

1 

0 _ 





-2R, + R 2 " 

1 


6 

0 






0 

- 

9 

1 





9^2 v 

1 

6 


0 






0 

1 


1 

"9 





— 6 R 2 + R\ 

1 

0 


2 

3 






.0 

1 


1 

'9 
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Puesto que / 2 ahora aparece a la izquierda de la linea vertical, concluimos que la matriz a 
la derecha de està linea es 


- 2 _i- 

A- 1=3 3 

A _1 2 • 

- 9 9- 

Este resultado puede comprobarse mediante el mètodo anterior o por multiplicación. Al 
escoger el segundo procedimiento, vemos que AA~ 1 y A~ 1 son, a su vez: 


2 

3' 

' 2 

3 

1- 

3 


r 4 

3 

3 

9 

2 

3 

+ 

1 

SOION 


1 

0 ' 

1 

6. 

1 

. 9 

2 

9J 


2 

L 3 

6 

9 

1 

3 

4 - 

12 

9 J 


0 

1 . 


2 1“ 

3 3 

'2 3 ' 


r 4 1 6 6 1 

3 3 3 3 


1 0 ' 

1 2 

9 9- 

1 

ON 

1 _ 


_2 , 2 _3 , 12 

L 9 ' 9 9 ' 9 J 


1 

O 

1 _ 


EJEMPLO 6 


Reconsideración del ejemplo 3 


Use operaciones elementales entre filas para encontrar A 1 
Solución Tenemos: 


para la matriz del ejemplo 3. 


1 

-2 

4 

1 

0 

0] 


r 1 

-2 

4 

1 

0 

0] 














-1 

3 

2 

0 

1 

0 

- 5 ——> 

0 

1 

6 

1 

1 

0 

5 

0 

-6 

0 

0 

1 _ 


.5 

0 

-6 

0 

0 

1 _ 


~5Ri +/?3 


2 R? + R\ 


~ 10/?2 “I" R 3 


86^3 


- ()R { t R', 


- 16 Ri + R, 


-2 

1 

10 

0 

1 

10 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

1 

0 


4 

6 

-26 

16 

6 

-26 

16 

6 

-86 
16 


6 

1 

16 

0 

1 

0 

0 

1 


1 

1 

-5 

3 

1 

-5 

3 

1 

15 

2 

1 

10 

86 


0 

1 

0 

2 

1 

0 


0 

0 

1 

0 ' 

0 

1 


4_ 

"86 

15 

86 


26 

86 

U) 

86 


18 

86 

_4_ 

"86 

15 

86 


12 

86 

26 

86 

10 

86 


2 

1 

-10 
0 

0 

J_ 

"86 J 

0' 

jy 

86 

_i_ 

86 J 

16 -| 

86 
_6_ 

86 

_1 

86 J 


0 

0 

1 


Como antes, vemos que. 



" 18 

86 

12 

86 

16“ 

86 


" 18 

12 

16' 

A -1 = 

4 

86 

26 

86 

6 

86 

_ 1 
— 86 

-4 

26 

6 


15 

L 86 

10 

86 

1 

86 J 


. 15 

10 

-1. 


En conclusión, notamos que si una matriz A de orden n X n no puede transformarse en 
la identidad multiplicativa /„ por medio de operaciones elementales entre filas, entonces A es 
necesariamente singular. Si, en algun punto de la aplicación de las operaciones elementales 


14.4 Inversa de una matriz 


625 
























































entre filas hallamos una fila de ceros en la matriz a la izquierda de la linea vertical, entonces 
la matriz A es singular. Por ejemplo, de 


'-2 

4 

1 

0 _ 

jRi + 7?2 

'-2 

4 

1 0' 

1 

-2 

0 

1. 


0 

0 

5 lj 


vemos que ahora es imposible, usando sólo operaciones entre filas, obtener / 2 a la izquierda 
de la linea vertical. Asl, la matriz de 2 X 2 



es singular. 


14.4 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


En los problemas 1 y 2, compruebe que la matriz B es la 
inversa de la matriz A. 


11 . 


1. A = 


,B = 


3 

-4 


3 4-7 

2 1 8 
5 5 1 




Z J 







'-3 

5 


r 


'1 

-1 

0' 


2 

-1 

2 

12 . 

2 

0 


5 

2 . A = 

3 

0 

2 

,B = 

1 

-1 

2 


4 

1 




.1 

1 

1. 


.-3 

2 

-3. 


“4 

1 

0' 



En los problemas 3 a 14, use el mètodo 1 expuesto en està 
sección para encontrar el inverso multiplicativo, si lo hay, de 
la matriz dada. Suponga que todas las variables son distintas 
de cero. 

3 1 

2 -1 
7 - 


-5 

3 

-1 

0 

-1 


-4 

2 

-9 

3 

f 


0 


a a 
—a a 


13. 


14. 


0 2 


0 


0 0 -5. 

1 -1 -2 
-4 4 3 

3 2 0 


En los problemas 15 a 26, use el mètodo 2 presentado en està 
sección para hallar el inverso multiplicativo, si lo hay, de la 
matriz dada. 


15. 


16. 


-1 4 

2 7. 

5 -6 

2 -4 


8 . 


9. 


10. 


a b 
—b a 

"l 0 r 
0 1 0 
_1 io. 
2 -1 
1 1 
-1 2 


1 

0 

-1 


17. 

18. 

19. 

20 . 


6 

.-3 

- ì 

2 

_-l 

"4 0 

.0 5. 

‘3 15 

.1 l 


12 

—6 

f 

8 
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4 0 


-6 


22 . 


23. 


2 

0 

0 

2 

1 

3 


-3 1 

1 2 

-2 4 

0 -4 
5 -1 
2 1 


24. 


25. 


26. 


27. 


8 -3 

2 1 
.-2 1 

'-2 0 
0 3 

0 1 
0 0 

'1 0 
2 3 

0 4 

_1 -1 

su- 1 = 


6 

-1 

1 


0 -1 

0 4 

-1 2 

1 0 


1 

0 

0 

1 

4 

3 


1 

-1 

2 

0 



cuàl es A? 


28. Encuentre el inverso de A 


sentì 

—costì 


costì 

sentì 


En los problemas 29 y 30 suponga que A 


4 

3 


2 

2 


y 


B = 


4 

2 


8 

5 


Compruebe la propiedad dada de la inversa 


calculando los miembros izquierdo y derecho de la igualdad 
dada. 


= Para la discusión 

31. Sea 

0 ■■■ 0" 

CI 22 * * * Q 

- 0 0 ■ ■ ■ a nn _ 

donde a u A 0, con i = 1,2, .... n. Encuentre A -1 



32. Use el resultado del problema 31 para encontrar A 1 de la 
matriz 


A = 


2 

0 

0 


0 

4 

0 


0 

0 

-6 


33. 

34. 

35. 


Sea 


'1 

-2 

X 


'2 

.3 

-8. 

.y. 


.3. 


encuentre xy y. 


Si A 1 està dado por (5), compruebe que A *A = li. 

A, B y C son matrices de n X n, donde A es no singular. 
Explique: ^cómo demostrarfa que si AB = AC, entonces 


B = C? 


36. En el problema 29 vimos que (A -1 ) -1 = A para una matriz 
de 2 X 2 no singular. Este resultado es verdadero para toda 
matriz de n X ri no singular. Còrno demostrarfa este resul¬ 
tado generai? 

37. En el problema 30, vimos que (AB) -1 = B *A parados 
matrices de 2 X 2 no singulares. Este resultado es verda¬ 
dero para dos matrices de n X n no singulares cualesquiera. 

Còrno demostrarfa este resultado generai? 


38. Sea A una matriz de 2 X 2 para la cual det A A 0. Demuestre 
que det A -1 = 1/det A. Este resultado es verdadero para 
toda matriz de n X n no singular. 


| 14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas 

■ Introducción En el ejemplo 2 de la sección 13.1 resolvimos el sistema de ecuaciones 
lineales 

f i + 2 y + z = ~ 6 

< 4x — 2y — z = — 4 (1) 

l_2x— y + 3z=19 

encontrando el sistema equivalente en forma triangular: 

(x + 2y + z = —6 

l y + k = -l ( 2 ) 

l z = 6 . 


14.5 Sistemas lineales: matrices aumentadas 


627 

































E1 sistema (2) se obtuvo del (1) por medio de una serie de operaciones que cambiaron los 
coeficientes de las variables y las constantes del miembro derecho de cada ecuación. En todo 
este procedimiento, las variables actuaron corno “marcadores de posición”. Por tanto, estos 
càlculos pueden simplificarse ejecutando operaciones entre las filas de la matriz: 


"1 

2 

1 

-6' 

4 

-2 

-1 

-4 

.2 

-1 

3 

19. 


■ Matrices aumentadas La matriz en (3) se llama matriz aumentada del sistema (1) y 
està formada por la matriz de coeficientes 

'1 2 1 " 

4 -2 -1 , 

.2 -1 3, 

aumentada por la adición de una columna cuyas entradas son los términos constantes del 
sistema. La linea vertical en una matriz aumentada permite distinguir los coeficientes de las 
variables del sistema de los términos constantes de éste. 

Cuando las operaciones de eliminación presentadas en la sección 13.1 se aplican al 
sistema de ecuaciones obtenemos un sistema equivalente. Tales operaciones de eliminación 
son anàlogas a las operaciones elementales entre filas que vimos en la sección precedente. 
Cuando las operaciones elementales entre filas se aplican a la matriz aumentada, el resultado 
es la matriz aumentada de un sistema equivalente. Por elio, se dice que la matriz originai y 
la matriz resultante son equivalentes por filas. El procedimiento para realizar operaciones 
elementales entre filas en una matriz a fin de obtener una matriz equivalente por filas se llama 
reducción por filas. 

■ Eliminación gaussiana Para resolver un sistema corno (1) usando una matriz aumentada 
se emplea la eliminación gaussiana o la eliminación de Gauss-Jordan. En la eliminación 
gaussiana se reduce por filas la matriz aumentada del sistema hasta llegar a una matriz aumen¬ 
tada equivalente en forma escalonada por filas. 


Definición 14.5.1 Forma escalonada por filas 

Una matriz està en forma escalonada por filas cuando: 

i) En la primera entrada de cada fila diferente de cero està el numero 1. 

ii ) En las filas consecutivas diferentes de cero, la primera entrada 1 de la fila màs baja 
aparece a la derecha del 1 de la fila màs alta. 

Hi) Las filas donde las entradas son todas cero aparecen en la base de la matriz. 


EJEMPLO 1 


Forma escalonada 


Las dos matrices aumentadas 


1 _ 

f 


"1 0 

5" 

0 1 5 

8 

, 

0 1 

-1 

_0 0 1 

2_ 


O 

O 

0 _ 


tienen forma escalonada, mientras que la matriz 


"0 

2 

4 

5" 

viola i) 

0 

0 

0 

0 

<r- viola iii) 

.1 

4 

3 

1 . 

<r -viola ii) 


no tiene forma escalonada 
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Como vemos en el ejemplo 1, la forma escalonada por filas de una matriz aumentada 
tiene aproximadamente forma triangular con entradas cero debajo de una diagonal cuyos 
elementos son todos 1. 

Para reducir una matriz aumentada a la forma escalonada por filas ejecutamos las mismas 
operaciones elementales entre filas que estudiamos en la sección 14.4: 

Ri Rf. se intercambia la /-ésima fila con la j-ésima fila. 

kRj-, se multiplica la /-ésima fila por una constante k. 

kRj + Rf. se multiplica la /-ésima fila por k y el resultado se suma a lay-ésima ecuación. 


EJEMPLO 2 


Reconsideración del sistema 1 


Resuelva el sistema (1) usando el mètodo de eliminación gaussiana. 


Solución Empezamos usando la primera fila para introducir ceros debajo del 1 de la 
primera columna 


1 2 
4 -2 
2 -1 


-6 


1 

2 

1 

-6 

-4 

AR Ì + R 2 v 

0 

-10 

-5 

20 


19 . 


.2 

-1 

3 

19 . 



'1 

2 

1 

- 6 ' 


2R l + R 3 

0 

-10 

-5 

20 





_0 

-5 

1 

31 . 



r i 

2 

1 

-6 


2^2 + ^3 v 

0 

-10 

-5 

-20 





_0 

0 

7 

2 

21 



"1 

0 

2 1 

1 ì 

—6 

-2 







_0 

o l 

21 . 



, 

"1 

0 

2 1 

1 -2 

- 6 " 

-2 







0 

0 1 

6 



Puesto que la ùltima matriz aumentada tiene forma escalonada por filas [y corresponde 
al sistema (2)], hemos resuelto en realidad el sistema originai. La ultima fila de la matriz 
implica que z = 6. Las variables restantes se determinan por sustitución hacia atràs. 
Sustituyendo z = 6 en la ecuación correspondiente a la segunda fila de la matriz se obtiene 
y = — 5. Finalmente, sustituyendo y = — 5 y z = 6 en la ecuación correspondiente a la 
primera fila se obtiene x = —2. Por tanto, la solución es x = —2, y = —5, z = 6. = 

En el ejemplo 2, nótese que repetimos, en orden, las operaciones elementales entre filas 
correspondientes a las que realizamos en las ecuaciones cuando resolvimos este sistema por 
eliminación (véase ejemplo 2 de la sección 13.1). Asf, no estamos haciendo nadanuevo aquf. 
Simplemente hemos suprimido las variables y los signos de igualdad de las ecuaciones y 
estamos contando con el formato de la matriz para mantener las cosas en orden. 


EJEMPLO 3 


Uso de la eliminación gaussiana 


Aplique el mètodo de eliminación gaussiana para resolver el sistema 


(x + y — 2z = 2 
< x + 5y + 6 z = 7 
l* + 3v + 3z = 4. 
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S o I u c i ó n Formamos la matriz aumentada del sistema y aplicamos operaciones entre filas 
hasta obtener la forma escalonada por filas: 


1 

1 

-2 

2 


1 

1 

-2 

2 

1 

5 

6 

7 

-!-2-» 

0 

4 

8 

5 

.1 

3 

3 

4. 


.1 

3 

3 

4_ 






r 1 

1 

-2 

2' 





— ^ 

0 

4 

8 

5 






_o 

2 

5 

2_ 






r 1 

1 

-2 

2 














— —— 4 

0 

4 

8 

5 






_0 

0 

1 

1 

2 






1 

1 

-2 

2 





jfi 2 ^ 

0 

1 

2 

5 

4 






_0 

0 

1 

1 

2 


La ùltima matriz aumentada està en forma escalonada por filas y corresponde al sistema 

{ x + y — 2 z = 2 

y + 2z = ! 

Z = 4- 

De la ùltima ecuación, vemos inmediatamente que z = De la segunda ecuación, obte- 
nemos y + 2(—= f o y = f. Finalmente, la primera ecuación nos da x + | — 2(4) = 2 
ox = —4. Por consiguiente, x = —4, y = z = 4 es solución del sistema. = 


EJEMPLO 4 


Uso de la eliminación gaussiana 


Aplique el mètodo de eliminación gaussiana para resolver el sistema 


2x — 3y + z = 6 
x + y — z— —2 
4x — y — z = 2. 


Solución Realizamos operaciones entre filas: 


'2 

-3 

1 

6' 

1 

1 

-1 

-2 

.4 

-1 

-1 

2. 


fi 12 


» 


~2.R\ + R 2 
- - -=->• 


- 4^,+^ 3 
- - - 


— Ry + 

--- ^4 




"1 

1 


1 

-2 

2 

-3 


1 

6 

.4 

-1 

- 

1 

2 

'1 

1 

- 

1 

-2 

0 

-5 


3 

10 

.4 

-1 

- 

1 

2 

'1 

1 

- 

1 

— 2 

0 

-5 


3 

10 

.0 

-5 


3 

10 

'1 

1 

- 

1 

-2 

0 

-5 


3 

10 

.0 

0 


0 

0 

'1 

1 

-1 


-2' 

0 

1 

3 

5 


-2 

.0 

0 

0 


0 . 


630 


CAPITULO 14 Matrices y determinantes 










































La ùltima matriz es la matriz aumentada del sistema 


Jx + y - z = 12 

l y -§z= -2. 

Despejando xyyen términos de z encontramos 



Asì, el sistema dado es consistente, pero las ecuaciones son dependientes. Hay infinitas 
soluciones de los sistemas obtenidos asignando arbitrariamente valores reales a z. Si repre- 
sentamos z con a, las soluciones del sistema constan de todas las x,yyz que se definen 
por x = —fa, y = ja — 2, z = a, respectivamente, donde a es cualquier nùmero reai. = 


La tècnica estudiada en està sección también es aplicable a los sistemas de m ecuaciones 
lineales con n incógnitas. En el ejemplo que sigue consideramos un sistema de dos ecuacio¬ 
nes con tres incógnitas. 


EJEMPLO 5 


Uso de la eliminación gaussiana 


Aplique la eliminación gaussiana para resolver el sistema 


J x + 2 y — 4z = 6 
\5x - y + 2z = -3. 


Solución Tenemos 


1 2 -4 

6 

5 R\ +^2 v 

1 

2 - 

-4 

6 

.5 -1 2 

-3. 


0 

-11 

22 

—33_ 



-rrfia . 

1 

2 -4 

6 





0 

1 -2 

3 



De la ùltima matriz en forma escalonada por filas obtenemos 

Jx 4- 2y — 4z = 6 
l y ~ 2z = 3. 


Usando la segunda ecuación para eliminar y de la primera obtenemos 

= 0 Jx = 0 

y ~ 2z = 3 ty = 2z + 3. 

Como en el ejemplo 4, podemos asignar cualquier valor a z. Por tanto, las soluciones 
del sistema estàn definidas por x = 0, y = 2a + 3, z = ol, donde a es cualquier 
nùmero reai. = 



■ Eliminación de Gauss-Jordan En el mètodo de eliminación de Gauss-Jordan, las opera- 
ciones elementales entre filas se continùan hasta obtener una matriz en la forma escalonada 
reducida por filas. Las matrices escalonadas reducidas por filas tienen las tres propiedades 
i) a iii) de la definición 14.5.1 y una adicional: 

iv) Una columna que contiene 1 corno primera entrada tiene ceros en todas las demas 
posiciones. 
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■ giungi Forma escalonada reducida porfilas 

a) Las matrices aumentadas 


EJEMPLO 6 


'1 

0 

0 

T 












0 

0 1 

-6 

2 

5' 

0 

1 

0 

-ì 

y 

.0 

0 0 

0 

1 

4. 

_0 

0 

0 

0 _ 








estàn en forma escalonada reducida por filas. Debe comprobar que se satisfagan los cuatro 
criterios de està forma. 

b) En el ejemplo 1 vimos que la matriz aumentada 


'1 

4 

6 

r 

0 

1 

5 

8 

_0 

0 

1 

2 _ 


tiene forma escalonada por filas. Sin embargo, la matriz aumentada no tiene forma esca¬ 
lonada reducida por filas porque las entradas restantes (indicadas en rojo) de las columnas 
que contienen 1 corno primera entrada no son todas cero. = 


Cabe senalar que en la eliminación gaussiana nos detenemos cuando hemos obtenido 
una matriz aumentada en forma escalonada por filas. En otras palabras, mediante secuencias 
diferentes de operaciones entre filas podemos llegar a distintas formas escalonadas por filas. 
Este mètodo requiere después de la sustitución hacia atràs. En la eliminación de Gauss-Jordan 
terminamos cuando hemos obtenido la matriz aumentada en forma escalonada reducida por 
filas. Toda secuencia de operaciones entre filas producirà la misma matriz aumentada en 
forma escalonada reducida por filas. Este mètodo no necesita sustitución hacia atràs; la solu- 
ción del sistema sera evidente por inspección de la ultima matriz. En términos de las ecua- 
ciones del sistema originai, nuestro objetivo es simplemente igualar a 1 el coeficiente de la 
primera variable de la primera ecuación* y luego usar multiplos de esa ecuación para elimi¬ 
nar la variable de las demàs ecuaciones. El proceso se repite con las otras variables. 


EJEMPLO 7 


Reconsideración del ejemplo 3 


Cuando resolvimos el sistema del ejemplo 3, 


x + y — 2z = 2 
x + 5y + 6z = 7 
^x + 3y + 3z = 4, 


nos detuvimos al obtener una forma escalonada por filas. Ahora comenzaremos con la 
ultima matriz del ejemplo 3. Puesto que las primeras entradas de la segunda y la tercera 
filas son 1, debemos igualar a 0 las entradas restantes de la segunda y la tercera colum¬ 
nas: 

'1 1 
1 5 

.1 3 


1 0 -4 | 

0 1 2 I 

0 0 1 4 


— 2R 3 + R 2 
47 ?-2 + 7?] 
--- -—> 


* Siempre podemos intercambiar ecuaciones, pero sólo si la primera ecuación contiene la variable X\. 


1 

0 

0 

5 

4 

0 

1 

0 

9 

4 

0 

0 

1 

1 




2l 

operaciones 

r i 

1 

-2 

2] 


entre filas 





7 

- > 

0 

1 

2 

4 

4, 


.0 

0 

1 

1 

2 J 


- ultima matriz del ejemplo 3 
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La ultima matriz tiene forma escalonada reducida por filas. Teniendo en cuenta lo que 
significa la matriz en términos de ecuaciones, de inmediato vemos que la solución es 

5 9 1 _ 

x = -4. y = 4 ’Z = 2' = 


EJEMPLO 8 


Sistema inconsistente 


Use la eliminación de Gauss-Jordan para resolver el sistema 


x + y = 1 
4x — y = —6 
2x — 3 y = 8 . 


Solución En el proceso de aplicar la eliminación de Gauss-Jordan a la matriz del sistema 
nos detenemos en 


1 1 

1 

operaciones 

1 

0 

-1 



entre filas 



4 -1 

-6 

-» 

0 

1 

2 

2 -3 

8 


0 

0 

16 


La tercera fila de la ùltima matriz significa que (k + Oy = 16 (o 0 = 16). Como no hay 
numeros x y y que puedan satisfacer està ecuación, concluimos que el sistema no tiene 
solución, es decir, es inconsistente. = 


EJEMPLO 9 


Balanceo de una ecuación quimica 


Balancee la ecuación quimica CtH 6 + O 2 —>• CO 2 + H 2 0. 


Solución Buscamos los enteros positivos x,y,zyw para que la ecuación balanceada 
sea 


x C 2 H 6 + y 0 2 —> z C0 2 + w H 2 0 

Como el numero de àtomos de cada elemento debe ser igual en ambos lados de la ùltima 
ecuación, obtenemos un sistema homogéneo de tres ecuaciones con cuatro variables: 


carbono (C): 
hidrógeno (H): 
oxfgeno (O): 


2 X = z 
6 x = 2 w 
2 y = 2z + w 


2x + Ov — z + Ow = 0 
o 6x + Oy + Oz — 2w = 0 
Ox + 2y — 2z ~ w = 0 


Puesto que el ùltimo sistema es homogéneo, debe ser consistente. Véase la sección 13.1 

Realizando operaciones elementales entre filas, obtenemos 


[2 

0 

-1 

0 

°1 

operaciones 

r 1 

0 

0 

_i 

o] 






entre filas 






6 

0 

0 

-2 

0 


0 

1 

0 


0 


6 

.0 

2 

-2 

-1 

0. 


.0 

0 

1 

2 

3 

0 . 


17 2 

y, por tanto, una solución del sistema es x = 3 a, y = ga, z = 3 a, w = a. En este caso, a 
debe ser un entero positivo elegido de forma que x,y, zyw sean también enteros positivos. 
Para lograrlo, seleccionamos a = 6 . Esto dax = 2, y = 7, z = 4 y w = 6 . Asf, la ecuación 
balanceada es 


2C 2 H 6 + 70 2 -> 4C0 2 + 6H 2 0 
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14.5 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


En los problemas 1 a 4, escriba la matriz de coeficientes y la 
matriz aumentada del sistema de ecuaciones dado. 



En los problemas 5 a 32, resuelva el sistema dado, o demues- 
tre que no tiene solución. Use eliminación gaussiana o elimi- 
nación de Gauss-Jordan, segun lo indique su profesor. 



14 . 


15 . 


16 . 


17 . 


18 . 


19 . 


20 . 


21 . 


22 . 


23 . 


24 . 


25 . 


12x + 2 y — 4z - 

= 26 

1 

+ 

11 

= -3 

3x + 6y — 9" = 

= 38 

u + v — 3 w = 

6 

2u — v + 6w = 

7 

3 u - 9w = 

9 

3x — y + z = 

1 

3x + 3y + 5z = 

3 

3x + y + 3z = 

2 

Xi + 2 x 2 + x 3 

= 1 

2x 1 — x 2 + 4x 3 

= 7 

3xj + 2x 2 — x 3 

= 7 

2x — y + 2 z 

= -1 

- x + y + 2z 

= -2 

—4x + 3y + 2z 

= 0 

x - 2y + 3z = 

2 

3x - y + 2 z = 

-5 

x + 3 y + 4 z = 

1 

2x + y — z = 

-1 

2x + 5_y — 5z = 

3 

x + y - z = 

0 

1 

1 

II 

0 

x — 2y + 4z = 

0 

2x + y + 3z = 

0 

4x + y + z = 

0 

x — 5y + 5 z = 

0 

x + y + z = 

0 

5x — ly + 6z = 

0 

x — 2y + 6z = 

0 

x - y - 2z = 

0 

X + y + z = 

= 0 

x + 2y + 3z = 

= 0 

—x + 6 z = 

= 0 

2x — y + z 

= 1 

y + z — w 

= 3 

3x — y + w 

= 1 

£ 

1 

1 

ri 

= 1 


634 


CAPITULO 14 Matrices y determinantes 







{ x 4- y — z + w = 4 

—x + y — 2z + w = 3 

2x — y + 3z — 2 w = —4 

3x — 2y + z ~ w = 3 

{ x + 2y + w = 7 

4x 4- 9y 4- z + 12 w = 21 
3x + 9y 4- 6z 4- 21w = 9 
3* + 9y + 6 z + 21w = 9 

{ x + y + z + w 

2x — y 4- 3z — w 

' 

3x + 4z 
—x 4- 2y — 2z + 2w 

29 f x - y + 4z = 1 
( 6 x 4- y — z = 2 

f 4x + 2y + z = 9 

30. ^ 

l y-z = 2 

{ 2x, — 3x 2 = 2 
x 1 + 2x 2 = 1 
3xj + 2x 2 = — 1 
„ fx - y + z = 0 
\x + y - z = 0 

En los problemas 33 a 38, use el procedimiento ilustrado en 
el ejemplo 9 para balancear la ecuación qufmica dada. 

33. Na + H 2 0 -> NaOH + H 2 

34. KC10 3 -> KC1 + 0 2 

35. Fe 3 04 + C —> Fe 4~ CO 

36. C 5 H 8 4- 0 2 —> C0 2 4- H 2 0 

37. Cu + HN0 3 -> Cu(N0 3 ) 2 4- H 2 0 + NO 

38. Ca 3 (P0 4 ) 2 4- H 3 PO 4 -> Ca(H 2 P0 4 ) 2 

39. Encuentre una función cuadràtica /Dc) = ax 1 + bx + c cuya 
gràfica pasa por los puntos (1, 8 ), (—1, —4) y (3, 4). 

40. Encuentre los coeficientes a, b, c de modo que (1,1,— 1), 
(—2, —3, 3) y (1, 2, — 2 ) sean soluciones de la ecuación 
ax + by + cz = 1 . 

41 . Encuentre x, y, z, w tales que 


x 4- y 

2z + w 


'2 

7 ' 

_5x — 3 w 

y — w 


.5 

9_ 


= 1 

= 0 
= 1 

= 3 


= Aplicaciones diversas 

43. Corriente de un circuito Se puede demostrar que las 
corrientes q, i 2 e ; 3 de la red eléctrica que se ilustra en la 
FIGURA 14.5.1 satisfacen el sistema de ecuaciones lineales 

h~ h ~h =0 
i,R 4- i 2 R 2 = E 

UR 2 / ; i\ ; — 0, 


donde R h R 2 , R 2 y E son constantes positivas. Use el 
mètodo de eliminación de Gauss-Jordan para resolver 
el sistema cuando R l = 10, R 2 = 20, R 2 = 10 y E = 12. 



FIGURA 14.5.1 Red para el problema 43 


44. Total de A, B y C Una empresa tiene 100 empleados 
divididos en tres categorfas: A, B y C. Como se muestra 
en la tabla siguiente, cada empleado realiza una aportación 
diferente a un fondo de jubilación. Después de la negocia- 
ción de un nuevo contrato, la aportación mensual de los 
empleados aumenta seguii el porcentaje indicado. El total 
de $4 450 de aportaciones mensuales de todos los emplea¬ 
dos aumenta entonces a $5 270 a causa del nuevo contrato. 
Use el concepto de matriz aumentada para determinar el 
nùmero de empleados en cada categoria. 



A 

B 

C 

Total de aportaciones 
mensuales 

Aportación mensual 
al fondo de pensiones 
por empleado 

$20 

$30 

$50 

$4 450 

Aumento porcentual 
al mes por empleado 

10% 

10% 

20% 

$5 270 


= Problemas para calculadora 
0 programa de computo 

En los problemas 45 a 48, use una calculadora o programa de 
computo para resolver el sistema dado. 


42. Escriba un sistema de ecuaciones correspondiente a la 
matriz aumentada. 


'3 

7 

9 

4 

-r 

1 

-6 

0 

2 

10 

7 

0 

-4 

-5 

0 

_5 

3 

-1 

0 

4 _ 


{ x 4- y 4- z = 4.280 

0.2x - O.ly - 0.5z = -1.978 

4.1x 4- 0.3y 4- 0.12z = 1.686 

r 2.5x 4- 1.4y 4- 4.5z = 2.6170 

46. I 1.35x 4- 0.95y + 1.2z = 0.7545 

l 2.7x 4- 3.05y - 1.44z = -1.4292 
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47. 


{ 1.2* + 3.5y - 4.4z + 3.1w = 1.8 

0.2* - 6.1y - 2.3z + 5.4w = -0.6 

3.3* - 3.5y - 2.4-z - O.lw = 2.5 

5.2* + 8.5y - 4.4 z - 2.9w = 0 


*i 


*2 — *3 + 2*4 —* s = 5 


48. 


6*! + 9*2 — 6*3 + 17*4 — *5 = 40 

2*! + *2 — 2*3 + 5*4 — *5 = 12 

*! + 2*2 — *3 + 3*4 = 7 

*! + 2*2 + *3 + 3*4 = 1 


| 14.6 Sistemas lineales: matrices inversas 


■ Introducción En està sección y en la siguiente centraremos la atención ùnicamente en 
resolver sistemas lineales con n ecuaciones y n variable X\, * 2 , ..., *„: 


a n x 1 + « 12*2 + ■ ■ ■ + a ln x n = b l 

021*1 + « 22*2 + ■ ■ ■ + a 2n x n = b 2 

a n 1*1 + a «2*2 + ■ ■ ■ + o„„*„ = 6 „. 

Si el determinante de los coeficientes de las variables del sistema (1) se denota por 


fl ll 

012 

a ln 

fl 21 

022 

a 2n 

fl„l 

0„2 

o m7 


entonces en està sección y en la sección 14.7 resolveremos sistemas lineales corno (1) bajo 
el supuesto adicional que det A ^ 0. 


■ Forma matricial de (1) Usando la multiplicación e igualdad de matrices podemos escri- 
bir el sistema lineai (1) corno la ecuación de matrices 


O 11 a 12 

a 21 a 22 

a ln 

' a 2n 


*1 

*2 

_ 

bi 

b 2 

- O/; 1 0„2 

0/1/7 _ 


- X im _ 


1 

. 

1_ 


En otras palabras, si A es la matriz de coeficientes del sistema (1) podemos escribir (1) 
corno 

AX = B, (3) 

donde 


Oli 

O 12 

a ln 


*1 



b\ 

O 21 

a 22 

' a 2n 

, x = 

*2 

y 

B = 

b 2 

_a„i 

a n2 

O/i/i _ 


-X n _ 



-b„_ 


EJEMPLO 1 


Forma matricial de un sistema lineai 


El sistema de ecuaciones 


J 6* — y = 6 
\9* + 2y = —5 


(4) 
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se puede escribir corno 


'6 

-f 

X 


6 

.9 

2 

.y. 


5_ 


( 5 ) = 


■ Solución matricial Si existe la inversa de la matriz de coeficientes de A, podemos resol¬ 
ver el sistema (3) multiplicando ambos miembros de la ecuación por A -1 : 

A~\AX) = A'B 
(A“‘A)X = A l B 
I,J{ = A l B, 

o X = A l B. (6) 


EJEMPLO 2 


Reconsideración del ejemplo 1 


Use la matriz inversa para resolver el sistema en (4). 

Solución Como el determinante de la matriz de coeficientes A no es cero, 


detA = 


6 -1 
9 2 


= 21 * 0 


y la matriz A tiene un inverso multiplicativo, entonces 


6 -f 

X 


6 


X 


'6 -r 

-1 

6' 

9 2_ 

.y. 


.-5. 

implica 

.y. 


.9 2. 


.-5. 


Por cualquiera de los dos métodos de la sección 14.4, tenemos que 


'6 

-f 

- 1 _ 1 

2 

f 

9 

2. 

~ 21 

.-9 

6 


Por tanto, se sigue a partir de (6) que la solución de (4) es 




'6 

-r 

-ì 

6' 

-V_ 


.9 

2. 


5_ 



1 

2 

r 

6' 


21 

.-9 

6_ 

_ —5_ 


i- 

3 


-4 


En consecuencia, x 


iyy 


—4 es la solución del sistema dado. 


EJEMPLO 3 


Uso de una matriz inversa 


Use la matriz inversa para resolver el sistema 

2x + y + z = — 1 
-x + 3y - z = 4 
x — y + z = 0. 

Solución El sistema puede escribirse corno 


2 1 
-1 3 

1 -1 


r 


X 


'-r 

i 


y 

= 

4 

i. 


_z_ 


0, 
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Como el determinante de la matriz de coeficientes es det A = 2 ¥= 0, tenemos que su 
inversa es 


2 

1 

r 

-1 

2 

-2 

-4' 

-1 

3 

-i 

1 

— 2 

0 

1 

1 

1 

-1 

i. 


_-2 

3 

7_ 


Asf, por (6) tenemos que 



La solución del sistema està dada por x = — 5, y = 2y z = 7 ■ 


■ Reconsideración de la recta de minimos cuadrados En la sección 5.8 vimos que si 
tratamos de ajustar una recta y = mx + b a un conjunto de puntos de datos (jcj, yq), (x 2 , y 2 ), 
( x„, y„), entonces m y b debe satisfacer un sistema de ecuaciones lineales 

y l = mx x + b 

y 2 = mx 2 + b ^ 

y„ = mx n + b. 


En términos de matrices, el sistema (7) es Y = AX, donde 


yi 


Xi 

1 ' 



yi 

, A = 

x 2 

1 

, x = 

m 

b 



-X„ 

1 _ 




( 8 ) 


Definimos la solución de (7) corno los valores de m y b que minimizan la suma de erro- 
res cuadràticos 


E = [>’, - (mx, + b)] 2 + [y 2 - (mx 2 + b)] 2 + • ■ ■ + [y n - ( mx n + b )] 2 

y, correspondientemente, y = mx Ab se conoce corno recta de minimos cuadrados o recta 
del mejor ajuste de los datos. La pendiente m y la constante b se definen por cocientes com- 
plicados de las sumas dadas en (5) de la sección 5.8. Estas fórmulas, que se obtienen por medio 
de càlculo son, en realidad, soluciones de un sistema lineai con las dos variables m y b: 

+ ^ 2 *;^ = ^xy, 

fi s T 0) 

( ) m + nb = 

\i=l J 1=1 


El sistema anterior puede escribirse de una manera especial usando matrices: 

a t ax = a t y. 


( 10 ) 
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donde A, X y Y se definen en (8). Puesto que A es una matriz de n X 2 y su matriz transpuesta 
A t es una matriz de 2 X n, el orden del producto A 7 A es 2 X 2. Ademàs, a menos que todos 
los puntos de datos estén situados en la misma recta vertical, la matriz A 7 A no es singular. 
Por tanto, (10) tiene la solución ùnica 

X = (A T A)~ * 1 * * * 5 A T Y. (11) 

Decimos que X es la solución de minimos cuadrados del sistema sobredeterminado (7). 

El ejemplo que sigue es el 2 de la sección 5.8, pero està vez resuelto con matrices. 


EJEMPLO 4 


Ejemplo 2 de la sección 5.8 


Obtenga la recta de mmimos cuadrados para los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5). 


Solución La ecuación lineai y = nix + b y los datos (1, 1), (2, 2), (3, 4), (4, 6), (5, 5) 
producen el sistema sobredeterminado 


1 = m + b 

3 = 2 m + b 

4 = 3 m + b (12) 

6 = 4 m 4- b 

5 = 5 m + b. 


Escrita corno ecuación matricial Y = AX, (12) nos permite realizar las identificaciones 




Ahora 


'55 

15' 

Il 

T 

s 

> 

5 -15' 

.15 

5. 

50 

.-15 55. 


y, por tanto, (11) resulta en 




"l f 

T 

T 



2 1 


3 


55 

15 

— I 




X = 




3 1 


4 


15 

5 







4 1 


6 



_5 1 


5_ 


1 

5 

-15' 

'1 

2 3 4 5' 

50 

.-15 

55. 

.1 

1111. 

1 

5 

-15' 

'68' 


50 

.-15 

55. 

.19. 



1.1 

0.5 


De las entradas de la ùltima matriz, la solución de mmimos cuadrados de (12) es m = 1.1 
y b = 0.5, y la recta de mmimos cuadrados es y = l.lx + 0.5. = 
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Notas del aula 

En conclusión, notamos que no todos los sistemas de ecuaciones lineales de n X n con- 
sistentes pueden resolverse por el mètodo explicado en los ejemplos 2 y 3. Como es evi¬ 
dente, este procedimiento no sirve para sistemas lineales en los que la matriz de coeficien- 
tes A no tiene inversa, es decir, para los sistemas en los que det A = 0. Sin embargo, cuando 
det A A 1 0, puede probarse que un sistema de ecuaciones lineales de n X n tiene una solu- 
ción ùnica. 


14.6 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


En los problemas 1 a 18, escriba cada uno de los sistemas en 
la forma AX = B. Luego use la matriz inversa para resolver el 
sistema. 


'•{ 

2 'ì 

3 'i- 

,{ 4 * + 

\-2x ~ 

6 'ì 


x - 2y = 4 
2x + y = 3 
3x — 3y = 12 
2x + 4y = 8 
2x + 3y = 0 
2x + 6y = —3 
2x + y = 0 
■x + 4y = 0 
5y = 1 
3y = 2 
x — y = 1 
x + y = 7 

x + y = 0 
2x + 3 y = —15 


8 - j 

f 3x 

+ 

y = 

= t 

i 


1 

[2x 

— 

y = 


1 


1 

r x 

+ 

y 

+ 

z : 

= 3 

9. 

2x 

- 

y 

+ 

z : 

= 5 

1 

l 


3 y 


2z : 

= -2 

1 

f 2x 

- 

y 

■ 

z = 

4 

10. \ 

- 

+ 

3 y 

+ 

z = 

-1 

\ 

1 x 

- 

2 y 

- 

z = 

: 2 

1 

r x 

+ 

y 

- 

z = 

0 

11. < 

2x 

- 

3 y 

+ 

z = 

7 

\ 

l x 

+ 

2y 

- 

z = 

1 

1 

f x 

+ 

y 

- 

z : 

= 0 

I 2 

2x 

+ 

y 

+ 

z : 

= 3 

1 

l 


2 y 

+ 

3z : 

= 12 


\~ x + y += 3 

13. < 2x + 3y + z = ~ 1 
l 3x + y — z = ~5 
\ x+ y-z = ~2 

14. < 2x — 2y + z = 5 
l.4x + 2y + z = 0 

f 4x + 8 y - z = ~ 1 

15. < x — 2y + z = 5 
\,3x + 2y + 2z = 12 

r x + z = o 

16. X + 2y - Z = 0 
—4x — 3y + 4z = 0 

x + y + z + w = 2 
x — y+ w = — 1 
2y + z + w = 3 

X + Z — XV = 1 

{ 2x + y — z + xv = 2 

x+ y -2 z =- 

2x + 2y + 3w =11 
x + y =1 



En los problemas 19 a 22, use una matriz inversa para resol¬ 
ver el sistema 


f 5x + 9_y = bi 
\4x + ly = b 2 


para la matriz B 



19. 


2 

4 
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-8 


_ 6 _ 

En los problemas 23 a 28, proceda corno en el ejemplo 4 y 
obtenga la recta de rnmimos cuadrados para los datos que se 
indican. 

23. (2, 1), (3, 2), (4, 3), (5, 2) 

24. (0, -1), (1,3), (2, 5), (3, 7) 

25. (1, 1), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

26. (0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4, 4.5), (5, 5) 

27. (0, 2), (1, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 9), (5, 8), (6, 10) 

28. (1, 2), (2, 2.5), (3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6, 3.2), (7, 5) 

= Aplicaciones diversas 

En los problemas 29 a 31, use una matriz inversa para resol¬ 
ver el problema. 

29. Juego de numeros La suma de tres numeros es 12. El 
segundo nùmero es 1 mas que tres veces el primero, y el 
tercer nùmero es 1 menos que dos veces el segundo. 
Obtenga los nùmeros. 

30. Total de A, B y C Una comparila fabrica tres productos 
A, B y C con los materiales m\, m 2 y m 3 . Las dos matrices 


ABC 


m l 

'1 12' 

m l 

'26' 

m 2 

2 3 1 

y ^2 

47 

777 3 

.4 2 3, 

m 3 

.59. 


representan, a su vez, el nùmero de unidades de material 
usado en la elaboración de cada producto y el nùmero de 
unidades de cada tipo de material usado en una semana 
especlfica. Encuentre 

x 

y > 

_z_ 


donde x,yy z son, respectivamente, el nùmero de produc¬ 
tos fabricados esa semana en especial. 

31. Sondeo de profundidades Este problema muestra corno 
se mide la profundidad del ocèano y la velocidad del sonido 
en el agua con una sonda nàutica. Suponga que un barco 
oceanogràfico emite ondas acùsticas por medio del sonar 
y que los tiempos de llegada de las ondas reflejadas desde 
el fondo del ocèano se graban en dos boyas rastreadoras 
(FIGURA 14.6.1). Usando la relación distando = velocidad 
X tiempo, vemos en la figura que 2 l x = vt x y 21 2 = vt 2 , 
donde v es la velocidad del sonido en el agua, t 2 y t 2 son 
los tiempos de llegada de las senales a las dos boyas, y /[ 
y l 2 son las distancias indicadas. 


d 2 



FIGURA 14.6.1 Sonda nàutica para el problema 31 


a) Demuestre que la velocidad v del sonido en el agua y 
la profundidad D del ocèano satisfacen la ecuación 
matricial 


'tì -4' 

' v 2 ' 


'df 

À -4. 

D 2 . 


di 


[Pista: use el teorema de Pitàgoras para relacionar Z b 
d\ y D y l 2 , d 2 y D\. 

b ) Resuelva la ecuación matricial del inciso a) para ob- 
tener fórmulas para v y D en términos de las cantidades 
medibles d\, d 2 , t x y t 2 . 

c ) Las boyas, rastreando a 1 000 y 2 000 m, registran los 
tiempos de llegada de las senales reflej adas en 1.4 y 1.8 
segundos, respectivamente. Encuentre la profundidad 
del ocèano y la velocidad del sonido en el agua. 


| 14.7 Sistemas lineales: determinantes 


■ Introducción En ciertas circunstancias podemos usar determinantes para resolver siste¬ 
mas de n ecuaciones lineales con n variables. 

Suponga que las ecuaciones lineales del sistema 

f ape + b x y = cq 
\a 2 x + byy = c 2 
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son independientes. Si multiplicamos la primera ecuación por b 2 y la segunda por —b\ obte- 
nemos 

f a x b 2 x + b^byy = c x b 2 
\ —a 2 b\X - b 2 b x y = -c 2 b t . 


En la ùltima forma del sistema podemos eliminar la variable y mediante la suma de las dos 
ecuaciones. Despejamos x para obtener 


Cib 2 ~ b x c 2 

x =-. 

a t b 2 — b t a 2 

De igual forma, al eliminar la variable x encontramos 


( 2 ) 


a l c 2 C l a 2 

a i b 2 — b x a 2 


Si representamos tres matrices de 2 X 2 con 


ai b x 

, A x = 

C| 

bi 

, A y = 

ai c, 

a 2 b 2 _ 


c 2 

b 2 . 

7 y 

a 2 c 2 _ 


(3) 


(4) 


donde A es la matriz de coeficientes de (1), entonces los numeradores y el comun denomina- 
dor de (2) y (3) se pueden escribir corno determinantes de segundo orden: 



a { b x 


c i b 1 


a \ c i 

det A = 


, det A x = 


, det A = 


a 2 b 2 


c 2 b 2 

y 

a 2 c 2 


Los determinantes det A x y det A y en (5) se obtienen, a su vez, del det A sustituyendo los 
coeficientes de x y los coeficientes de y por los términos constantes c\ y c 2 del sistema (1). 
Con està notación, resumimos la explicación de manera compacta. 


Teorema 14.7.1 Dos ecuaciones con dos variables 

Si det A 0, entonces el sistema en (1) tiene la solución ùnica 


det A x det A v 

(6) 

det A ’ ' det A 


EJEMPLO 1 


Aplicación de (6) 


Resuelva el sistema 


f 3x - y = —3 
\ —2x + 4y = 6. 


Solución Puestoque 


det A = 


3 

-2 


-1 

4 


10 # 0 , 


se deduce que el sistema tiene una solución ùnica. Continuando, tenemos que 


det A, 


-3 

-1 

= — 6, detA v = 

3 

-3 

6 

4 

5 y 

-2 

6 
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Por (6), la solución està dada por 


x = 


-6 

10 


3 

5 


y 


12 _ 6 
10 ~~ 5' 


Del mismo modo, la solución (6) se puede ampliar a sistemas mas grandes de ecuaciones 
lineales. En particular, para un sistema de ecuaciones con tres variables, 


{ d x x + b { y + c 3 z = di 
a 2 x + byy + c 2 z = d 2 
d 3 x + b 3 y + c 3 z = d 3 , 

y los determinantes anàlogos a los de (5) son 



Ai b l Ci 


d\ b\ C\ 

det A = 

a 2 b 2 c 2 

, det A x = 

di ^2 c 2 


a 3 b 3 c 3 


d 3 b 3 c 3 


d\ C\ 


d\ by d[ 

detAj, = 

a 2 d 2 c 2 

, det A. = 

d 2 b 2 d 2 


d 3 d 3 c 3 


d 3 b 3 d 3 


(7) 


( 8 ) 


Como en (5), los tres determinantes det A„ det A v y det ,4- se obtienen del determinante det 
A de los coeficientes del sistema, sustituyendo los coeficientes x,yyz, respectivamente, por 

los términos constantes di,d 2 y d 3 en cada una de las tres ecuaciones lineales del sistema (7). Indicados en rojo d h d, y d 3 en 

La solución del sistema (7) que es anàloga a (6) se proporciona a continuación. 


Teorema 14.7.2 Tres ecuaciones con tres variables 

Si det A A 1 0, entonces el sistema en (7 ) tiene la solución ùnica 

det A x det A v det A, 

x =- , y =- , z = -• 

det A ' det A det A 


Las soluciones de (6) y (9) son casos especiales de un mètodo màs generai conocido 
corno la regia de Cramer, llamada asf en honor de Gabriel Cramer (1704-1752), matemà¬ 
tico suizo quien fue el primero en publicar estos resultados. 


EJEMPLO 2 


Aplicación de la regia de Cramer 


Resuelva el sistema 


—x + 2y + 4z = 9 
x — y + 6z = —2 
4x + 6y — 2z = — 1. 


Solución Evaluamos los cuatro determinantes de 3 X 3 de (9) usando el desarrollo de 
cofactores. Para empezar, obtenemos el valor del determinante de los coeficientes en el 
sistema: 


det A = 


-1 

1 

4 


2 4 

-1 6 

6 -2 


126 # 0. 
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E1 hecho de que este determinante no sea cero basta para indicar que el sistema es consis¬ 
tente y tiene una solución ùnica. Continuando, tenemos que 



9 

2 

4 


-1 

9 

4 

detA v = 

-2 

-1 

6 

= —378, detA v = 

1 

-2 

6 


-1 

6 

-2 


4 

-1 

-2 


-1 

2 

9 





det A z = 

1 

-1 

-2 

= 63. 





4 

6 

-1 






Por (9), la solución del sistema es 


x = 


-378 

126 


252 

y = -= 2 , 

7 126 


63 1 

126 ~~ 2' 


Cuando el determinante de los coeficientes de las variables en un sistema lineai es cero, 
la regia de Cramer no puede usarse. Como veremos en el ejemplo que sigue, esto no significa 
que el sistema no tenga solución. 


EJEMPLO 3 


Sistema consistente 


Para el sistema 


vemos que 


f 4x - 16y = 3 
\ — x + 4y = —0.75 


4 -16 

-1 4 


16 - 16 = 0. 


A pesar de que no podemos aplicar (6), el mètodo de eliminación nos demostrara que el 
sistema es consistente, pero que las ecuaciones del sistema son dependientes. = 


Las ecuaciones de (9) pueden extenderse a sistemas de n ecuaciones lineales con n 
variables x b x 2 , ..., x n . Para el sistema (1 ) de la sección 14.6, la regia de Cramer es 

detA r detA r detA v 

*1 x 2 x n 

X\ = -, x? = -,.... x„ = -, 

det A " det A det A 

siempre que det A A 0. Como cuestión pràctica, la regia de Cramer rara vez se usa en los 
sistemas con gran numero de ecuaciones, simplemente porque la evaluación de los determi- 
nantes es una tarea sumamente tediosa. Para sistemas grandes, los métodos analizados en la 
sección 14.5 son los métodos de solución mas eficientes. 


14.7 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


En los problemas 1 a 14, use la regia de Cramer para resolver 
el sistema dado. 


( x - y = 7 
\t>x + 2y = 6 


f — x + 2y = 0 
\ 4x - 2y = 3 
( 2x - y = —3 
\ —* + 3y = 19 
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f4x + y = 1 
\8x — 2y = 2 
( 2x- 5y = 5 
\-x + lOy = -15 
r -x - 3y = -7 
\ — 2x + 6y = —9 


1 

r x 

+ 

y 

- 

Z '■ 

= 5 


7 - 

1 2x 

- 

y 

+ 

3 z - 


3 

1 

Ux 

+ 

3 y 




4 

1 

f 2x 

+ 

y 

- 

z '■ 


1 

s. 

3x 

+ 

3 y 

+ 

z : 

= 9 


1 

l x 

- 

2 y 

+ 

4 z ■ 

= 8 


1 

f 2x 

- 

y 

+ 

3 z : 

= 13 

9. 

1 


3 y 

+ 

z '■ 

= 5 


1 

i x 

- 

7 y 

+ 

Z '■ 


1 

1 

f 2x 

- 

y 

- 

2 z : 

= 4 


10. 

1 x 

- 

y 

+ 

2 z '■ 


1 

1 

[,2x 

+ 

3 y 

+ 

8z = 

= 3 


1 

r x 

+ 

y 

+ 

z '■ 

= 2 


u. 

1 4x 

- 

oo 

+ 

3 z : 


2 

1 

Ux 

- 

2 y 

+ 

2 z '■ 

= 1 


1 

( 2x 

- 

y 

+ 

z = 

0 


12 - 

X 

+ 

2 y 

+ 

z = 

10 


1 

Ux 

+ 

y 



0 



13. 


14. 


{ x + y — z + w = 4 
-x-y =-l 

2x + y — 3 w = —4 

2y + z ~ 2w = -5 

{ x + y - z =1 
-x + y + z + w = 3 
2x — 2y + w = 4 
2y — z + 3w = 4 


= Aplicaciones diversas 

15. Dosis de vitaminas La dosis diaria recomendada en 
Estados Unidos, en porcentaje de contenido vitaminico 
por onza de alimentos de los grupos X,YyZ, se indica en 
la tabla siguiente: 

X Y Z 
Vitamina A 9 5 4 

Vitamina C 3 5 0 

Vitamina B, 24 10 5 

Use la regia de Cramer para determinar cuàntas onzas de 
cada grupo de alimentos debe consumir todos los dfas una 
persona para tornar 100% de la dosis recomendada diaria 
de vitamina A, 30% de la dosis recomendada diaria de 
vitamina B, y 200% de la dosis recomendada diaria de vita¬ 
mina C. Sean x,yyz el nùmero de onzas de los grupos de 
alimentos X, Y y Z, respectivamente. 


| 14.8 Criptografia 

■ Introducción La palabra criptografìa es una combinación de dos vocablos griegos: crypto, 
que significa “oculto” o “secreto”, y grapho, que significa “escritura”. Asl, la criptograffa es 
el estudio de “escrituras secretas” o códigos. En està sección consideraremos un sistema de 
codificación y decodificación de mensajes que requiere que tanto el remitente corno el des¬ 
tinatario del mensaje conozcan: 

• Una regia de correspondencia especffica entre un conjunto de slmbolos (corno las letras 
del alfabeto y los signos de puntuación que componen los mensajes) y un conjunto 
de numeros enteros. 

• Una matriz A no singular especificada. 

■ Codificación y decodificación Una correspondencia naturai entre los 27 enteros no 
negativos y las letras del alfabeto y el espacio en bianco (para separar las palabras) està dado 
por 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 

espacio abcde f gh i j k lmnopqr s tuvwxyz 

Usando la correspondencia (1), el equivalente numèrico del mensaje 

SEND THE DOCUMENT TODAY 
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es 


19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25. (2) 

E1 remitente del mensaje lo codificarà por medio de una matriz A no singular y el destinata- 
rio del mensaje codificado lo decodificarà por medio de la matriz A -1 (unica). La matriz A 
se llama matriz de codificación y A 1 se llama matriz de decodificación. El mensaje numè¬ 
rico (2) se escribe allora corno una matriz M. Puesto que hay 23 sfmbolos en el mensaje, 
necesitamos una matriz que tenga un minimo de 24 entradas (una matriz de m X n tiene mn 
entradas). Optamos por escribir (2) corno la matriz de 3 X 8 



"19 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5" 


M = 

0 

4 

15 

3 

21 

13 

5 

14 

(3) 


.20 

0 

20 

15 

4 

1 

25 

0. 



Observe que la ùltima entrada (a 38 ) de la matriz M es simplemente un relleno de un espacio 
representado por el nùmero 0. Desde luego, podriamos haber escrito el mensaje (2) corno una 
matriz de 6 X 4, o una matriz de 4 X 6, pero eso habria requerido una matriz de codificación 
mas grande. La selección de una matriz de 3 X 8 nos permite codificar el mensaje por medio 
de una matriz de 3 X 3. El tamano de las matrices utilizadas tiene importancia sólo cuando 
la codificación y la decodificación se hacen a mano, no en computadora. 

La matriz de codificación A se elije o, mejor dicho, se elabora de modo que 

• A sea no singular 

• A tenga sólo entradas de nùmeros enteros 

• A -1 tenga sólo entradas de nùmeros enteros 

El ùltimo criterio no es especialmente dificil de cumplir. Sólo debemos seleccionar las entra¬ 
das de enteros de A de manera que det A = ± 1. Para una matriz de 2 X 2 o una de 3 X 3 
podemos obtener A -1 con las fórmulas en (5) y (6) de la sección 14.4. Si A tiene entradas de 
enteros, entonces todos los cofactores Aj l5 A 12 , etcétera, también son enteros. Para el anàlisis 
que nos ocupa, seleccionamos 


A = 


-1 

2 

2 


0 -1 

3 4 

4 5 


(4) 


Queda a su cargo comprobar que det A = — 1. 

El mensaje originai se codifica premultiplicando la matriz M del mensaje por la matriz 
de codificación A; es decir, el mensaje se envla corno la matriz B = AM. Usando (3) y (4), 
el mensaje codificado es 



"-1 

0 - 

r 


"19 

5 

14 4 

0 

20 

8 

5 

AM = 

2 

3 

4 


0 

4 

15 3 

21 

13 

5 

14 


2 

4 

5. 


.20 

0 

20 15 

4 

1 

25 

0 


"-39 

-5 


-34 

-19 

-4 

-21 

-33 

-5" 


= 

118 

22 

153 

77 

79 

83 

131 

52 



. 138 

26 

188 

95 

104 

97 

161 

66. 



Trate de imaginar la dificultad para decodificar la ùltima matriz en (5) sin conocer A. 
Sin embargo, el destinatario del mensaje B conoce A y su inversa y, por tanto, la decodifica¬ 
ción es un càlculo simple que consiste en premultiplicar B por la matriz de decodificación 
A” 1 : 


AM = B implica que M = A 1 B. 


( 6 ) 
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Para la matriz (4), tenemos por (6) de la sección 14.4 que 


A" 1 = 



4 

3 

-4 



En consecuencia, por (6), el mensaje decodificado es 



1 

4 

-3' 



-39 

-5 

-34 

- 

19 

-4 

-21 

-33 

-5 

A~ l B = 

2 

3 

-2 



118 

22 

153 


77 

79 

83 

131 

52 


.-2 

-4 

3. 



138 

26 

188 


95 

104 

97 

161 

66 


'19 

5 

14 

4 

0 

20 

8 

5' 






= 

0 

4 

15 

3 

21 

13 

5 

14 







.20 

0 

20 

15 

4 

1 

25 

0 . 







o 


19 5 14 4 0 20 8 5 0 4 15 3 21 13 5 14 20 0 20 15 4 1 25 0. 

Como el destinatario también conoce la correspondencia originai (1), el destinatario traduce 
los numeros en 


SEND_THE_DOCUMENT_TODAY_. 

donde hemos realzado los espacios en bianco con guiones bajos. 


■ Observaciones Aquf se imponen varias observaciones. La correspondencia o asignación 
( 1 ) es una de muchas de este tipo que pueden establecerse entre las letras del alfabeto (incluso, 
podrfamos incluir signos de puntuación, corno coma y punto) y enteros. Usando las 26 letras 
del alfabeto y el espacio en bianco jpodemos establecer 27 de estas correspondencias! (véase 
la sección 15.6). Ademàs, podrfamos haber usado una matriz de 2 X 2 para codificar (2). El 
tamano de la matriz del mensaje M habrfa tenido que ser por lo menos de 2 X 12 para con¬ 
tener las 23 entradas del mensaje. Por ejemplo, si las matrices de codificación y del mensaje 
son, respectivamente, 



1 2' 



"19 

5 

14 

4 


0 20 

8 

5 0 

4 

15 

3" 

A = 



y M = 














0 fi 



.21 

13 

5 

14 

20 0 

20 

15 4 

1 

25 

0 . 

entonces el mensaje codificado es 















'61 31 

24 

32 


40 

20 

48 

35 

8 6 65 

3' 


B = AM = 

















21 13 

5 

14 


20 


0 

20 

15 

4 1 25 

0 . 









"1 


-2' 







Usando la matriz de decodificación 

A -1 


0 


fi 

, obtenemos corno antes 






"1 -2' 

"61 

31 

24 

32 

40 20 

48 

35 8 


65 

3" 

M 

= A~ l B = 

















.0 fi 

.21 

13 

5 


14 

20 0 

20 

15 4 


25 

0 . 




"19 5 

14 

4 

0 

20 

8 5 

0 

4 15 3' 







21 13 

5 

14 

20 


0 

20 15 

4 

1 25 0. 





No hay ninguna razón concreta por la que el mensaje numèrico (2) deba dividirse en filas 
(vectores fila de 1 X 8) corno en la matriz (3). Por otra parte, (2) podrfa dividirse en colum- 
nas (vectores columna de 3 X 1) corno se muestra en la matriz 


19 4 

5 0 

14 20 


8 4 

15 
3 


21 

14 

13 

20 

5 

0 


20 1 
15 25 

4 0 


5 

0 
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Por ultimo, puede ser deseable enviar el mensaje codificado corno letras del alfabeto en lugar 
de numeros. En el problema 13 de los ejercicios 14.8 mostramos corno transmitir SEND THE 
DOCUMENT TODAY codificado corno 

O VTHWFU V J VR W YB W Y CZZN W PZL. 


14.8 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


En los problemas 1 a 6, a) use la matriz A y la corresponden- 
cia (1) para codificar el mensaje dado, y b) decodifique el 
mensaje codificado para comprobar su trabajo. 


1. A = 

2. A = 

3. A = 

4. A = 


1 

1 

3 

1 

3 

2 

1 

1 

.0 


2 

1 

5 

2 

5 

3 

2 

1 

1 


SEND HELP 


THE MONEY IS HERE 


PHONE HOME 


; MADAME X HAS THE PLANS 


10. A = 


2 1 
0 0 
1 1 


1 

-1 

1 



' 36 

32 

28 

61 

26 

56 

10 

12 

B = 

-9 

-2 

-18 

-1 

-18 

-25 

0 

0 


. 23 

27 

23 

41 

26 

43 

5 

12 


11. Usando la correspondencia (1 ), se codificò un mensaje M 
usando una matriz de 2 X 2 para obtener 


17 

16 

18 5 

34 

0 

34 

20 

30 

-31 

-32 -10 

-59 

0 

-54 

-35 





9 

5 

25 




— 

13 

-6 

-50 


5. A = 


6 . A = 


2 1 1 
1 1 1 
.-1 1 0 . 

'5 3 0' 
4 3-1 

.5 2 2. 


GO NORTH ON MAIN ST 


DR JOHN IS THE SPY 


Decodifique el mensaje si las primeras dos letras son DA 
y las ultimas dos letras son AY. 

12. a) Usando la correspondencia 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
jklnmstuwxghio 

15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 

pqrvyzabcdef espacio 


En los problemas 7 a 10, use la matriz A y la correspondencia 
(1) para decodificar el mensaje dado. 



'8 

3' 


152 

184 

171 

86 

212' 

7. A = 

.5 

2. 

; b = 

. 95 

116 

107 

56 

133_ 


8 . A = 

B = 

9. A = 

B = 


2 

1 

46 

23 

1 

0 


-1 

- 1 . 
-7 
-15 

0 f 
1 0 
1 0 0 


-13 22 

-14 2 


-18 

-18 


31 

19 

13 


21 21 
0 9 

1 20 


22 

13 


20 9 

16 15 

0 9 


1 

-12 


10 

5 


obtenga el equivalente numèrico del mensaje 

BUY ALL AVAILABLE STOCK AT MARKET. 
(COMPRA TODAS LAS ACCIONES 
D1SPONIBLES EN EL MERCADO) 


b) Codifique el mensaje posmultiplicando la matriz del 
mensaje M por 


A = 


1 

1 

1 


1 

0 

1 


0 

1 

-1 


c) Decodifique el mensaje codificado en el inciso b) para 
comprobar su trabajo. 

13. Considere las matrices A y B definidas en (4) y (5), res- 
pectivamente. 
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a) Vuelva a escribir B corno la matriz B' usando enteros 
mòdulo 27.* 


* Para los enteros a y b, escribimos a = b (mod 27) si b es el residuo (0 <b < 
27) cuando a se divide entre 27. Por ejemplo, 33 = 6 (mod 27), 28 = 1 (mod 
27), y asi sucesivamente. Los enteros negativos se manejan de la siguiente 
manera: corno 27 = 0 (mod 27), entonces, por ejemplo, 25 + 2 = 0 (mod 27), 
por lo que tenemos entonces que — 25 = 2 (mod 27) y — 2 = 25 (mod 27). 
Ademàs, — 30 = 24 (mod 27, puesto que 30 + 24 = 54 = 0 (mod 27). 


b) Compruebe que el mensaje codificado que se envfe en 
letras sea 

OVTHWFUVJVRWYBWYCZZNWPZL. 

c) Decodifique el mensaje codificado calculando A~ l B' 
y rescribiendo el resultado usando enteros mòdulo 
27. 


■4 


Repaso de conceptos Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 


Matriz: 
orden 
transpuesta 
producto escalar 
columna 
fila 

Identidad aditiva 
Inverso aditivo 
Suma de matrices 
Producto de matrices 
Identidad multiplicativa 


Determinante: 

menor 

cofactor 

Desarrollo por cofactores 
Inverso multiplicativo 
Matriz no singular 
Matriz singular 
Matriz adjunta 
Matriz aumentada: 

matriz de coeficientes 
Operaciones elementales entre filas 


Matrices equivalentes por filas 
Forma escalonada por filas 
Eliminación gaussiana: 

sustitución hacia atràs 
Eliminación de Gauss-Jordan 
Forma escalonada reducida por filas 
Recta de mrnimos cuadrados 
Regia de Cramer 
Criptografia: 
codificación 
decodificación 


CAPITULO 14 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-37. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 12, responda verdadero o falso. 


7. Si A y B son matrices singulares de 2 X 2, entonces 
A + B también es singular._ 


1. Si A es una matriz cuadrada tal que det A = 0, entonces 

A -1 no existe._ 

2. Si A es una matriz de 3 X 3 para la cual el cofactor 

0 0 

A ii= , entonces det A = 0. 

11 0 0 - 

3. Si A, B y C son matrices tales que AB = AC, entonces 

B = C. _ 


4. Toda matriz cuadrada A tiene una matriz inversa A 


-1 


5. Si AB = C y si C tiene dos columnas, entonces B necesa- 
riamente tiene dos columnas._ 


8 . Si A es una matriz no singular tal que A 2 = A, entonces 
det A = 1._ 

y ad = bc, entonces A -1 no existe._ 



'1 

1 

1 

2" 


11. La matriz aumentada 

0 

1 

0 

3 

està en forma esca 


.0 

0 

0 

0, 



lonada reducida por filas. 


9. Si A = 
0 a 


10 . 


= cr/ 2 



'2 

2 

4' 


12 . Si a ^ 0 y b =A 0, entonces 


6 . La matriz A = 

5 

1 

-1 

es singular. 


0 a 

-1 

r o 

l/il 


.0 

0 

0, 


b 0. 


l/a 

0 . 


Ejercicio de repaso 
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= B. Llene los espacios en bianco 

En los problema 1 a 12, llene los espacios en bianco. 


1. Si A tiene 3 filas y 4 columnas y B tiene 4 filas y 6 colum- 
nas, entonces el orden del producto AB es_. 


2. Si A es de orden m X n v B es de orden n X m , entonces 

el orden de AB es_y el de BA es_. 

3. Si A = (ciy) 4 X 5 , donde « /; = 2 r — / 3 , entonces la entrada 

de la tercera fila y segunda columna es_. 


4. Suponga que A es una matriz cuadrada y B es una matriz 
que se formò al intercambiar las primeras dos columnas 
de A. Si det A = 12, entonces det B = _. 


5. Si A = 


2 3 
4 x 


y det A = 2, entonces x = 


6. SiA = 

'-4 

1 

1 

5 

r 

-i 

y k = 

' io" 

-ì 


0 

1 

-3. 


ì. 


, el nùmero A para 


el cual AK = AK es 


7. SÌA 



-6 

3 


y A + B = O, entonces B = 


8. Si A = (fly) 4 x 4 , donde ay = 0, con i A j, entonces det A 


9. Un ejemplo de una matriz A de 2 X 2 # I 2 tal que A 2 = I 2 
es_. 


10. El menor determinante M 22 de la matriz A = 
es_. 


1 

5 

1 


0 

1 

2 


3 

1 

3 


11. El cofactor de 5 en la matriz A = 


1 

5 

1 


0 

1 

2 


3 

1 

3 


es 


12. Si A y B son matrices de n X n cuyas entradas correspon- 
dientes en la tercera columna son iguales, entonces det(A 
— B) = 0 porque_. 


= C. Ejercicios de repaso 


1. Resuelva las incógnitas 


x — y 

0' 


0 

z 

3 

2. 


.3 

x + y_ 


2. Para 



2 

1 0' 



—6 

2 

-r 

A = 

.3 

-1 5. 

y 

B = 

4 

0 

3. 


obtenga A + B y ( — 2)A 4- 3 B. 

3. Las corrientes de una red eléctrica satisfacen el sistema de 
ecuaciones 


Ì i Ì 2 Z*3 Z4 — 0 

i 2 R l = E 

i 2 R\ — ì 2 R 2 = 0 

i ; A’ ' i.R ; — 0, 


donde R x , R 2 , R 2 y E son constantes positivas. Use la regia 
de Cramer para demostrar que 



4. Se dice que dos matrices A y B de « X n son anticonmu- 
tativas si AB = —BA. Obtenga dos pares de matrices de 
2X2 diferentes que sean anticonmutativas. 


5. Encuentre todos los cofactores Ay de las entradas ay de la 
matriz 


A = 


2 

5 

3 


-2 1 
-1 4 
2 6 


6. Demuestre que si A es una matriz no singular para la cual 
det A = 1, entonces A -1 = adj A. 


En los problemas 7 a 10, suponga que 



a u 

a l2 

fll 3 

A = 

a 2l 

a 22 

a 23 


- fl 31 

a 32 

a 33- 


y det A = 2. Determine el valor del determinante dado. 


det(4A) 





a 12 a n 

fl 13 




a 22 a 2\ 

a 23 




- a 32 a 3\ 

a 33- 




a n “f a 2 \ 

a l2 

+ a 22 fl 13 

+ a 2 3 

a 2 1 

a 22 


a 23 

a 3\ 

a 32 


«33 

~ a n 

a l2 

— «13 



2a 2 \ 

2a 22 

2fl 2 3 



- ~ 3a 31 

-3a 32 

— 3fl 33 _ 




En los problemas 11 y 12, evalue el determinante de la matriz 
dada. 


11. 


a 0 
0 e 

L / o 


c 

0 

8 - 


12 . 


1 0 

0 2 

0 1 

-1 0 


1 1 

0 0 

-1 0 

-2 1 
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En los problemas 13 y 14, use los teoremas 14.4.1 y 14.4.2 
para obtener A -1 para la matriz dada. 


En los problemas 25 y 26, desarrolle el determinante dado 
por cofactores que no sean los de la primera fila. 


13. A = 

1 

-2 

5' 

0. 



25. 

2 

0 

-3 

2 

1 

-4 


'3 

1 

4" 



0 

6 

5 

14. A = 

4 

-2 

-1 



4 

3 

-1 


.2 

-1 

3. 


26. 

7 

0 

-4 

En los problemas 15 y 16, ejecute operaciones elementales 


-1 

5 

8 


entre filas para encontrar A 1 para la matriz dada. 

15. A = 


16. A = 


—- ? 

2 z 

2 1 1 

2 2 2 

2 2 1 


En los problemas 17 y 18, escriba el sistema corno una matriz 
aumentada. Resuelva el sistema por eliminación gaussiana. 


17. 


18. 



—x + 3y + 2z = 0 


En los problemas 19 y 20, escriba el sistema corno una matriz 
aumentada. Resuelva el sistema por eliminación de Gauss- 
Jordan. 

x - y — 2z = 11 
19. < 2x + 4y + 5z = -35 
— z = — 1 


27. Obtenga los valores de x para los cuales la matriz 

r 

0 

x 


A = 


es no singular. Obtenga A 
28. Demuestre que la matriz 


-1 


A = 


1 

-1 

2 


3 

0 

6 


es singular. 

En los problemas 29 a 40, suponga que 
A = [5 -6 7], B = 


C = 


’l 

2 

4 


’l 

r 

0 

1 

-1 

y D = 

5 

0 

.3 

2 

1. 


.2 

-i. 


( x- y = 11 
[4x + 3 y = —5 


En los problemas 21 y 22, use una matriz inversa para resol¬ 
ver el sistema dado. 


21 . 

22 . 


I 

! 


5x + 6 y — z = 4 
x + y + z = 10 
x - y 4- 2z = 3 
4x ~ 5y = 8 
6x + 2y = 5 


En los problemas 23 y 24, aplique la regia de Cramer para 
resolver el sistema dado. 


f 0.5x - 0.2y = 4 
\o.6x + 0.8y = — 1 


{ x + y — z = 0 
2x + 3y + 2z = 1 
— 4x + y + 2z = 2 


Obtenga la matriz indicada si està definida. 

29. A — B t 

30. —3C 

31. A (25) 

32. 5 BA 

33. AD 

34. DA 

35. ( BA)C 

36. ( AB)C 

37. C r B 

38. B t D 

39. C~\BA) 

40. C 2 


Ejercicio de repaso 
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41. Demuestre que no existe ninguna matriz de 2 X 2 con 46. Suponga que A es la matriz de 2 X 2 
entradas reales tal que 




'-2 4 

0 r 

A = 

.-1 3_ 

.1 0 . 




42. Demuestre que 


costi 

— senti 

-1 

cos 9 

— sentì 

_ — senti 

—costi 


— senti 

—costì 


43. Sean A y B matrices de 2 X 2. En generai, ( ',es verdad 
que 


a) Demuestre que la matriz A satisface la ecuación A 2 — 
A — 2I 2 = O, donde O es la matriz cero de 2 X 2. 

b) Use la ecuación del inciso a) para demostrar que 
A 3 = 3A + 2 1 2 y A 4 = 5A + 6 / 2 . [Pista: multiplique 
la ecuación por A]. 

c) Use el miembro derecho de la ecuación que corres- 
ponda del inciso b ) para calcular A 3 y A 4 . 


44. Demuestre que si 
donde A 2 = AA. 


{AB) 2 = A 2 B 2 1 


47. Demuestre que si y X 2 son soluciones del sistema homo- 
géneo de ecuaciones lineales AX = O, entonces X i + X 2 
también es una solución. 


A = 


-1 

f 

, entonces A 2 = A ,, , . . 

10 

f 

.-1 

0 . 

48. Use la matriz A = 

. 9 

1 . 


para codificar el mensaje 


45. Demuestre que 


«11 

a 12 

a 2l 

a 22 


1 

a 

b 

c 

0 

1 

d 

e 

0 

0 

a \\ 

a \2 

0 

0 

a 2l 

a 22 


SATELLITE LAUNCHED ON FRI 


Use la correspondencia (1) de la sección 14.8. 
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SUCESIONES, SERIES Y PROBABILIDAD 



15.1 Sucesiones 

15.2 Series 

15.3 Convergencia de sucesiones y series 

15.4 Inducción matemàtica 

15.5 Teorema del binomio 

15.6 Principios de conteo 

15.7 Introducción a la probabilidad 
Ejercicios de repaso 


Un poco de historia Este capitulo podrfa haberse titulado “Matemàticas dis- 
cretas”, puesto que cada uno de los temas que consideraremos —sucesiones, 
series, inducción, teorema del binomio, conteo y probabilidad— dependen de 
manera especial sólo de un conjunto de numeros enteros. Por ejemplo, veremos 
en la seccion 15.1 que una sucesión es una función cuyo dominio es el conjunto 
de los numeros enteros positivos. Cuando estudiemos probabilidad en la sec¬ 
cion 15.7 dejaremos el mundo de la certeza. En la vida un acontecimiento 
puede suceder o no. Cuando lanzamos una moneda al aire hay la misma pro¬ 
babilidad de que caiga cara o sello. Si se nos preguntara “^caerà cara si se 
lanza la moneda?”, nuestra mejor respuesta seria: “hay 50% de probabilidad 
de que aparezca cara”. En una terminologia matemàtica mas precisa, la pro¬ 
babilidad de que aparezca cara es de \ (una posibilidad entre dos). 

El ano 1654 marca el comienzo de la teoria de la probabilidad. Fue entonces 
cuando el Chevalier de Méré, miembro de la nobleza francesa, le envió algu- 
nas preguntas que se le habian ocurrido mientras apostaba al matemàtico y 
filòsofo Blaise Pascal (1623-1662). A Pascal se le despertó el interés y, a su 
vez, escribió a Pierre de Fermat (1601-1665), el matemàtico francés màs 
eminente de su riempo. El resultado de este intercambio epistolar contenia las 
deducciones bàsicas sobre el tema. 











| 15.1 Sucesiones 


■ Introducción La mayorfa de la gente ha escuchado las frases “sucesión de cartas”, “suce- 
sión de acontecimientos” y “sucesión de cuotas del auto”. Intuitivamente podemos describir 
una sucesión corno una lista de objetos, acontecimientos o numeros que vienen uno después 
del otro, es decir, una lista de cosas dadas en algun orden definido. Los meses del ano se 
enumeran en el orden en que ocurren 

Enero, febrero, marzo, diciembre (1) 

y 3,4,5,..., 12 (2) 

son dos ejemplos de sucesiones. Cada objeto de la lista se llama termino de la sucesión. Las 
listas (1) y (2) son sucesiones finitas: la sucesión (1) tiene 12 términos y la sucesión (2) tiene 
10 términos. Una sucesión corno 


donde no se indica el ùltimo término, se conoce corno sucesión infinita. Los tres puntos de 
(1), (2) y (3) se llaman elipsis e indican que los términos siguientes siguen la misma pauta 
que la establecida por los ya dados. 

► En este capftulo, a menos que se especifique otra cosa, usaremos la palabra sucesión para 

referimos a una sucesión infinita. 

Los términos de una sucesión pueden colocarse en correspondencia uno a uno con el 
conjunto IV de los numeros enteros positivos. Por ejemplo, una correspondencia naturai para 
la sucesión en (3) es 


i i I I 

2> 3’ 4> • ■ ■ 

t t t t . . . 

12 3 4 

Debido a està propiedad de correspondencia, podemos definir una sucesión matemàtica- 
mente. 


Definición 15.1.1 Sucesión 


Una sucesión es una función/cuyo dominio es el conjunto N de los enteros positivos 
{1,2, 3,...}. 


Tenga en cuenta que, en algunos casos, conviene suponer que el dominio de una sucesión 
es el conjunto de los numeros enteros no negativos {0, 1, 2, 3, ...}. Una sucesión finita es 
también una función cuyo dominio es algun subconjunto {1, 2, 3del conjunto N. 

■ Terminologia Los elementos del rango de una sucesión son, simplemente, los términos de 
la sucesión. Supondremos, de aquf en addante, que el rango de una sucesión es un conjunto 
de numeros reales. El numero/(l) se toma corno primer término de la sucesión, el segundo tér¬ 
mino es/(2) y, en generai, el término /(-esimo es /(n). Mas que usar notación de funciones, 
representamos los términos de una sucesión usando submdices:/(l) = c/|, /( 2 ) = a 2 ,..., y asf 
sucesivamente. El término n-ésimo/{n) = a n se llama también término generai de la sucesión. 
Simbolizamos una sucesión 


a b a 2 , a 3 , ..., a n , ... 

con la notación { a „}. Si identificamos el término generai en (3) corno 1/n la sucesión 1, 3 , 

puede escribirse en forma compacta corno { 1 /n}. 
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EJEMPLO 1 


Tres sucesiones 

Enumere los primeros cinco términos de la sucesión dada. 

“» {2 " 1 b) {+} c) {ttt} 

Solución Si n tiene los valores 1, 2, 3, 4 y 5, los primeros cinco términos de las sucesio¬ 
nes (infinitas) son: 

a) 2\ 2 2 , 2 3 , 2 4 , 2 5 ,. . . o 2,4,8,16,32,.... 

) j2> 2 2 > 3 2 > 4 2 > 5 2 > • • • 0 4’9’ 16’ 25’ ” " 

(-1) 1 - 1 (-l) 2 -2 (~l) 3 • 3 ( —l) 4 • 4 ( —l) 5 • 5 
' 1 + 1’ 2+1’ 3 + 1’ 4+1’ 5+1’"' 

_l 2 _3 4 _5 
° 2’3’ 4’5’ 6’"" 

■ Sucesiones definidas recursivamente En vez de dar el término generai de una sucesión 
a i, a 2 , aj,..., a,„ a n+1 ,..., podemos definirla usando una regia o formula en la que a n+1 se 
expresa usando los términos anteriores. Por ejemplo, podemos hacer ci\ = 1 y definir los 
términos sucesivos corno a n+1 = a n + 2 para /? = 1 , 2 ,..., entonces, 

dado 

; 

«2 = + 2 = 1 + 2 = 3, 

+ 2 = 3 + 2 = 5, 

+ 2 — 5 + 2 — 7, 

y asi sucesivamente. Se dice que estas sucesiones se definen recursivamente. En este ejem¬ 
plo, la regia a„ +1 = a„ + 2 se llama fòrmula de recursión. 


EJEMPLO 2 


Sucesión recursiva 


Enumere los primeros cinco términos de la sucesión definida por a x 
(n + 2 )a n . 


2 y a n +i — 


Solución Se nos da a l = 2. De la fòrmula de recursión tenemos, respectivamente, para 
n = 1,2, 3,4,... 

dado 

i 

02= ( 1 + 2 )a l = 3(2) = 6, 
a 3 = (2 + 2 )a 2 = 4(6) = 24, 
a A = (3 + 2 )a 3 = 5(24) = 120, 
a 5 = (4 + 2)a 4 = 6(120) = 720, 


y asi sucesivamente. Incluido el término < 2 ! = 2, los primeros cinco términos de la sucesión 
son 


2, 6, 24, 120, 720, ... 


Por supuesto, si elegimos un valor diferente para a\ en el ejemplo, obtendremos una 
sucesión totalmente distinta. 

En el resto de està sección examinaremos dos tipos especiales de sucesiones que se 
definen mediante fórmulas recursivas. 

■ Sucesión aritmetica En la sucesión 1, 3, 5, 7,..., nótese que cada término después del 
primero se obtiene sumando el nùmero 2 al término anterior. En otras palabras, los términos 
sucesivos de la sucesión difieren en 2. Una sucesión de este tipo se conoce corno sucesión 
aritmetica. 
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Definición 15.1.2 Sucesión aritmètica 

Una sucesión tal que los términos sucesivos a „ +1 y a n , para n = 1, 2, 3,..., tienen una 
diferencia fija a „ +1 — a„ = d, se llama sucesión aritmètica. E1 nùmero d se llama diferen- 
cia comun de la sucesión. 


De a n+ i — a n = d obtenemos la fòrmula recursiva 

a n +1 = a n + d (4) 

para una sucesión aritmètica con diferencia comun d. 


EJEMPLO 3 


Una sucesión aritmètica 


Los primeros términos de la sucesión recursiva definida por 
son: 


3 Y O-n+l 


a„ + 4 


a l = 3 

a 2 = a i "f 4 = 3 + 4 = 7, 

03 = Ai + 4 = 7 + 4= 11, 

fl 4 = «3 + 4 = 11 + 4 = 15, 

a 5 = a 4 + 4 = 15 + 4= 19, 


o 3,7,11,15,19,.... 

Està es una sucesión aritmètica cuya diferencia comun es 4. 


Si tenemos a l corno primer término de una sucesión aritmètica, con una diferencia comun 
d, encontramos mediante la fòrmula recursiva (4) que 

a 2 = a i + d 

a ì = a 2 + d = ai + 2d 

a 4 = a 3 + d = £q + 3d 


a n = a n -i + d = ai + (n — l)d 

y asf sucesivamente. En generai, una sucesión airtmética cuyo primer término es cq y dife¬ 
rencia comun d està dado por 

{ci\ + (n — 1 )d). (5) 


EJEMPLO 4 


Sucesión aritmètica aplicando (5) 


Una mujer decide trotar una distancia particular cada semana de acuerdo con este programa: 
la primera semana trotarà 1 000 metros por dia. Cada semana subsiguiente trotarà 250 
metros mas por dia de lo que trotó la semana anterior. 

a) /,Qué distancia recorrerà por dia en la semana nùmero 26? 

b) (i En cuàl semana trotarà 10 000 metros por dia? 


Solución En el ejemplo se describe una sucesión aritmètica con a l = 1 000 y d = 250. 
a) Para hallar la distancia que la mujer trota por dia en la semana nùmero 26, establece- 
mos n = 26 y calculamos a 2 6 usando (5): 


a 26 = 1 000 + (26 - 1)(250) = 1 000 + 6 250 = 7 250 
Asf, ella trotarà 7 250 metros por dia en la semana nùmero 26. 
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b) Aquf se nos da a n = 10 000 y necesitamos encontrar n. Con base en (5) se desprende 
que 10 000 = 1 000 + (n — 1)(250) o 9 000 = (n — 1)(250); al despejar n queda: 


i 9 000 q zr _ q '7 

/i — 1 = “ 25 Ò" = 36 o n = 31. 

Por tanto, ella trotarà 10 000 metros por dia en la semana nùmero 37. 



Càlculo del primertérmino 


La diferencia comun en una sucesión aritmètica es — 2 y el sexto término es 3. Calcule el 
primer término. 

Solución Por (5), el sexto término de la sucesión es 


a 6 = a l + (6 — 1 )d. 


Estableciendo a 6 = 3 y d = —2, tenemos 3 = 0 :! + 5(—2) o a\ = 3 + 10. Por ende, el 
primer término es ai = 13. 

Comprobación La sucesión con ai = 13 y d= — 2 es 13,11,9,7,5,3,... El sexto término 
de està sucesión es 3. = 

■ Sucesión geomètrica En la sucesión 1, 2, 4, 8,..., cada término después del primero se 
obtiene multiplicando el término anterior por el numero 2. En este caso, observamos que la 
razón de un término con el término anterior es una constante: 2. Se dice que una sucesión de 
este tipo es una sucesión geometrica. 


Definición 15.1.3 Sucesión geometrica 

Una sucesión cuyos términos sucesivos a„ +1 y a,„ para n = 1, 2, 3,... tienen una razón fija 
a n+ \l a n = r se llama sucesión geomètrica. El nùmero r se llama razón comun de la suce¬ 
sión. 


De a n | |/a„ = r, vemos que una sucesión geomètrica con una razón comùn r se define 
mediante la fòrmula recursiva 


( 6 ) 


rr «+1 a n r. 



Sucesión geomètrica aplicando (6) 


La sucesión definida recursivamente por a t = 2 y a„ +1 = —3 a n es 

2, -6, 18, -54, ... 

Se trata de una sucesión geomètrica con razón comùn r = — 3. = 

Si tenemos a l = a corno primer término de una sucesión geomètrica con razón comùn 
r, hallamos a partir de la fòrmula recursiva (6) que 


a 2 = «i r = ar 
a 3 = a 2 r = ar 2 
a 4 = a 3 r = aP 


a n = a n -\r = ar 
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y asi sucesivamente. En generai, una sucesión geomètrica con primer término a y razón comun 
re s 


{ar"” 1 }. 


(7) 


EJEMPLO 7 


Càlculo del tercertérmino 


Encuentre el tercer término de una progresión geomètrica con razón comun 

128 

término y-. 


2 

3 


y 


sexto 


Solución Primero calculamos a. Puesto que a 6 = yp y r = §, tenemos de (7) que 


128 

81 



Al despejar a encontramos 


= ff = 2Y3^\ 

' (|) 5 M 


12 . 


Aplicando (7) de nuevo con n = 3 obtenemos 


a 3 = 



16 
3 ' 


El tercer término de la progresión es a 3 = y. 


■ Interés compuesto La cantidad inicial de dinero depositada en una cuenta de ahorro se 
llama capitai y se representa por P. Suponga que la tasa de interés anual es r. Si el interés 
se compone anualmente , entonces al final del primer ano el interés sobre P sera Pr y la can¬ 
tidad A , acumulada en la cuenta al final del primer ano es el capitai mas el interés: 

A 1 = P + Pr = P(1 + r). 

El interés ganado sobre està cantidad al final del segundo ano es P(1 + r)r. Si està cantidad 
se deposita, entonces al final del segundo ano la cuenta contiene 

A 2 = P( 1 + r) + P( 1 + r)r 

= P(1 +2 r + r 2 ) = P( 1 + r) 2 . 

Continuando de està manera, podemos construir la tabla siguiente. 


Ano 

Cantidad al final del ano 

1 

P(1 + r) 

2 

P(1 + r) 2 

3 

P(1 + rf 

4 

P( 1 + rf 


Las cantidades de la segunda columna de la tabla forman una sucesión geomètrica con el 
primer término P( 1 + r) y razón comun 1 + r. Asl, podemos concluir de (7) que la cantidad 
en la cuenta de ahorro al final del ano n-ésimo es A„ = \P( I + r)](l + rf 1 o 

A„ = P{ 1 + rf. (8) 


EJEMPLO 8 


Interés compuesto 


El 1 de enero de 2010 se depositò un capitai de $500 en una cuenta que paga 4% de inte¬ 
rés compuesto anual. Calcule la cantidad que habrà en la cuenta el 1 de enero de 2024. 
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Solución Hacemos la identificación P = 500 y r= 0.04. Al lo. de enero de 2024, el capitai 
habrà devengado intereses durante 14 anos. Usando (8) y una calculadora, obtenemos 

A 14 = 500(1 + 0.04) 14 
= 500(1.04) 14 
« 865.84. 

Redondeando al nùmero cerrado mas próximo, la cuenta tendrà $866 después de 14 
anos. = 


IBI Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-38. 


En los problemas 1 a 10, enumere los cinco primeros términos 
de la sucesión dada. 

1. {(-in 

2. {—} 

U + 3 J 

3. {\n(n + 1)} 

4. 


5 'trr} 

7. {n cos mr) 
f 1 7?7rl 

8 ' iy sen irJ 

jnJM-irl 

1 1+4/7 j 


15. 

Cll 

_(-D" 

3, d n 

d n ~ 1 

16. 

«1 

= i a n = (-1 m-,) 2 

17. 

d\ 

= 0, a n = 2 + 3a„_i 

18. 

di 

= 2, a n = 3 na„ _ \ 

19. 

di 

1 

= 1 ,a n = ~a n -1 

20 . 

di 

= 0, $2 = 1, d n = d n —i 

21 . 

«1 

7 ? d jj -|~ 2 dj'i 1 2 

22 . 

«1 

= — 6, a n+l =5 a n 


n—2 


En los problemas 23 a 32, la sucesión dada es aritmètica 
o geomètrica. Encuentre la diferencia aritmètica o la razón 
geomètrica. Escriba el término generai y la fòrmula recursiva 
de la sucesión. 


23. 4, -1, -6, -11, 

24. 


ini 

16 ’ 8 ’ 4 ’ 2 ’ 


io. {(-imi + »n 

En los problemas 11 y 12, enumere los primeros seis términos 
de una sucesión cuyo término generai se da. 


11. a,, = 


27 

" 16 ’ 


25. 4, -3,1 

26. il, 1,2,... 

27. 2, -9, -20, -31, . . . 


12 . a n = i 


-2", 

n es impar, 

28. 

-f, 1, -3,9,... 

n\ 

n es par 

29. 

0.1, 0.0 ly, 0.00ly 2 , O.OOOly 3 

Vn, 

n es impar, 

30. 

4x, Ix , lOx, 13x . . . 

1/n, 

n es par 

■ai 

3 _i 1 _i 


En los problemas 13 y 14, descubra una pauta para la sucesión 
dada y determine los tres términos que siguen al ùltimo dado. 

13. I,2,i4,^, 6,... 

14. 2,3,5, 8, 12, 17, . . . 

En los problemas 15 a 22, enumere los cinco primeros térmi¬ 
nos de la sucesión definida por la fòrmula recursiva dada. 


8 ’ 4 ’ 6 > 9 ’ ■ ■ ■ 

32. log 3 2, log 3 4, log 3 8, log 3 16 . . . 

33. Obtenga el vigésimo término de la sucesión —1, 5, 11, 

17, . . . 

34. Obtenga el decimoquinto término de la sucesión 2, 6, 10, 
14, . . . 

35. Obtenga el quinto término de una sucesión geomètrica cuyo 
primer término es 8 y cuya razón comùn es — r = 
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36. Obtenga el octavo término de la sucesión y&À, 

1 

2 > • ■ ■ 

37. Obtenga el primer término de una sucesión geomètrica 
cuyos términos tercero y cuarto son 2 y 8, respectiva- 
mente. 

38. Obtenga el primer término de una sucesión aritmètica 
cuyos términos cuarto y quinto son 5 y — 3, respectiva- 
mente. 

39. Obtenga el séptimo término de una sucesión aritmètica 
cuyos términos primero y tercero son 357 y 323, respec- 
tivamente. 

40. Obtenga el dècimo término de una sucesión geomètrica 
cuyos términos quinto y sexto son 2 y 3, respectiva- 
mente. 

41. Obtenga la sucesión aritmètica cuyo primer término es 4 
y tal que la suma de los términos segundo y tercero es 
17. 


51. Àrbol genealògico Todo el mundo tiene un padre y una 
madre. Determine cuàntos tatara-tatarabuelos tendrà 
una persona. 

52. ^Cuàntos conejos? Ademàs de la famosa torre inclinada, 
la ciudad de Pisa, Italia, también es cèlebre porque ahi 
nació Leonardo Pisano, también conocido corno Leonar¬ 
do Fibonacci (1170-1250). Fibonacci fue el primero en 
Europa en introducir el sistema decimai indoaràbigo y el 
uso de los numeros aràbigos. Su obra Liber Abacci (Libro 
del àbaco), publicado en 1202, es bàsicamente un texto 
sobre còrno hacer operaciones aritméticas con este sistema 
decimai. Sin embargo, en el capftulo 12 Fibonacci plantea 
y resuelve el problema siguiente sobre la reproducción de 
los conejos: 

l Cuàntas parejas de conejos se produciràn en un ano 
comenzando con una sola pareja si, en cada mes, de cada 
pareja nace una nueva pareja que se vuelve productiva a 
partir del segundo mes? 


42. Obtenga la sucesión geomètrica cuyo segundo término es 
1 tal que a 5 /a 3 = 64. 

43. Si se invierten $1 000 a 7% de interés compuesto anual, 
pcuàl es la cantidad que habrà en la cuenta después de 20 
anos? 

44. Calcule la cantidad que debe depositarne en una cuenta 
que paga 5% de interés compuesto anual para tener $10 000 
en la cuenta después de 30 anos. 



Estatua de Fibonacci 
en Pisa, Italia 


45. pA qué tasa de interés compuesto anual deben depositale 
$450 para tener $759 en 8 anos? 

46. A la tasa de 6% de interés compuesto anual, guanto tiempo 
tardarà en duplicarse la inversión inicial? 

= Aplicaciones diversas 

47. Ahorro en una alcancia Una pareja decide guardar $5 
cada mes el primer ano de su matrimonio, $15 cada mes 
del segundo ano, $25 cada mes del tercer ano, y asf suce- 
sivamente, aumentando la cantidad mensual en $10 cada 
ano. Calcule la cantidad que ahorraràn cada mes del deci- 
moquinto ano. 

48. Ahorro en una alcancia (continuación) En el problema 
47, halle una fòrmula para la cantidad que la pareja debe 
ahorrar cada mes del ano n-ésimo. 

49. Crecimiento demogràfico Se observa que la población 
de cierta comunidad crece geomètricamente por un fac- 
tor de t cada ano. Si al principio del primer ano la población 
es de 1 000, ( : ,cuàl sera la población al principio del undé- 
cimo ano? 

50. Utilidad Una pequena empresa espera que sus utilidades 
aumenten $10 000 al ano. Si la utilidad después del primer 
ano es de $6 000, / cuànta utilidad puede esperar la empresa 
después de 15 anos de operación? 


Discierna la pauta de la resolución de este problema y com¬ 
plete la tabla siguiente: 



Inicio 

Después de cada mes 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Parejas de adultos 

1 

1235 8 13 21 

Parejas de bebés 

0 

1123 5 8 13 

Total de parejas 

1 

2 3 5 8 13 21 34 


53. Escriba cinco términos, después de los primeros dos, de 
la sucesión definida por medio de la fòrmula recursiva 
F n+ i = F n + F n |, /-) = 1, F 2 = 1. Los elementos del 
rango de està sucesión se llaman numeros de Fibonacci. 
Reexamine el problema 52. 

= Para la discusión 

54. Compruebe que el término generai de la sucesión definida 
en el problema 53 es 


1 | 

n + V5N 

r 1 « 

0-V5\ 

V5 1 

l 2 J 

V5 

l 2 ) 


Para elio, demuestre que este resultado satisface la fòrmula 
recursiva. 

55. Encuentre dos valores de x tales que —§, x, — 2 8 7 , . . . es 
una sucesión geomètrica. 
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| 15.2 Series 


■ Introducción En el anàlisis siguiente, nos ocuparemos de la suma de los términos de una 
sucesión. De especial interés son las sumas de los primeros n términos de las sucesiones 
aritméticas y geométricas infinitas. Para empezar, consideraremos una notación especial que 
se emplea corno una forma pràctica de abreviar una suma de términos indicada. 

■ Notación sigma Suponga que nos interesa la suma de los primeros n términos de una 
sucesión {«„}. En lugar de escribir 


fll + fl2 "b ‘ ' ' + fl„, 


los matemàticos han inventado una notación para representar tales sumas de manera con¬ 
cisa: 


n 


~^j a k 

k= 1 


fll + Gt + ' ' ' + fl„. 


Puesto que 2 es la letra mayuscula griega sigma, la notación y,'_ a k se denomina notación 
de suma o notación sigma y se lee “la suma de k = I ak = n de a submdice k”. El subfndice 
k se llama indice de la suma y asume los valores sucesivos 1, 2 


la suma termina con este nùmero 

i 

n 

k= 1 

t 


la suma empieza con este nùmero 


EJEMPLO 1 


Notación sigma 


Escriba cada suma completa. 

4 20 n 

a) E* 2 *) 2( 3 * + D 2(-D" +I ^ 

k =1 k =1 k= 1 

4 

Solución a) ^k 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 = 1 + 4 + 9 + 16, 

£=1 

20 

ó) + 1) = (3(1) + 1) + (3(2) + 1) + (3(3) + 1) + ■ ■ ■ + (3(20) + 1) 

k= 1 

= 4 + 7 + 10 + • • • + 61, 

n 

C) = (-D 1+1 «1 + (-D 2+1 «2 + (-1) 3+I «3 + ■ ■ ■ + ( — l)" +1 fl„ 

A:=l 

= fli — Ù2 + fl3 — ' ' ' + ( — l)" +1 fl„. 


La elección de la letra que se usa corno indice de la suma es arbitraria. Aunque regular- 
mente usamos la letra k, notamos que 

n n n 

k= 1 7=1 m = 1 

y asi sucesivamente. También, corno veremos en el ejemplo que sigue, podemos permitir 
algunas veces que el indice de la suma empiece con un valor diferente de k = 1. 
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EJEMPLO 2 


Aplicación de la notación sigma 

Escriba 1 — 5 + 4 — I + ' ' ' + 255 en notación sigma. 

Solución Observamos que el término fc-ésimo de la sucesión 1, ~ 2 , 4 , — s> • ■ • se puede 
escribir corno ( — 1 ) k j?, donde k = 0 , 1 , 2 ,... Nótese también que 2 'ó = 2 *- P° r tanto, 

8 1 

k = 0 z 


111 1 

1 -+ — —-b • • • -I-. 

248 256 


■ Propiedades En el teorema que se presenta a continuación se da una lista de algunas 
propiedades de la notación sigma. 


Teorema 15.2.1 Propiedades de la notación sigma 

Suponga que c es una constante (es decir, no depende de k ), entonces 


n 


i) 2 ca k 

k= 1 


n 


c^a k , 

k= 1 


n 

ii) = nc » 

k= 1 


iii) ^(a k + b k ) = + 2 ^’ iV ) ^ (a k ~ b k ) = ~ 


fc=l 


A: = 1 


k= 1 


La propiedad /) del teorema 15.2.1 simplemente factoriza un término comun de una 
suma: 


^ca = ca { + ca 2 + • ■ • + ca n = c(a { + a 2 + • ■ • + a n ) = c^a k . 

k =1 1 

Para entender la propiedad ii), consideremos los siguientes ejemplos simples: 

tres 2 cuatro 7 

2 +"2^+ 2 = 3-2 = 6 y 7 + 7 + 7 + 7 = 4 • 7 = 28. 

Asi, si u k = c es una constante reai para k = 1, 2,. . ., n, entonces 

< 7 ] = C, U 2 = C, . . & n = C. 

Por consiguiente, 

n n términos 

^c = c + c + c + '" + e = RC. 

k= 1 

10 

Por ejemplo, 2j fi = 10 • 6 = 60. 

■ Series aritméticas Recuerde que en (5) de la sección 15.1 vimos que una sucesión arit¬ 
mètica podfa escribirse corno {«, + (n — 1 )d]. La suma de los primeros n términos de una 
sucesión aritmètica 

n 

S„ = "b (k ~ 1 )d) = ] + (cq + d) + (cq + 2 d) + • • • + (a l + (n — \)d) (1) 

k= 1 

se llama serie aritmetica. Si representamos el ùltimo término de la serie en (1) con a n , enton¬ 
ces S n puede escribirse 

S n = ( a n ~ ( n ~ l)d) + • ' ' + ia n — 2d) + ( a n — d) + a„. (2) 
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Invirtiendo los términos en (1), tenemos 


S n — (fli + (n — l)r/) + ■ • ■ + (a; + 2 d) + (a \ + d) + £q. (3) 


Sumando (2) y (3), obtenemos 


2 S n — {a i + a n ) + (a; + a„) + • • • + (a ; + a n ) + («i + a n ) — + a n ). 


Asf, 


fli + a„ \ 

2 )' 


(4) 


En otras palabras, la suma de los primeros n términos de una sucesión aritmètica es el numero 
de términos n multiplicado por el promedio del primer término a \ y eI »-ésimo término u„ de 
la sucesión. 


EJEMPLO 3 


Series aritméticas 


Halle la suma de los primeros siete términos de la sucesión aritmètica {5 — 4 (n — 1 )} - 


Solución El primer término de la sucesión es 5 y el séptimo es —19. Si identificamos 
a x = 5, a-j = —19 y n = 7, se desprende de (4) que la suma de los siete términos en la 
serie aritmètica es 


es 


5 + 1 + (-3) + (-7) + (-11) + (-15) - (-19) 




7(—7) = -49. 


EJEMPLO 4 


Suma de los primeros 100 enteros positivos 


Halle la suma de los primeros 100 numeros enteros positivos. 


Solución La sucesión de los numeros enteros positivos {k}, 


1,2, 3,..., 


es una sucesión aritmètica con diferencia comun de 1. Por consiguiente, con base en (4), 
el valor de 5)00 = 1 + 2 + 3 + • • ■ + 100 està dado por 

(\ + 100 \ 

V, = 100(---J = 50(101) = 5 050. = 

Otra forma de la suma de una serie aritmètica se obtiene sustituyendo a l + (n — l)d por 
a n en (4). Entonces, tenemos 


S„ = n 


2a\ + (n — 1 )d 


(5) 


que expresa la suma de una serie aritmètica en términos del primer término, el numero de 
términos y la diferencia comun. 


EJEMPLO 5 


Pago total de un préstamo 


Una mujer desea pagar un préstamo sin intereses de $1 300, cancelando $10 el primer mes 
y aumentando su pago en $15 cada mes subsiguiente. ( : ,En cuàntos meses pagarà la tota- 
lidad del préstamo? Halle la cantidad del ultimo pago. 
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Solución Los pagos mensuales forman una sucesión aritmètica con el primer término 
= 10 y diferencia comun cL =15. Puesto que la suma de la serie aritmètica formada por 
la sucesión de pagos es $1 300, establecemos que S n = 1 300 en (5) y resolvemos para n: 

■ 300-„ P (10) + f- 1)15 
5 + 15w ^ 

2 600 = 5 n + 15 n 2 . 

Si dividimos entre 5 la ùltima ecuación, se simplifica a 3n 2 + n — 520 = 0 o (in + 40) 
(n — 13) = 0. Asf, n = — A2 o n = 13. Puesto que n debe ser un entero positivo, concluimos 
que se necesitaràn trece meses para pagar el préstamo en su totalidad. El pago final sera 

a n = 10 + (13 - 1)15 = 10 + 180 = $190. = 



■ Series geométricas La suma de los primeros n términos de una sucesión geomètrica 
{«r" 1 } es 


S n = 2 ar k ~ l = a + ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar"~' ( 6 ) 

k = 1 

y se llama serie geomètrica finita. Multiplicando ( 6 ) por la razón comun r obtenemos: 

rS n = ar + ar 2 + ar 2 + • ■ • + ar". (7) 

Restando (7) de ( 6 ) y simplificando obtenemos: 

S n — r S n = (a + ar + ar 2 + • ■ ■ + ar ” _1 ) — (ar + ar 2 + ■ • ■ + ar 1 ') = a — ar 1 ' 
o (1 - r)S n = a( 1 - r"). 

Resolviendo està ecuación para S n obtenemos una fòrmula para la suma de una serie geomè¬ 
trica que contiene n términos 


Sn = 


a (1 - r n ) 

1 - r 


( 8 ) 


EJEMPLO 6 


Suma de una serie geomètrica 


Calcule la suma 3 + 


+ 3 + 3,J_,J_ 

' 4' R ' lèi' • 


Solución Està serie geomètrica es la suma de los primeros seis términos de la sucesión 
geomètrica {3(j) n_ 1 }. Identificando el primer término a = 3, la razón comun r = \ y n = 6 
en ( 8 ), tenemos 


3(1 - (ì) 6 ) = 3(1 -£) = /63\ = ^89 
1-1 1 6 V647 32 ' 


EJEMPLO 7 


Suma de una serie geomètrica 


Un urbanizador construyó una casa en 2002. Con sus utilidades pudo construir dos casas 
en 2003. Con las utilidades construyó cuatro casas en 2004. Suponga que puede continuar 
duplicando el nùmero de casas que construye cada ano y halle el nùmero total de casas 
que habrà construido al final de 2012 . 
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Solución E1 nùmero total de casas que construye en los 11 anos desde 2002 hasta 2012 
es la suma de la serie geomètrica con primer término a = 1 y razón commi r = 2. De ( 8 ) 
tenemos que el nùmero total de casas es 

1 • (1 - 2 11 ) 1 - 2048 


Retomaremos el tema de las series geométricas en la sección 15.3. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-38. 


En los problemas 1 a 6 , calcule la suma dada. 

1 . k~ 1 ) 2 

k= 1 

2. 2(-D*2* 

k= 1 
5 


3. 2< k-k 2 ) 

k = 0 
15 

4- 2 3 


30 


k= 1 

5. ±(-l> , 

k= 2 K 

3 

e. 2 a - *) 3 

k = 0 

En los problemas 7 a 10, escriba los términos de la suma 
dada. 


7. ^Vk 

k= 1 
5 

8 . 2 ka k 

k= 1 

9. 2 (-D" 

Ar=0 

4 

10. 2 k 2 m 

k= 0 

En los problemas 11 a 16, escriba las series dadas en nota- 
ción sigma. 

11 . 3 + 7 + 9+11 

19 1 . 4 , 9 , 16 , 25,36 

\£- 2 ' 3 ' 4 ' 5 ' 6 ' 7 


13 - — - 4- -L + J-L 

IJ - 3 6 ' 12 24 ^ 48 96 

1 4 3 , 5 , 7 , 9,11 

5 ' 6 ' 7 ' 8 ' 9 


1 


ic 3 , 5 , 9 , 17 , 33 
15. o+i + q+ TaH 


6 1 7 
5+9 

2 ^ 4 ' 8 1 16 ^ 32 


16. ciq + \a 2 + |a 4 + \a 6 + ■ ■ ■ + - — -a 2n 

2n + 1 


En los problemas 17 a 22, halle la suma de las series aritméti- 
cas dadas. 

17. 1 +4 + 7 + 10 + 13 

18. 131 + 111 +91+71+51+31 

12 

19. 2 [3 + (*- 1)8] 

k= 1 
20 

20 . 2 [- 6 + (*“ D 3 ] 

*= ì 

21. 12 + 5-2-100 

22 . -5 - 3 - 1 + ■ ■ ■ + 25 


En los problemas 23 a 28, encuentre la suma de las series 
geometricas dadas. 


23. 

24. 

25. 

26. 


i + I + + + + 

3 T 9 T 27 T 81 

7 + 14 + 28 + 56 + 112 + 224 

60 + 6 + 0.6 + 0.06 + 0.006 

1 2,4 8 . 16 32 
1 3 T 9 27 81 243 


27. 

28. 


2(4+ 


k= 1 
5 


1 


2 +r 1 


29. Sea {a,,} una sucesión aritmètica con d = 2, de modo que 
Sio = 135. Obtenga y a 10 . 


30. Sea { a„ } una sucesión aritmètica con = 4, de modo que 

5g = 86 . Calcule t/ s y d. 

31. Suponga que a.\ = 5 y a n = 45 son los términos primero 
y n-ésimo, respectivamente, de una serie aritmètica en la 
que S„ = 2 000. Encuentre n. 

32. Sea { a n } una sucesión geomètrica con r = \, de modo que 
S 6 = y. Obtenga el primer término a. 

33. La suma de los primeros n términos de la sucesión geomè¬ 
trica {2"} es S„ = 8 190. Obtenga n. 
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34. Obtenga la suma de los primeros 10 términos de la sucesión 
aritmètica 


anual r, entonces la cantidad acumulada después del 
77-ésimo pago està dada por 




x + 3 y 
2 


,x + 2y,.... 


S = P( 1 + r)" -1 + P( 1 + r) n ~ 2 + ■ ■ ■ + P(l + r) + P. 


35. Obtenga la suma de los primeros 15 términos de la sucesión 
geomètrica 


Este pian de ahorro se llama anualidad. Demuestre que 
el valor de la anualidad después del 77-ésimo pago es de 


x 

y’ 



s = P 


(i + r y - ì 


36. a) Obtenga una formula para la suma de los primeros n 
enteros positivos: 

1 + 2 + 3 + ■ • ■ + 77 

b ) Reexamine la fotografia de la primera pàgina del ca¬ 
pitolo 2. Suponga que el numerador de la fracción es 
la suma de los primeros 100 enteros positivos. Obtenga 
el valor de la fracción. 

37. Obtenga una fòrmula para la suma de los primeros n nume- 
ros pares enteros. 

38. Obtenga una fòrmula para la suma de los primeros n nume- 
ros impares enteros. 

39. Use el resultado obtenido en el inciso a) del problema 36 
para obtener la suma de los primeros 1 000 numeros ente¬ 
ros positivos. 

40. Use el resultado obtenido en el problema 38 para obtener 
la suma de los primeros 50 numeros impares enteros. 


46. Rebotes de una pelota Una pelota se dejacaerdesde una 
altura inicial de 15 pies sobre una Iosa de concreto. Cada 
vez que rebota, alcanza una altura de 2/3 de la altura inme- 
diatamente anterior. ^Qué altura alcanzarà en el tercer 
rebote? ì Y en el 77 -ésimo rebote? ,'Cuàntas veces tiene que 
rebotar la pelota en el concreto para que la altura alcanzada 
sea menor que 1/1 pie? (FIGURA 15.2.1). 



FIGURA 15.2.1 Rebotes de la pelota 
del problema 46 


= Aplicaciones diversas 

41. Ahorro en una alcancia Una pareja decide guardar $5 
cada mes el primer ano de su matrimonio, $15 cada mes 
del segundo ano, $25 cada mes del tercer ano y asi suce- 
sivamente, aumentando la cantidad mensual en $10 cada 
ano. Calcule la cantidad total que habràn ahorrado al final 
del decimoquinto ano. 

42. Ahorro en una alcancia (continuación) En el problema 
41, encuentre una fòrmula para calcular la cantidad total 
que la pareja habrà ahorrado al final del 77 -ésimo ano. 

43. Distancia recorrida Un automóvil acelera a velocidad 
constante y recorre 2 metros en el primer segundo, 6 metros 
en el segundo, 10 metros en el tercero y asi sucesivamente, 
recorriendo 4 metros adicionales cada segundo. Calcule la 
distancia total que el automóvil recorre después de 6 segun- 
dos. 

44. Distancia total Halle la fòrmula para la distancia total 
que recorre el automóvil del problema 43 después de n 
segundos. 

45. Anualidad Si la misma cantidad de dinero P se invierte 
cada ano durante n anos a una tasa de interés compuesto 


47. Distancia total En el problema 46, obtenga la distancia 
total que la pelota ha recorrido hasta el momento en que 
golpea la Iosa de concreto por séptima ocasión. 

48. Desalinización Una solución de agua salada que contiene 
10 kg de sai se pasa por un filtro que elimina 20% de la sai. 
La solución resultante se filtra de nuevo, con lo que se 
elimina 20% de la sai restante. Si se elimina 20% de la sai 
durante cada filtración, calcule la cantidad de sai que se 
elimina de la solución después de 10 filtraciones. 

49. Acumulación de un medicamento Un paciente toma 50 
mg de un medicamento todos los dias y de la cantidad 
acumulada, 90% se elimina a diario por medio de las fun- 
ciones corporales. Determine cuànto del medicamento se 
ha acumulado en el organismo inmediatamente después 
de la octava dosis. 

50. Presentación en forma de piràmide Un comerciante de 
comestibles desea poner una exhibición de sopas enlatadas 
en forma de piràmide con 20 latas en la primera fila, 19 
latas en la siguiente fila, 18 latas en la siguiente fila y asf 
sucesivamente, hasta que quede una sola lata hasta arriba. 
( Cuàntas latas de sopa necesita para la presentación? 
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nuevo juego de ajedrez y preguntó al campesino que lo 
habfa inventado corno podia premiarlo. La modesta peti- 
ción del inventor fue que queria la suma de los granos de 
trigo que llenaran el tablero de ajedrez de acuerdo con 
està regia: 1 grano en el primer cuadro, 2 granos en el 
segundo cuadro, 4 en el tercero, 8 en el cuarto y asf suce- 
sivamente hasta llenar los 64 cuadros. El rey accedió de 
inmediato a està solicitud. Si un kilogramo contiene IO 6 
granos de trigo, ^cuàntos kilogramos le debia el rey al 
inventor? ■ Cree usted que el campesino haya vivido para 
ver su premio? 


Presentación de latas de sopa 

= Para la discusión 

51. Maestro de ajedrez Cuenta la leyenda que el rey de un 
pais del Medio Oriente quedó totalmente fascinado con el 



Tablero de ajedrez 


| 15.3 Convergencia de sucesionesy series 


■ Introducción Las sucesiones y series son importantes y se estudian a profundidad en un 
curso tipico de càlculo. En ese estudio, distinguimos entre las sucesiones que son convergen- 
tes y las que son divergentes. En el anàlisis que sigue examinaremos estos conceptos desde 
un punto de vista intuitivo. 


■ Convergencia La sucesión \ -> es un ejemplo de una sucesión convergente. Aunque 

+ 1 J 

es evidente que los términos de la sucesión, 

2 3 4 n 

2’ 3’ 4’ 5 n+ 1’ " ' 


aumentan a medida que n crece, los valores a n 
ocurre porque n < n + 1 y, por tanto, 


-no se incrementan sin limite. Esto 

n + 1 


para todos los valores de n. Por ejemplo, para n = 100, « [(K) = {g? < L Ademàs, los términos 
de la sucesión se acercan cada vez mas ala medida que los valores de n se vuelven progre- 
sivamente mas grandes. Usando el simbolo —> para representar las palabras tiende a esto se 
escribe 


a„ = - > 1 cuando n —» °°. 

n + 1 

Para entender mejor lo anterior, dividiremos el numerador y el denominador del término 
generai n/(n +1) entre n: 

n 1 

n + 1 1 

1 + - 
n 
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A medida que n —» °°, el término l/n del denominador se aproxima cada vez mas a 0 y, por 
tanto, 

1 1 

->-= 1. 

1 1+0 
1 + - 
n 


Escribimos lim-- 

00 n + 1 


y decimos que la sucesión 



converge en 


1. 


■ Notación En generai, si el n-ésimo término a„ de una sucesión {a n } se puede aproximar 
arbitrariamente a un numero L para n suficientemente grande, decimos que la sucesión ( a „} 
converge en L. Para indicar que una sucesión es convergente en un nùmero L, escribimos 

a„ —» L cuando n —> °° o lim a n = L. 

n— 

Los conceptos “aproximar arbitrariamente” y “para n suficientemente grande” se definen 
con precisión en un curso de càlculo. Para los efectos de este curso, en la determinación de 
si la sucesión {a n } converge o no, trabajaremos directamente con lima,,. El simbolo “lim” 
es la abreviatura de la palabra limite. 

Resumimos el anàlisis a continuación. 


Definición 15.3.1 Sucesión convergente 

i ) Se dice que una sucesión {a n } es convergente si 

lima,, = L. (1) 

Se dice que el nùmero L es el limite de la sucesión. 

ii) Si lim a n no existe, entonces se dice que la sucesión es divergente. 


Si una sucesión {a n } converge, su limite L es un nùmero ùnico. 

Si a n aumenta o disminuye sin limite cuando n —> °°, entonces {a n } es necesariamente 
divergente y escribimos, respectivamente, 

En cada caso, los lmrites no exis- ^ lima,, = oo o lima,, = — oo. 

r n ->CO n - 

ten. 

En el primer caso, decimos que {a,,} diverge al infinito y en el segundo, {a,,} diverge al 
infinito negativo. Por ejemplo, la sucesión 1, 2, 3, ..., n, ... diverge al infinito. 

Para determinar si una sucesión converge o diverge, a menudo debemos depender de 
procedimientos analiticos (corno los del àlgebra) o de teoremas comprobados previa¬ 
mente. Por tanto, en està breve exposición aceptaremos sin comprobación los tres resultados 
siguientes: 


lime = c, donde c es cualquier constante reai, 

n—> oo 

lim — = 0, donde r es un nùmero racional positivo, 

n —>°° fi' 


( 2 ) 

(3) 


lim r" = 0, para I r I < 1, con r un nùmero reai diferente de cero (4) 

/*->« 
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Tres sucesiones convergentes 

a) La sucesión constante { tt }, 


EJEMPLO 1 


77, 77, 77, 77, . . . 


converge en tt por (2), lfm tt = tt. 

b ) La sucesión < 


sión { vtr}' 


_L 1 1 1 

VI’ V2’ V3’ V4’ 


1, 


1 


1 1 


V? V3’ 2’ 


converge en 0. Con la identificación r = , en (3), tenemos 


1 1 

lfm—— = lfm—— = 0. 

n—V n n —Yl l 


c) La sucesión {(j)"}, 


Cuando n = 1 000 000, las leyes 
de los exponentes muestran que 

- w 4— = o.ooi. 


J_ J_ J_ J_ 

2 ’ 2 2 ’ 2 3 ’ 2 4 ’ 


1 1 1 J_ 

2’ 4’ 8’ 18’ 


converge en 0. Con las identificaciones r = \ 


2 y 


= j < 1 en (4), vemos que 


lfm A " = 0. 


E1 vigésimo término de la suce¬ 
sión es aproximadamente 
a 2 o « 0.00000095. 


EJEMPLO 2 


Sucesiones divergentes 


a) La sucesión {(— 1)" 


1, -1, L -1,... 


es divergente. Cuando n —» los términos de la sucesión oscilan entre 1 y — 1. Por con- 
siguiente lfm (— 1)" no existe, ya que a n = ( — 1)" no se aproxima a una sola constante L 
para valores grandes de n. 

b) Los primeros cuatro términos de la sucesión {(§)”} son: 


5 25 125 625 
2 > 4 j 8 > 16 > • • ■ 


o 2.5, 6.25, 15.625, 39.0625,. .. 


Como el término generai a n = (|)" aumenta sin limite cuando n —> °°, concluimos que 4 
lfm a.. = en otras palabras, la sucesión diverge al infinito. = 

a 20 = 90 949 470.2. 


Desarrollando en (4) y el inciso b) del ejemplo 2 se puede probar que 

• La sucesión /r"J converge en 0para |r| < 1, y diverge para |r| > 7. (5) 

Suele ser necesario manipular el término generai de una sucesión para demostrar su 
convergencia. 


EJEMPLO 3 


Sucesión convergente 


Determine si la sucesión 



converge. 
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Solución 


Si dividimos el numerador y el denominador entre n se deduce que 


1 

- > 

1 

9 + - 
n 


l 

9 


cuando n —> °°. Por tanto, podemos escribir 


h'm. 

n~>&> 


n 

9n + 1 



La sucesión converge en 



I 

3 ‘ 


Note que e " = ]". Puesto que 

Ve < 1, se desprende de (4) 
que (ì)' 1 —» 0 cuando n —> 


EJEMPLO 4 


Sucesión convergente 


Determine si la sucesión 


f 12e" - 5 1 
l 3 e" + 2 J 


converge. 


Solución Puestoquee > 1, una ràpida inspección del término generai podrfa inducirlo a 
la falsa conclusión de que la sucesión diverge porque 12e" — 5 —» 00 y 3 e" + 2—>°° cu an¬ 
dò n —> ry ~. Pero si dividimos el numerador y el denominador entre e" y luego utilizamos 
12 — 5e~ n —» 12 y 3 + 2e~" —» 3 cuando n —> podemos escribir 


► 


12e" - 5 12 - 5e~" 12-0 

llm— -= Km-— =- 

n ->“ 3e + 2 3 + 2e 3+0 


La sucesión converge en 4. 


■ Series infinitas En ciertas circunstancias es posible asignar un valor numèrico a una 
serie infinita. En la sección 15.2 vimos que se pueden sumar los términos de una sucesión 
usando notación sigma. Relacionada con toda sucesión { a n } hay otra sucesión llamada suce¬ 
sión de sumas parciales {S,,}, donde .S^ es el printer término, S 2 es la suma de los primeros 
dos términos, S 2 es la suma de los primeros tres términos, etcétera. En sfmbolos: 

sucesión: a\, a 2 , a 2 , ..., a n , ... 

sucesión de sumas parciales: a 1; + a 2 , a\ + a 2 + a 2 , ..., «i + a 2 + a 2 + + a„, ... 

En otras palabras, la sucesión de sumas parciales para {a n } es la sucesión [,S’„}, donde el 
término generai se escribe S n = 2a-=i ° k ' Ig ua l 0 116 podemos preguntar si una sucesión { a n } 
converge, ahora podemos preguntar si una sucesión de sumas parciales converge. 

Està pregunta se responde en la definición siguiente. 


Definición 15.3.2 Serie infinita convergente 

i) Si ai, « 2 , < 23 ,..., a n ,... es una sucesión infinita, decimos que 

00 

= «1 + a 2 + «3 + • • • + a n + • ’ ’ 

k= 1 

es una serie infinita. 

ii) Se dice que una serie infinita X , a k es convergente si la sucesión de sumas par¬ 
ciales {S„} converge, es decir, 

n 

Km S n = Km 'S'a k = S . 

n~+cc n —>cc 

El nùmero S se conoce corno la suma de las series infinitas. 

Hi) Si Km S„ no existe, se dice que la serie infinita es divergente. 
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Aunque el sitio mas adecuado para seguir profundizando en los conceptos anteriores es 
un curso de càlculo, de inmediato podemos ilustrar la noción de convergencia de una serie 
infinita por medio de series geométricas. 

Todo estudiante de matemàticas sabe que 


0.333 ... (6) ◄ 

es la representación decimai de un numero racional bien conocido. Los decimales en ( 6 ) son 
iguales a la serie infinita 


Suponga, con meros fines de ilus- 
tración, que no conoce este 
nùmero racional. 


0.3 + 0.03 + 0.003 + • • • - è + m + rèo + ' ' ' 



Si consideramos la sucesión geomètrica 

3 3 3 

10’ IO 2 ’ IO 3 ’ 

es posible hallar una formula para el término generai de sucesión de sumas parciales aso- 
ciada: 


Si=h = 0-3 

S 2 = è + il = 0.33 
^3 = io + ll+i0 5 = 0.333 


V - i- + + J_ + 

10 ' IO 2 ' IO 3 ' 


+ 


n numeros 3 

6.333 ... 3. 


( 8 ) 


• r 3 1 

En vista de que ( 8 ) de la sección 15.2 tiene las identificaciones a = m y r = io. podemos 
escribir el término generai S n de la sucesión ( 8 ) asf: 


3 1 (io) 

io 


0) 


Ahora dejamos que n aumente sin limite, es decir, n —» A partir de (4) y (5), sabemos que 

(^)"->o a medida que n —» °° y, por tanto, el limite de (9) es 


limò',, = lim — 

n~ n —> oc 1Q 




1 

3' 


Asi, 3 es la suma de la serie infinita en (7): 


3 



o 


3 


0.333 


■ Series geométricas En generai, la suma de una serie geomètrica infinita 

oo 

= a + ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar"~ l + ■ ■ ■ (10) 

k= 1 

està definida siempre que | r \ < 1. Para entender por qué ocurre asi, recuerde que 

S„ = = a + ar + ar 2 + ■ ■ ■ + ar'^ 1 = —-—. (11) 

t=i 1 - r 
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Si n —> 00 y usando r" —>• 0 siempre que | r \ < 1, se observa que 


= lini 

n ^cc n—»oo 


a(l - r”) 
1 - r 


a 


1 - r 


Por consiguiente, para | r | < 1, definimos la suma de la serie geomètrica infinita en (10) 
corno a/(l — r). 


Teorema 15.3.1 Suma de una serie geomètrica 

i) Una serie geomètrica infinita 2 / f -1 ark 1 converge para | r 

< 1 . La suma de la serie 

es entonces 



00 

^ ar k ~ l = a + ar + ar 2 + • ■ ■ + ar n ~ l + • ■ • 

k= 1 

a 

~ 1 - r 

(12) 

ii ) Una serie geomètrica infinita ^ ar k 1 diverge para | r 

> 1. 



Una serie geomètrica divergente ^ ar k 1 no tiene suma. 

La formula (12) brinda un mètodo para convertir un decimai periòdico en un cociente 
de enteros. Aceptamos el hecho de que 


Todo decimai periòdico es la suma de una serie geomètrica infinita. 


Recuerde que en la sección 2.1 
vimos que un nùmero racional es 
el que tiene un nùmero decimai 
exacto o periodico. Un nùmero 
irracional es el que no tiene 
expansión decimai exacta ni perio¬ 
dica. 


^ Antes de dar otro ejemplo de esto, es preciso aclarar que un decimai periòdico es un numero 
decimai que después de un nùmero finito de posiciones decimales tiene una sucesión de uno 
o mas digitos que se repiten indefinidamente. 


EJEMPLO 5 


Decimai periòdico 


Escriba 0.232323. . . corno un cociente de enteros. 


Solución Escrito corno una serie geomètrica infinita, el decimai periòdico es lo mismo 
que 


23 23 23 

100 100 2 100 3 


*?1100 r 


Con las identificaciones « — joo y I 


k= 


, 23 
i 100* 


O i- 

ol 

A 

1, se 

23 

23 

100 

100 

1 

99 

100 

100 


23 

99’ 


EJEMPLO 6 


Decimai periòdico 


Escriba 0.72555 . . . corno un cociente de enteros. 


Solución El digito periòdico 5 no aparece sino hasta la tercera posición decimai, por lo 
que escribimos el nùmero corno la suma de un decimai exacto y un decimai periòdico: 
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geomètrica 

0.72555 ... = 0.72 + 000555 ... 

= J2_ , /_5_ , , _ 

100 T 11 000 T 10 000 T 101 

— 100 ' \ IO 3 ^ IO 4 ' IO 5 ^ 


+ ■ 


~ a — Wi r — io 


= 71 + 
100 ^ 


_5_ 

IO 3 


= 72_ , 
100 ' 


1 -To 

5 

900- 


- por (12) 


Combinando los ultimos dos numeros racionales por un comun denominador obtenemos 


0.72555 ... 


653 

900' 


Todo numero decimai periòdico (nùmero racional) es una serie geomètrica, pero no se 
quede con la impresión de que la suma de toda serie geomètrica convergente es necesariamente 
un cociente de enteros. 


EJEMPLO 7 


Suma de series geométricas 


La serie infinita 1 


1 1 

- + 


+ ■ 


es una serie geomètrica convergente porque 


e e~ e 

r | = | — l/e| = l/e < 1. Por (12), la suma de la serie es el nùmero 


1 


EJEMPLO 8 


1 - (-1/e) e + 1' 


Serie geomètrica divergente 


La serie infinita 


o2 o3 

2 — 3 + y — + 


es una serie geomètrica divergente porque | r\ = \ — § | 


= §> 1. 


Notas del aula 

i ) Cuando una serie geomètrica se escribe en notación sigma, es posible que no sea reco- 
nocible de inmediato, o si lo es, los valores de a y r pueden no ser evidentes. Por ejemplo, 
para darse cuenta de si 4(j)" +2 es una serie geomètrica, es buena idea ampliar dos 

o tres términos: 




ar 


cu 2 



+ ■ ■ ■. 



En el miembro derecho de la ùltima igualdad podemos hacer las identificaciones a = 4 ( 4 ) 5 


y | r | = 2 < 1. En consecuencia, la suma de la serie es 


4( 


ii5 


1 
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Si se desea, aunque no hay necesidad de hacerlo, podemos expresar V 4(')" ;2 en la 

r i _ 1 * ' fi J *■ 

forma mas conocida ^ ar , donde k = n — 2. El resultado es 



ii) En generai, es muy diffcil obtener la suma de una serie infinita convergente con la 
sucesión de sumas parciales. En la mayorfa de los casos es imposible obtener una fòrmula 
para el término generai S n = a k de està sucesión. La serie geomètrica es, desde luego, 
una excepción importante. Sin embargo, hay otro tipo de serie infinita cuya suma se obtiene 
encontrando el limite de la sucesión { S n }. Si le interesa, véanse los problemas 37 y 38 de 
los ejercicios 15.3. 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-38. 


En los problemas 1 a 20, determine si la sucesión dada con¬ 
verge. 


’-l 

r ioi 
i n I 

2 -l 

[■♦a 

H 

r i ì 

[ 5n + 6 j 

4 -i 

r 4 i 

[ 2n + 7 / 


\3n-2\ 

[6 n + 1 J 

‘■i 

f « ì 

Li — 2/7 / 

7 -i 

f 3n( —l)' 1-1 

[ n + 1 

». i(-m 

9 -i 

f n 2 - 1 ì 

l 2n J 

10. <j 

f In \ 

W + ii 

11. <1 

irr} 

12. j 

f n ì 

l Vn + 1 J 

13. {cOS H7T } 


14. 

{senmr} 


f 5 - 2“"1 

15. 

16 + 4 ~"J 


f 2 " ì 

16. 

13" + 1 J 


1 

o 

17. 

l 2e" + e“ ; 


f 3"ì 

18. 


1 2 / 

19. 

0 2 2 2 

Z ’ 3’ 9’ 27* • • ■ 

20. 

1 + ± ! + ì 

1 ' 2’ 2 ' 3 




+ 


11 
4> 4 


+ 


| 

5» ■ • ■ 


En los problemas 21 a 26, escriba el decimai periòdico corno 
un cociente de enteros. 

21 . 0 . 222 ... 

22 . 0.55 5... 

23. 0.616161... 

24. 0.393939... 

25. 1.314314... 

26. 0.5262626... 

En los problemas 27 a 36, determine si la serie geomètrica 
infinita converge. Si es convergente, obtenga la suma. 

1 

27. 2 + 1 + - + • • ■ 

2 

28. 1 +- + -+■■ ■ 

3 9 
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29. 


2 

3 


4 

— H~ 
9 


_ 8 _ 

27 


30. 1 + 0.1 + 0.01 + ■ ■ ■ 


4 

31. 9 + 2 H-h ■ ■ ■ 

9 


32. 


I 

81 


54 + 36 ~ 


33. 

34. 


&ÌV3- V2) k ~ 
V5 ' k ~ l 
èli + V5 


1 


oo 

35. ^(-3) k l~ k 

k= 1 

00 

36 . 5 XG )*- 1 
*=1 

v 1 

37. La serie infinita >, -es un ejemplo de una sene 

^ k = l k(k+l) J F 

telescòpica. Para tal serie, es posible encontrar una 
fòrmula para el término generai S„ de la sucesión de sumas 
parciales. 

a) Aplique la descomposición en fracciones parciales 

_J_ 1_1 

k(k + 1) ~ k~ k + l 

corno ayuda para encontrar una fòrmula para S„. 
Esto también explica el significado de la palabra teles¬ 
còpica. 

b) Siga el procedimiento del inciso a) del problema 37 
para obtener la suma de la serie infinita 


2 


co 1 

*=1 (k + 1 )(k + 2) 


= Aplicaciones diversas 

39. Distancia recorrida Una pelota se deja caer desde una 
altura inicial de 15 pies sobre una Iosa de concreto. 
Cada vez que rebota, la pelota alcanza una altura de f de 
la altura inmediatamente anterior. Use una serie geomètrica 
infinita para determinar la distancia que la pelota recorre 
antes de llegar al punto de reposo. 

40. Acumulación de un medicamento Un paciente toma 15 
mg de un medicamento a la misma hora todos los dias. Si 
80% del medicamento acumulado se elimina a diario por 
medio de las funciones corporales, (i qué cantidad de medi¬ 
camento se habrà acumulado en el organismo del paciente 
tras un periodo largo, es decir, cuando n —» °°? (Suponga 
que la medida de la acumulación se toma inmediatamente 
después de cada dosis.) 


= Problemas para calculadora/computadora 

41. Se puede demostrar que los términos de la sucesión {a,,} 
definida en términos recursivos por la fòrmula 

G " +1 = i( fl " + a )’ con r > 0 

converge cuando ai = I v r = 3. Use una calculadora para 
obtener los primeros 10 términos de la sucesión. Conjeture 
cuàl es el limite de ésta. 

42. Se sabe que la sucesión 

{1 + \ + 5 + ■ ■ ■ + \ - In n} 

converge en un numero y, llamado constante de Euler. 
Calcule por lo menos los primeros 10 términos de sucesión. 
Conjeture cuàl es el limite de ésta. 


= Para la discusión 

43. Use àlgebra para demostrar que la sucesión { Vn ( Vn + 1 
— Vn)} converge. 

44. Use la gràfica de la función tangente inversa para demos¬ 


trar que la sucesión 


ión { ^ - arctan(n) j 


arctan(n) j converge. 
2 k - 1 


45. Se sabe que la serie infinita 2 - i — es convergente. 

*=t 4 

Explique còrno se encuentra la suma de la serie. Plantee 
todos los supuestos que haga. 

46. Obtenga los valores de x para los que la serie infinita 
^ I — j es convergente. 

*=t\2/ 

47. La serie infinita 


1 + 1 + ! + •■■ 


es una serie geomètrica divergente con r = 1. Tenga en 
cuenta que la fòrmula (5) no produce el término generai 
de la sucesión de sumas parciales. Encuentre una fòrmula 
para S n y usela para sostener que la serie infinita es diver¬ 
gente. 

48. Considere la función racional/(x) = 1/(1 — x). Demuestre 
que 

1 9 

-= 1 + x + x 2 + ■ ■ ■ 

1 — X 

^Para qué valores de x es verdadera està igualdad? 

49. Explique si la igualdad 1 = 0.999 . . . es verdadera o 
falsa. 

50. Los trenes y la mosca A una hora especifica, dos trenes, 
7j y 7 2 , separados por una distancia de 20 millas en la 
misma via, inician una ruta de colisión a la velocidad de 
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10 mi/h. Suponga que en el preciso instante en que los 
trenes se ponen en marcha, una mosca levanta el vuelo 
desde el frente del tren T\ y vuela a una velocidad de 20 
mi/h en linea recta hacia el frente del motor del tren 7’ 2 ; en 
seguida, vuela de regreso al tren 7j a 20 mi/h y de nueva 
cuenta a 7 2 , y asf sucesivamente. Use una serie geomètrica 
para calcular la distancia total recorrida por la mosca 
cuando los trenes chocan (y aplastan a la mosca). Luego 
aplique el sentido comun para obtener la distancia total 
que vuela la mosca (FIGURA 15.3.1). 



FIGURA 15.3.1 Los trenes y la mosca para el problema 50 


51. Cuadrados inscritos En la FIGURA 15.3.2 el cuadrado rojo 
mide una unidad por lado. Se inscribe un segundo cuadrado 
azul dentro del primero conectando los puntos medios del 
primero. Se inscribe un tercer cuadrado verde conectando 
los puntos medios del segundo, y asf sucesivamente. 



FIGURA 15.3.2 Cuadrados 
inscritos unos dentro de otros 
para el problema 51 


a) Obtenga una fòrmula del àrea A„ del n-ésimo cuadra¬ 
do inserito. 


b ) Haga una conjetura sobre la convergencia de la suce- 
sión {A,,}. 

c) Considere la sucesión {SnJ.conS,, = Ai +A 2 + ••• +A n . 
Calcule los valores numéricos de los primeros 10 tér- 
minos de està sucesión. 

d ) Haga una conjetura sobre la convergencia de la suce¬ 
sión {S,,}. 

52. Longituddeuntrayectopoligonal En la FIGURA 15.3.3 hay 

doce rayos azules que emanan del origen, y el àngulo entre 
cada par de rayos consecutivos es de 30°. El segmento de 
recta AP 1 es perpendicular al rayo L h el segmento de recta 
P\P 2 es perpendicular al rayo L 2 , y asf sucesivamente. 

a) Demuestre que la longitud del trayecto poligonal rojo 
AP X P 2 P 2 .. . es la serie infinita 

AP i + P\P 2 + P 2 P 3 + P 3 P 4 + "’ = 
sen 30° + (cos 30°) sen 30° + (cos 30°) 2 
sen 30° + (cos 30°) 3 sen 30° + ■•• 

b ) Obtenga la suma de la serie infinita del inciso a). 



Lg 

FIGURA 15.3.3 Trayecto poligonal para el problema 52 


| 15.4 Inducción matemàtica 


■ Introducción Con frecuencia una afirmación o proposición que depende de los numeros 
naturales o enteros positivos N = {1, 2, 3, ...} se puede demostrar usando el principio de 
inducción matemàtica. Suponga que podemos demostrar dos cosas: 

• Una proposición es verdadera para el nùmero 1 

• Siempre que la proposición es verdadera para el nùmero entero positivo k, entonces 
es verdadera para el siguiente entero positivo k + 1. 

En otras palabras, supongamos que podemos demostrar que 


la proposición es verdadera para 1 


( 1 ) 
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y que la 


e implica que 


( \Quc podemos concluir de esto? Por (1) tenemos que 


la proposición es 
verdadera para k + 1. 


la proposición es 
verdadera para k 


( 2 ) 


la proposición es verdadera para el numero 1, 

y por (2), la proposición es verdadera para el nùmero 1 + 1=2. 

Ademàs, se deduce ahora de (2) que 

la proposición es verdadera para el nùmero 2+1=3, 
la proposición es verdadera para el nùmero 3 + 1=4, 
la proposición es verdadera para el nùmero 4 + 1 =5, 

y asi sucesivamente. Simbòlicamente, podemos representar està sucesión de implicaciones 
mediante 


la proposición es 
verdadera para 1 


la proposición es 
verdadera para 2 


la proposición es 
verdadera para 3 


Parece darò que la proposición debe ser verdadera para todos los enteros positivos n. Està 
es precisamente la afirmación del principio siguiente. 


Teorema15.4.1 Prindpiodeinducciónmatemàtica 

Sea S(n) una proposición que contiene un nùmero entero positivo n tal que 

i) 5(1) es verdadera, y 

ii ) siempre que S(k) es verdadera para un nùmero entero positivo k, entonces S(k + 1) 
también es verdadera. 

Entonces, S(n ) es verdadera para todo entero positivo. 


Aunque hemos planteado el principio de inducción matemàtica corno teorema, en reali- 
dad se considera que es un axioma de los nùmeros naturales. 

A manera de analogia del principio anterior con la fisica, imagine que tenemos una fila 
interminable de fichas de dominò espaciadas correctamente y cada una en posición vertical. 
Suponga que podemos demostrar que siempre que una ficha de dominò (por ponerle un 
nombre, la A-ésima ficha de dominò) cae, la ficha que tiene al lado [la ficha (k+ 1)] también 
cae. Entonces concluimos que todas las fichas de dominò deben caer siempre que podamos 
demostrar algo mas, es decir, que la primera ficha de dominò cae. 

Ilustraremos ahora el uso de la inducción con varios ejemplos. Comencemos con uno de 
aritmètica. 


EJEMPLO 1 


Aplicación de la inducción matemàtica 


Demuestre que la suma de los primeros nùmeros enteros positivos n està dada por 


1+2 + 3 + -- - + W 


n(n + 1) 
2 


(3) 


Solución Aqui la proposición S(n ) es la fòrmula que vimos en (3). El primer paso con¬ 
siste en demostrar que SII) es verdadera, donde 5(1 ) es la proposición 


1 -2 
2 


Puesto que esto es claramente verdadero, la condición i ) se satisface. 



Fichas de domino 
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E1 paso siguiente consiste en comprobar la condición ii). Esto requiere que, con base en 
la hipótesis “S(k)e s verdadera”, demostremos que “S(k + 1) es verdadera”. Asf, suponemos 
que la proposición S(k), 


1+2 + 3 + -- - + & — 


k(k + 1) 
2 


(4) 


es verdadera. De està suposición necesitamos probar que S(k + 1), 


l+2 + 3 + -- - + (fc+l) 


[(k + l)(k + 1) + 1] 
2 


(5) 


es también verdadera. Allora, con base en (4) y en el àlgebra podemos obtener una formula 
para la suma de los primeros k + 1 enteros positivos 

por (4), esto es igual a k{k £ ^ 

--'-N k(k + 1) 

l+2 + 3 + -- - + £ + (k + 1) —---+ {k + 1) 

_ k(k + 1) + 2 (k + 1) 

2 

_ (k + \)(k + 2) 

2 

_ (k + l)[(yfc + 1) + 1] 

— ~ . <— esto es (5) 

Asf, hemos demostrado que la proposición S(k + 1 ) es verdadera. Se deduce del principio 
de inducción matemàtica que S(n ) es verdadera para todo entero positivo n. = 


En algebra bàsica aprendimos a factorizar. En particular, de las factorizaciones 

x - y = x - y, 

X~ — y = (x — y){x + v), <— véase (4) de la sección 2.7 
x ’ — V 3 ~ (x — y)(x^ + XV + y~ ), <— véase (5) de la sección 2.7 

x 4 -y 4 = (x 2 - y 2 )(x 2 +/) = (x- y)(x + j)(x 2 + y 2 ), 

una conjetura razonable es que x — y siempre es un factor de x" — y" para cualquier entero 
positivo n. Ahora demostraremos que esto es asf. 


EJEMPLO 2 


Aplicación de la inducción matemàtica 


Demuestre por inducción matemàtica que x — y es un factor de x" — y n para cualquier 
entero positivo n. 


Solución Para la proposición Siti), 


x — y es factor de x" — y n , 


debemos demostrar que las dos condiciones, i) y ii) del principio de inducción matemàtica 
se cumplen. Para n = 1 tenemos la proposición verdadera S( 1 ) 

x — y es un factor de x 1 — y 1 . 


Ahora suponemos que S(k), 

x — y es factor de x* — y k . 
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es verdadera. Usando està suposición, debemos demostrar que S(k + 1) es verdadera; o 
sea, x — y es un factor de x k+1 — y k+ì . Para elio, restamos y sumamos xy k a x k+1 — y k+1 : 

se superne que aqui hay un 
x — y es un factor factor de 
0 de este término x — y 

x k+l - y k+1 = x k+1 - xy k + xy k> - y k+l = x(j(F^y*) + y k {x^y). (6) 

Pero, por hipótesis, x — y es un factor de x k — y k . Por tanto, x — y es un factor de cada 
término del miembro derecho de la ecuación (6). Se deduce que x — v es un factor del lado 
derecho, y asf hemos demostrado que la proposición S(k +1), 

x — y es un factor de x k+l — y k+l , 

es verdadera. Se deduce del principio de inducción matemàtica que X — y es un factor de 
x" — f para cualquier nùmero entero positivo n. = 


EJEMPLO 3 


Aplicación de la inducción matemàtica 


Demuestre que 8" — 1 es divisible por 7 para todos los enteros positivos n. 


Solución S(rì) representa la proposición “8" — 1 es divisible entre 7 para todos los ente¬ 
ros positivos Con n = 1, vemos que 8 1 — 1 = 7, corno es evidente, es divisible en¬ 
tre 7. 

Por tanto, S(l) es verdadera. Supongamos ahora que S(k) es verdadera; es decir, 8 A — 1 
es divisible entre 7 para algun nùmero entero positivo k. Con base en està suposición, 
debemos demostrar que 8 A+1 — 1 es divisible entre 7. Considere 


8 a+1 


— 1 = 8 a 8 — 1 


= 8 a (1 + 7) - 1 <- 

= (8 a - l) + 7 ■ 8 a . 


reacomodando los términos 


se supone que es divisible entre 7 
divisible entre 7 


La ùltima igualdad demuestra que S(k + 1) es verdadera, ya que tanto 8 A 1 corno 7 • 8* 
son divisibles entre 7. Se deduce del principio de inducción matemàtica que S(n) es ver¬ 
dadera para todo nùmero entero positivo n. = 


a 


Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-38. 


En los problemas 1 a 20, use el principio de inducción mate¬ 
màtica para demostrar que la proposición dada es verdadera 
para todo entero positivo n. 

1. 2 + 4 + 6 + ■ ■ ■ +2 n = n 1 + n 

2. 1 + 3 + 5 + ■ ■ ■ + (2 n - 1) = n 2 

3. I 2 + 2 2 + 3 2 + ■■■ + n 2 = \n{n + 1)(2 n + 1) 

4. I 3 + 2 3 + 3 3 + ■ ■ ■ + n 3 = \n 2 (n + 1 ) 2 

n 1 1 

5 - 'È^k + ~^n = 1 

k =\Z z 


n 

6. 4k - 5) = n(2n - 3) 

k= 1 

, 111 In 

7. -+-+-+ • • ■ +-—- 

1- 2 2-3 3-4 n(n +1) n + 1 

111 1 

8. - + - “h - -f ■ ■ ■ + - 

2- 3 3-4 4-5 (n + l)(n + 2) 

n 

2 n + 4 

9. 1 + 4 + 4 2 + ■ ■ ■ + 4" -1 = f(4" - l) 

10. 10 + IO 2 + IO 3 + ■ ■ ■ + 10" = !(10' ,+ 1 - 10) 
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11. /7 3 + 2n es divisible entre 3 

12 . n 2 + n es divisible entre 2 


19. Si r > 1, entonces r" > 1 

20 . Si 0 < r < 1, entonces 0 < r" < 1 


13. 4 es un factor del 5" — 1 


= Para la discusión 


14. 6 es un factor de n 3 — n 


21. Si suponemos que 


15. 7 es un factor de 3 2 " — 2" 


2 + 4 + 6 + • ■ ■ + 2rz = n 2 + n + 1 


16. x + y es un factor de x 2 " 1 + y 2n 1 

17. Si a > —1, entonces (1 + a)" > 1 + na 

18. 277 < 2" 


es verdadera para n = k , demuestre que la fòrmula es 
verdadera para n = k + 1. Sin embargo, demuestre que la 
fòrmula misma es falsa. Explique por qué esto no infringe 
el principio de inducción matemàtica. 


| 15.5 Teorema del binomio 


■ Introducción Cuando ( a + b)" se desarrolla para un entero positivo arbitrario n, los 
exponentes de a y b siguen un patron definido. Por ejemplo, de 

(a + b) 2 = a 2 + 2ab + b 2 

(a + b ) 3 = a 3 + 3 a 2 b + 3 ab 2 + b 3 

(a + b) A = a 4 + Aa 3 b + 6 ccb 2 + Aab 3 + b A , 

vemos que los exponentes de a dìsminuyen en 1, comenzando con el primer término, mientras 
que los exponentes de b aumentali en 1, comenzando con el segundo término. En el caso de 
(i a + b) 4 , tenemos 

disminuyen en 1 

i 

(a + b ) 4 = a 4 + 4a 3 b + 6 a 2 b + 4a l b + b . 

t 

aumentan en 1 


Para desarrollar este patron consideramos que el primero y el ultimo términos deben multi- 
plicarse por b° y a 0 , respectivamente; es decir, 

(a + b ) 4 = a 4 b° + 4aV + 6 a 2 b 2 + 4 a l b 3 + a°b 4 . (1) 

También notamos que la suma de los exponentes de cada término en el desarrollo de (a + h f 

4 = 3 + 1 

es 4. Por ejemplo, en el segundo término tenemos 4 a 3 b l . 


EJEMPLO 1 


Aplicación de (1) 


Desarrolle (y 2 — l) 4 . 


Solución Con a = y 2 y b = — 1, se deduce de (1) y de las leyes de los exponentes que 


(r - D 4 = (y 2 + (-D ) 4 

= (y 2 ) 4 + 4(y 2 ) 3 (-l) + 6(y 2 ) 2 ( —l) 2 + 4(y 2 )(-l) 3 + (-1) 4 
= y 8 — 4v 6 + 6y 4 — 4y 2 + 1. 
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■ Coeficientes Los coeficientes en el desarrollo de (a + bf también siguen un patron. 
Para ilustrarlo, disponemos los coeficientes en los desarrollos de (a + b)°, (a + bf, (a + b) 2 , 
(a + b ) 3 y (a + bf en forma triangular 

1 

1 1 

121 ( 2 ) 

13 3 1 

1 4 6 4 1 

Observe que cada numero del interior de este esquema es la suina de los dos numeros que se 
hallan directamente encima de él. Asi, el renglón siguiente en el esquema se puede obtener 
corno sigue: 


1 4 6 4 1 

\ i/ \ i/ \ i/ 

1 5 10 10 5 1. 

Como se espera, estos numeros son los coeficientes de las potencias de a y b en el desarrollo 
de (a + b ) 5 , que es, 

(a + bf = la 5 + 5 a A b + 10 a 2 b 2 + 10 a 2 b 3 + 5 ab 4 + 1 b 5 . (3) 

El arreglo que se obtiene continuando de està manera se conoce corno triàngulo de Pascal, 
por el filòsofo y matemàtico francés Blaise Pascal (1623-1662). 


EJEMPLO 2 


Aplicación de (3) 


Desarrolle (3 — xf. 

Solución Del anàlisis anterior, con a = 3 y b = —x, podemos escribir 
(3 - x) 5 = (3 + (-x)) 5 

= 1(3) 5 + 5(3) 4 (— x) + 10(3) 3 (— x) 2 + 10(3) 2 (— x) 3 + 5(3)(— x) 4 + l(-x) 5 
= 243 - 405x + 270x 2 - 90x 3 + 15x 4 - x 5 . 


■ Notacion factorial Antes de dar una fòrmula generai para el desarrollo de (a + bf, sera 
util introducir la notacion factorial. El simbolo r\ se define para cualquier entero positivo r 
corno el producto 


r! = r(r- 1) • (r - 2) ••• 3 • 2 • 1, (4) 4 Véase el problema 57 de los ejer- 

cicios 5.1. 

y se lee “r factorial”. Por ejemplo, 1! = 1 y 4! = 4 • 3 ■ 2 ■ 1 = 24. También es conveniente 
definir 


0 ! = 1 . 


EJEMPLO 3 


Una simplificación 


r\(r + 1) 

Simplifique-, donde r es un nùmero entero positivo. 

(r ~ 1)! 

Solución Usando la definición de ri en (4) podemos escribir el numerador corno 


r\(r + 1) = (r + l)r! = (r + 1 )r(r - 1) 2 • 1 = (r + 1 )r(r - 1)! 


Asi, 


r\(r + 1) _ (r + l)r(r - 1)! 
(r~ DI “ (r- 1)! 


(r + l)r. 
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■ Teorema del binomio La formula generai para el desarrollo de (a + b) n se da en el 
resultado siguiente, conocido corno teorema del binomio. 


Teorema 15.5.1 Teorema del binomio 


Para cualquier nùmero entero positivo n. 


(.a + b) n = a' 1 + —a 


. n(n — 1) - . 

• n ~ l b + —- -a"~ 2 b 2 


2 ! 


+ 


+ 


n(n — 1) 


(n — r + 1 ) 
- a" r 


+ b n 


(5) 


Si prestamos atención a las potencias crecientes de b en (5) vemos que la expresión 


n(n — 1) ■ ■ • (n— r + 1 ) 

—----- -a" ~ ’b r 

r\ 


( 6 ) 


es el (r + l)-ésimo término en el desarrollo de (a + b)“. Para r = 0, 1,. . ., n, los numeros 


n(n — 1) ■ ■ ■ (n — r + 1 ) 
r\ 


(7) 


se llaman coeficientes binomiales y son, por supuesto, los mismos que los obtenidos del 
triàngulo de Pascal. Antes de demostrar el teorema del binomio mediante inducción mate¬ 
màtica, consideremos algunos ejemplos. 


EJEMPLO 4 


Aplicación de (5) 


Desarrolle (a + b) 4 . 


Solución Usamos el teorema del binomio (5) con los coeficientes dados por (7). Con 
77 = 4, obtenemos: 


4 4•3 , 4-3-2 , 4-3-2 - 1 , 

(a + b ) 4 = a 4 H- a 4 l b H- a 4 ~b 2 H- a 4 2 b 3 H- b 4 

1! 2! 3! 4! 

, 12 , , 24 , 24 , 

= a 4 + 4a 3 b H- a 2 b “ H- ab 3 H- b 4 

2 6 24 

= a 4 + 4a 3 b + 6 a 2 b 2 + 4ab 3 + b 4 . 


EJEMPLO 5 


Obtención del sexto término 


Encuentre el sexto término en el desarrollo de ( x 2 — 2y) 7 . 


Solución Puesto que (6) da el (r 4- l)-ésimo término en el desarrollo de (a + b) n , el 
sexto término en el desarrollo de ( x 2 — 2y) 7 corresponde a r = 5 (es decir, r + 1 = 5 + 
1=6). Identificando n = 7, r = 5, a = x 1 y b = — 2y, se deduce que el sexto térmi¬ 
no es 


7 • 6 • 5 • 4 • 3 , 7 , , . , 

--- (x 2 ) 7 ~ 5 (-2 y) 5 = 21x 4 ( —32y 5 ) 

= -672x 4 y 5 . 
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■ Una forma alternativa Los coeficientes binomiales pueden escribirse de una forma mas 
compacta usando notación factorial. Si r es cualquier numero entero tal que 0 < r < n, 
entonces 


n(n — !)•••(« — r+1) 


està fracción es 1 

n(n — 1) • ■ ■ (n — r + 1) (n — r)(n — r — 1) • • • 3 ■ 2 • 1 
1 ' (n - r)(n - r- 1) ■ ■ ■ 3 -2- 1 

n(n — 1 )••• (n — r + l)(n — r)(n — r — 1 ) ■ ■ - 3 • 2 • 1 
(n — r)(n — r — 1) • • • 3 ■ 2 ■ 1 
n\ 

(n — r)! 


Asf, los coeficientes binomiales de a n 'b r para r = 0, 1,. .n dados en (7) son los mismos 

(n\ 

que n\/r\(n — r)\ Este ùltimo cociente se denota generalmente con el simbolo I I. Es decir, 

los coeficientes binomiales son 


r\(n — r)\ 

Por tanto, el teorema del binomio (5) se puede escribir en la forma alternativa 


(a + b)" = )a" + [ )a"~ l b + ■ • • + a"~'b r + ■ • • + 


b". 


Usaremos està forma para demostrar (5). 


( 8 ) 


0 ) 


■ Notación sigma El teorema del binomio puede expresarse de manera compacta con la 
notación sigma. Usando (6) y (8), las sumas en (5) y (9) se pueden escribir asf: 


/ , n, ^ n(n - l) ■ ■ ■ (n - k + 1) k k 

(.a + b ) = 2j - a b 

k =o 

respectivamente. En estas formas es evidente que corno el indice de suma empieza en 0 y 
termina en n, el desarrollo del binomio contiene n + 1 términos. 


La siguiente propiedad del coeficiente binomial I ] tiene una función centrai en la demos- 


tración del teorema del binomio. Para cualquier nùmero entero r, 0 < r < n, tenemos 

+ L 


n 

r - 1 


+ 


( 10 ) 


Dejamos la comprobación de (10) corno un ejercicio (véase problema 63 de los ejercicios 
15.5). 


■ Demostración del teorema 15.5.1 Ahora demostraremos el teorema del binomio mediante 
inducción matemàtica. Sustituyendo n = 1 en (9) obtenemos una expresión verdadera, 

(a + b )* = = a + b, 

f 1\ 1! / A 1! 

puesto que =-=1 y =-= 1. 

F 1 \0j 0! 1 ! Vi/ 1 !0! 

Con esto se completa la comprobación de la primera condición del principio de inducción 
matemàtica. 
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Para la segunda condición, suponemos que (9) es verdadera para algùn entero positivo 
n = k\ 


(.a + bf = [ )a k + )a k ~ l b + • • • + )a k ~ r b r + • • • + 


b k . 


( 11 ) 


A partir de està suposición debemos demostrar, entonces, que (9) es verdadera para n = k + 1. 
Para elio, multiplicamos ambos miembros de la ecuación por (a + b) y obtenemos: 


(a + b)(a + b) k = (a + b) 


+ ( k y~' b + " ■ ++ ■ 


b k 


o V + A) + (JU + ^V) + --- + Q^ + ^) + 


+ ( k j(ab k + b k+ì ) 


a k+i + 


» + c 


a k b + 


k\ fk 
1 + 2 


a k ~ l b 2 + • • ■ + 


r - 1 


+ 


^k-r+lur 


b r + ••• + ( " )b k+1 . 


Usando (10) para reescribir el coeficiente del (r + l)-ésimo término en (12) corno 

k \ ( k\ fk + r 

r-l) + \r 

y los hechos de que ( a + b)(a + b) k = (a + b) k f 1 , 

0/ V o y \k \k + 1 


la ùltima linea en (12) se convierte en 


(a + b) k+l = 


k + 1 
0 


a k+l + 


k + 1 

1 


a k b + ■ ■ ■ + 


k + 1 


a k+l-r b r + . . . + 


k + 1 
k + 1 


b k+l . 


Como se trata de (9) con n sustituido por k + 1, la demostración està completa por el princi¬ 
pio de inducción matemàtica. = 



Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-39. 


En los problemas 1 a 12, calcule la expresión dada. 


1. 3! 

2 . 5! 

2 ! 

6 ! 


5. 3 !4 ! 

6. 0!5 ! 
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En los problemas 13 a 16, simplifique la ecuación dada. 


13. 


40. ( 2x + 


14. 


15. 


16. 


ni 


V x ) 

0n ~ Di 

41. 

(a — b — c) 3 

(n - 1)! 

42. 

(x + y + z) 4 

(n - 3)! 

n\(n + 1)! 

43. 

Remltase al triàngulo de Pascal y determine los coeficien- 
tes en el desarrollo de ( a + b) n para n = 6 y n = 7. 

(n + 2 )!(« + 3)! 

(2 n + 1)! 

44. 

Si fix) = x", donde n es un entero positivo, use el teorema 
del binomio para simplificar el cociente de diferencias 


(2 n)\ 


f(x + h) ~ f(x) 
h 


En los problemas 17 a 26, use la notacion factorial para rees- 
cribir la expresión dada. 

17. 5 • 4 • 3 ■ 2 • 1 

18. 7 • 6 • 4 ■ 4 • 3 • 2 • 1 

19. 100 • 99 • 98 ••• 3 • 2 • 1 

20. f(r- l)(f - 2) 3 ■ 2 ■ 1 

21. (4 • 3 • 2 • 1)(5 • 4 • 3 • 2 • 1) 

22. (6 • 5 • 4 • 3 • 2 • l)/(3 -2-1) 

23. 4-3 

24. 10-9-8 

25. n(n — 1), n > 2 

26. n(n — 1 ){n — 2) ••• (n — r + 1), n > r 

En los problemas 27 a 32, conteste verdadero o falso. 

27. 5! = 5 • 4!_ 

28. 3! + 3! = 6!_ 

8! 

29 — = 2' 

' 4! '- 

8! 

30. — = 2 

4 

31. nl(n + 1) = (n + 1)!_ 

n\ 

32. — = (n - 1)!_ 

n 

En los problemas 33 a 42, use el teorema del binomio para 
desarrollar la expresión dada. 

33. (x 2 - 5y 4 ) 2 

34. OT 1 + y- 1 ) 3 

35. (x 2 - y 2 ) 3 

36. OT 2 4- l) 4 

37. (x m + y 1/2 ) 4 

38. (3 - y 2 ) 4 

39. (x 2 4- y 2 ) 5 


En los problemas 45 a 54, halle el término indicado en el 
desarrollo de la expresión dada. 

45. Sexto término de (a + b ) 6 

46. Segundo término de (x — y) 5 

47. Cuarto término de (x 1 — y 2 ) 6 

48. Tercer término de (x — 5) 5 

49. Quinto término de (4 + x) 1 

50. Séptimo término de ( a — by 

51. Dècimo término de (x + y) 14 

52. Quinto término de (f + l) 4 

53. Octavo término de (2 — y) 9 

54. Noveno término de (3 — z) 1H 

55. Obtenga el coeficiente del término constante (x + 1/x) 10 . 

56. Obtenga los primeros cinco términos del desarrollo de 

(x 2 - y) n . 

57. Utilice los primeros cuatro términos del desarrollo de 
(1 — 0.01) 5 para obtener una aproximación de (0.99) 5 . 
Compare con la respuesta obtenida con una calculadora. 

58. Utilice los primeros cuatro términos del desarrollo de 
(1 + 0.01 ) 10 para obtener una aproximación de (1.01) 10 . 
Compare con la respuesta obtenida con una calculadora. 


= Para la discusión 


4 ( 4 \ 

59. Sin sumar los términos, determine el valor de ^ I 4 k . 

"w 

5 

|x J - u, 6 C 


60. Si ^ ^ l-* 5 * = 0’ 6 cu àl es el valor de x? 


k=o\kj 

61. Use el teorema del binomio para demostrar que 




62. Use el teorema del binomio para demostrar que 


+ 


H-h 


= 2 ". 
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63. Demuestre que 


64. Demuestre que 


n 



n + 1 
r 


0 < r < n. 


n 

r + 1 


n — r 
r + 1 


0 < r < n. 


| 15.6 Principios de conteo 


■ Introducción Una gran variedad de problemas pràcticos requiere contar el nùmero de 
maneras en las que puede ocurrir algo. Por ejemplo, el prefijo del telèfono de cierta univer- 
sidad es 642. Si al prefijo lo siguen cuatro digitos, ^cuàntos numeros telefónicos son posibles 
antes de que se necesite un segundo prefijo? Seremos capaces de resolver este y otros (ejem¬ 
plo 2) problemas usando las técnicas de conteo que se presentan en està sección. 

■ Diagramas de àrbol Comencemos por considerar un problema mas abstracto. ,',Cuantos 
arreglos se pueden hacer con tres letras a, b y c, usando dos letras al mismo tiempo? Una 
manera de resolver este problema es enumerar todos los posibles arreglos. Como se muestra 
en la FIGURA 15.6.1 se puede usar un diagrama de àrbol para ilustrar todas las posibilidades. 
Desde el punto llamado “comienzo”, segmentos de recta salen hacia cada una de las tres 
posibles elecciones para la primera letra. Desde cada uno de éstos, un segmento de recta sale 
hacia cada una de las posibles opciones para una segunda letra. Cada posible combinación 
corresponde a un camino o rama del àrbol, que empieza en el punto “comienzo” y va a la 
derecha a través del àrbol. Vemos que hay seis arreglos: 

ab, ac, ba, bc, ca, cb. 



FIGURA 15.6.1 Diagrama de àrbol 
para el nùmero de arreglos de a, b, 
c, tornando dos letras a la vez 


Otra forma de resolver este problema es reconocer que cada arreglo consta de una selec- 
ción de letras para llenar los dos espacios en bianco indicados 


Primera Segunda 
letra letra 


Cualquiera de las tres letras a, b o c puede escogerse para la primera posición. Una vez que 
se haya hecho està elección, cualquiera de las dos letras restantes puede elegirse para la 
segunda posición. Puesto que cada una de las tres letras de la primera posición se puede 
asociar con cualquiera de las dos restantes, el nùmero total de arreglos està dado por el pro- 
ducto 


3 • = 6. 

Primera Segunda 
letra letra 


Este ejemplo sencillo ilustra el principio fundamental de conteo. 
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Teorema 15.6.1 Principio fundamental de conteo 

Si un suceso puede ocurrir de m maneras y, despues de que ha ocurrido, un segundo suceso 
puede presentarse de n maneras, entonces el nùmero total de las maneras en las que ambos 
sucesos pueden suceder es el producto mn. 


Este principio fundamental de conteo puede extenderse a tres o mas sucesos de manera 
obvia: 

Simplemente multiplique el numero de maneras en que cada suceso puede ocurrir. 


EJEMPLO 1 


Numero de atuendos 


Un estudiante universitario tiene cinco camisas, tres pantalones y dos pares de zapatos. 
(■.Cuàntos conjuntos de una camisa, un pantalón y un par de zapatos puede usar? 


Solución Tres selecciones o sucesos pueden ocurrir, con cinco opciones para el primero 
(elegir una camisa), tres para el segundo (escoger un pantalón) y dos para el tercero (selec- 
cionar un par de zapatos). Segun el principio fundamental de conteo, el nùmero de con¬ 
juntos es el producto 5 • 3 ■ 2 = 30. = 


Ahora regresamos al problema planteado en la introducción. 


EJEMPLO 2 


Numerostelefónicos 


El prefijo telefònico de cierta universidad es 642. Si al prefijo le siguen cuatro digitos, 
(■cuantos nùmeros telefónicos son posibles antes de que se necesite un segundo prefijo? 


Solución Pueden ocurrir cuatro sucesos: seleccionar el primer digito después del prefijo, 
elegir el segundo digito después del prefijo y asi sucesivamente. Puesto que los digitos 
repetidos se permiten en los nùmeros telefónicos, cualquiera de los 10 digitos 0, 1,2, 3,4, 
5, 6, 7, 8 o 9 pueden escogerse para cada posición. Entonces hay 10 ■ 10 ■ 10 • 10 = 10 000 
nùmeros telefónicos posibles con el prefijo 642. = 


EJEMPLO 3 


Arreglos de letras 


(■.Cuàntas formas hay de ordenar las letras de la palabra CARTÓN? 


Solución Puesto que CARTÓN tiene seis letras diferentes, hay seis sucesos: escoger la 
primera letra, escoger la segunda, etcétera. Se puede elegir cualquiera de las seis letras para 
la primera posición; entonces, cualquiera de las cinco letras restantes se puede escoger 
para la segunda posición; luego, cualquiera de las cuatro letras restantes se puede es¬ 
coger para la tercera posición y asi sucesivamente. El nùmero total de ordenaciones es 
6-5-4-3-2-l = 720. = 


■ Permutaciones Una permutación es un arreglo que se hace usando algunos o todos los 
elementos de un conjunto, sin repetirlos. Esto significa que ningùn elemento del conjunto 
aparece mas de una vez en el arreglo. Por ejemplo, 312 es una permutación de los digitos del 
conjunto {1, 2, 3}, pero 112 no lo es. En el ejemplo 3, cada uno de los nuevos arreglos de las 
letras de la palabra CARTÓN (por ejemplo, CONTRA) es una permutación. De forma mas 
generai, tenemos la definición siguiente. 


Definición 15.6.1 Permutación 

Un arreglo ordenado de r elementos seleccionados de un conjunto de n distintos elementos 
se llama permutación de n elementos tomados r a la vez (con n > r). 
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■ Notación Usaremos el simbolo P(n, r) para representar el numero de permutaciones de 
n objetos diferentes, tornando r a la vez (otras notaciones usadas comunmente son n P r , P" 
y P nr ). Usando la notación P(n, r ) escribimos el numero de permutaciones de cinco objetos, 
tomados tres a la vez corno P( 5, 3). 

Es posible hallar una fòrmula explicita para P(n, r), es decir, el numero de permutacio¬ 
nes de n objetos tornando r a la vez para 0 < r < n. Para r > I, podemos pensar en el proceso 
de formar una permutación de n objetos tornando a r cada vez corno r sucesos: escogemos el 
primer objeto, escogemos el segundo objeto, etcétera. Cuando hacemos la primera elección, 
hay n objetos disponibles; cuando hacemos la segunda elección hay n — 1 objetos; para la 
tercera elección, hay n — 2 objetos, y asf sucesivamente. Cuando elegimos el objeto r-ésimo 
hay n — (r — 1) objetos para elegir. Asf, del teorema 15.6.1 

r factores 

P(n, r) = n(n — l)(n — 2) • • • (ri — (r — 1)) 
o P(n, r ) = n(n — l)(n — 2) • • • (n — r + 1). (1) 

Una expresión alterna para P(n, r), que supone notación factorial, se puede hallar multiplicando 
el miembro derecho de ( 1 ) por 


(n — r)\ 
(n — r)\ 


El resultado es 


_ (»_->■)! _ 

n(n — l)(n — 2) • • • (n — r + 1 )(n — r)(n — r — 1) • ■ ■ 2 • 1 


o P(n, r) = - — (2) 

(n — r) ! 

Cuando r = n, la fòrmula (2) se convierte en 

n\ 

P(n, n ) = — = ni, 

0 ! 

puesto que 0! se define corno 1. Este resultado es el mismo que el obtenido usando el prin¬ 
cipio enunciado en el teorema 13.6.1 

P(n, n) = n(n — 1 )(n — 2) ■■■ 2 ■ 1 = n!, (3) 

puesto que cualquiera de los n objetos puede escogerse primero, cualquiera del resto de los 
objetos puede elegirse segundo, etcétera. En el ejemplo 3, el numero de arreglos de seis letras 
de la palabra CARTÓN es el numero de permutaciones de las seis letras usando las seis a la 
vez, es decir, P( 6, 6) = 6! = 720. 

Si r = 0, definimos P(n, 0) = 1 , lo cual es consistente con (2). 


EJEMPLO 4 


Aplicación de (2) y (3) 


Calcule a) P( 5, 3); b) P( 5,1), y c ) P(5, 5). 


Solución 


Usando la fòrmula (2) encontramos que 

2 ! 


a) 


b) 


Pi 5, 3) = 

5! 

5! 5 ■ 4 ■ 3 • 2 • 1 

(5 - 3)! 

2! 

2! 

Pi 5, 1) = 

5! 

CN 

CO 

i n 

1 

m 

1 

(5 - 1)! 

4! 

4! 


60, 

5. 
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c) Por la fòrmula (3) obtenemos 


P( 5,5) = 5! = 5 4 3'2 - 1 = 120. 


EJEMPLO 5 


Otorgamiento de medallas 


En una pista se encuentran seis atletas y entran en el carril de los 100 metros. 0 De cuàntas 
maneras se pueden organizar para ganar medallas de oro, de piata y de bronce? 


Solución Deseamos contar el numero de maneras de organizar a tres de los seis atletas 
en las posiciones ganadoras. La solución està dada por el nùmero de permutaciones de 
seis elementos (los atletas) tornando tres a la vez: 


P(6, 3) 


6 ! 

(6 - 3)! 



Este problema también se puede resolver usando el principio fundamental de conteo. Puesto 
que se deben hacer tres elecciones, con seis atletas disponibles para la medalla de oro, 
cinco para la de piata y cuatro para la de bronce, obtenemos 6 • 5 • 4 = 120. = 


EJEMPLO 6 


Arreglos de libros 


^ Guanto s arreglos son posibles para colocar 10 libros en un estante? 


Solución Deseamos hallar el nùmero de permutaciones de 10 objetos que se toman 10 a 
la vez, oP(10, 10) = 10! = 3 628 800. = 


■ Combinaciones En el anàlisis anterior estàbamos interesados en el nùmero de maneras 
de arreglar o de escoger r elementos de un conjunto de n elementos, donde se consideraba el 
orden en el que se debian arreglar o escoger. Sin embargo, en ciertas aplicaciones el orden 
de los elementos no es importante. Por ejemplo, si se debe escoger un comité de dos entre 
cuatro estudiantes: Angie, Brandon, Cecilia y David, el comité formado al escoger a Angie 
y a Brandon es el mismo que el formado al elegir a Brandon y a Angie. Una selección de 
objetos en los que el orden no establece ninguna diferencia se llama combinación. 


Definición 15.6.2 Combinación 

Un subconjunto de r elementos de un conjunto de n elementos se llama combinación de n 
elementos tornando r a la vez (con n > r). 


■ Notación Usamos el simbolo C(n, r ) para representar el nùmero de combinaciones de n 
objetos distintos tornando r a la vez. Usando (2) es posible derivar una fòrmula para C(n, r). 
Al comienzo de està sección vimos que hay seis arreglos (permutaciones) de las tres letras 
a,byc tornando dos a la vez: 

misma misma 

combinación combinación 

■■£ 1 -T 1 

ab ac ba bc ca cb. (4) 

1_1 

misma 

combinación 

En (4) vemos que si descartamos el orden en el que las letras estàn enumeradas tenemos tres 
combinaciones: ab ac bc. Asi, C(3, 2) = 3. Vemos que cada una de estas combinaciones se 
puede arreglar de 2! modos, para dar la lista de permutaciones (4). Por el principio funda¬ 
mental de conteo, 


P{ 3, 2) = 6 = 2!C(3, 2). 



Diez libros en un estante 
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En generai, para 0 < r < n, cada una de las combinaciones C(n, r ) se puede arreglar 
nuevamente en ri maneras diferentes, asr que 


o 

Asf, 


P(n, r) 

C(n, r) 
C(n , r) 


ri C(n, r), 

ni 

P(n , r) (n — r)! 
ri ~ ri 
ni 

(n — r)lrl 


Para r = 0, definimos C(n, 0) = 1, lo cual es consistente con la fòrmula (5). 

/ n\ 

Nótese que C(n, r) es idèntica al coeficiente binomial I I del desarrollo de (a + b) n , 
donde n es un entero no negativo [véanse (7) y (8) en la sección 15.5], 


EJEMPLO 7 


Aplicación de la fòrmula (5) 


Calcule a) C(5, 3), b) C( 5,1) y c) C( 5, 5). 


Solución Usando la fòrmula (5), tenemos lo siguiente. 


«) 

b) 

c ) 


5! 


5! 


3 - 2 - 

5-4-3! 


C(5, 3) = 

(5 - 3) !3! 

2! 3! 

2! 3! 

C( 5, 1) = 

5! 

5! 

4 - 3 - 2-1 

5 • 4! 

(5 - 1 ) ! 1 ! 

4! 1! 

4! 1! 

C(5, 5) = 

5! 

5! 

1 

~ 0! ~ 

(5 - 5) !5! 

0! 5! 


= io, 


= 5, 


EJEMPLO 8 


Numero de rondas de cartas 


( Cuàntas rondas diferentes de cinco cartas pueden distribuirse de una baraja de 52 car¬ 
tas? 


Solución Puesto que una ronda es la misma, no importa el orden de las cartas, usamos 
combinaciones para resolver este problema. La solución es 


C(52, 5) 


52! 


52-51 -50-49-48 -47! 


47! 5! 47! 5! 

52-51 -50-49-48 


5! 


= 2 598 960. 


Nótese que cancelamos el mayor de los dos factores 47! y 5! para simplificar el càlculo 
de C(52, 5). = 


EJEMPLO 9 


Organización de un club 


Un club de cartas tiene ocho miembros. 

a) (i De cuàntas maneras se puede escoger a tres miembros para que sean presidente, 
secretano y tesorero? 

b) (i De cuàntas maneras se puede escoger un comité de tres miembros? 
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Solución Para elegir los funcionarios si importa el orden, en tanto que para escoger a un 
comité el orden de la selección no afecta al comité resultante. Asf, en a) contamos permu- 
taciones y en b ) contamos combinaciones. Obtenemos 
8 ! 

a) P( 8,3) = — = 336, 

b) C(8 ’ 3) = 5l3! = 56 ' = 

Al decidir si usamos la fòrmula para P(n, r) o C(n, r ), consideramos lo siguiente. ^ Advertencia 

• Se trabaja con permutaciones si se estàn considerando arreglos en los que los diferentes 
órdenes de los mismos objetos se deben contar. 

• Se trabaja con combinaciones si se estàn considerando maneras de escoger objetos en 
los que el orden de los objetos escogidos no establece ninguna diferencia. 


EJEMPLO 10 


Elección de reporteros 


La j unta directiva de un periòdico universitario tiene seis reporteros del penùltimo ano y 
ocho del ùltimo. (i De cuàntas maneras se pueden escoger a dos reporteros de penultimo 
ano y a tres del ùltimo ano para una tarea especial? 


Solución Pueden ocurrir dos sucesos: la selección de dos reporteros de penùltimo ano y 
la selección de tres de ùltimo ano. Puesto que el orden en el que se escoge a los dos repor¬ 
teros de penùltimo ano no establece ninguna diferencia, contamos combinaciones. Por 
tanto, el nùmero de maneras de seleccionar a los dos reporteros de penùltimo ano es 


C(6, 2) 


6 ! 

4!2! 


= 15. 


Asimismo, al seleccionar a los tres reporteros del ùltimo ano el orden no importa, por lo 
que de nuevo contamos las combinaciones: 


C(8, 3) 


8 ! 

5!3! 


= 56. 


Asf, escogemos a los reporteros de penùltimo ano de 15 maneras, y por cada una de estas 
selecciones, hay 56 formas de elegir a los reporteros del ùltimo ano. Aplicando el princi¬ 
pio fundamental de conteo obtenemos 

C(6, 2) ■ C(8, 3) = 15 • 56 = 840 

maneras de hacer las elecciones para la tarea especial. = 


EJEMPLO 11 


Selección para una vitrina 


Un almacén de quesos tiene 10 variedades de queso nacional y ocho variedades de queso 
importado. ;,De cuàntas maneras se puede colocar en una vitrina una selección de seis 
quesos, que tenga dos variedades de queso nacional y cuatro de queso importado? 


Solución Las variedades nacionales se pueden escoger de C(10, 2) maneras y las varie¬ 
dades importadas de C(8,4) maneras. Asf, por el principio fundamental de conteo, los seis 
quesos se pueden seleccionar de C(10, 2) ■ C(8, 4) formas. Hasta este momento de la 
solución, el orden no ha sido importante para hacer la selección de los quesos. Ahora 
observamos que cada selección de seis quesos se puede colocar o arreglar en la vitrina de 
P( 6, 6) maneras. Asf, el nùmero total de maneras en que se pueden exhibir los quesos es 


C(10,2)-C(8,4)-P(6,6) 


10 ! 8 ! 

8! 2! ' 4! 4! 
2 268 000. 


6 ! 

(6 - 6 )! 
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ercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-39. 


Use un diagrama de àrbol para resolver los problemas 1 a 4. 

1. Enumere todos los arreglos posibles de las letras a, b 

y c. 

2. Si una moneda se arroja cuatro veces, enumere todas las 
posibles sucesiones de caras ( C) y sellos (S). 

3. Si se lanza un dado rojo y otro negro, enumere todos los 
resultados posibles. 

4. Si se lanza al aire una moneda y luego se lanza un dado, 
enumere todos los resultados posibles. 

Use el principio fundamental de conteo para resolver los pro¬ 
blemas 5 a 8. 

5. Nùmero de comidas Una cafeteria ofrece ocho ensaladas, 
seis entradas, cuatro platos fuertes y tres postres. /.Cuàntas 
comidas pueden formarse eligiendo una porción de cada 
categoria? 

6. Nùmero de sistemas / Cuàntos sistemas estereofónicos 
formados por altavoces, receptor y reproductor de CD 
pueden comprarse si una tienda vende seis modelos de 
altavoces, cuatro de receptores y dos de reproductores 
de discos compactos? 

7. Nùmero de prefijos /.Cuàntos prefijos de tres dfgitos de 
telèfono son posibles si ni 0 ni 1 pueden ocupar el primer 
lugar? 

8. Nùmero de placas de automóvil Si una placa tiene tres 
letras seguidas de tres numeros, /.cuàntas placas son posi¬ 
bles si la primera letra no puede ser O ni 1? 

En los problemas 9 a 16, calcule P(n, r). 

9. P(6, 3) 

10. P(6, 4) 

11. P( 6, 1) 

12. P( 4,0) 

13. P(100, 2) 

14 . P(4, 4) 

15. P(8, 6) 

16. P(7, 6) 

En los problemas 17 a 24 evalue Ciri, r ). 

17. C(4, 2) 

18. C(4, 1) 

19. C(50, 2) 

20. C(2, 2) 


21. C(13, 11) 

22. C(8, 2) 

23. C(2, 0) 

24. C(7, 4) 

= Aplicaciones diversas 

En los problemas 25 a 28, use permutaciones. 

25. Retrato familiar /.De cuàntas maneras se puede formar 
una familia de cuatro en una fila para que le tomen un 
retrato familiar? 



Una familia de cuatro personas 


26. Trabajo volontario Como parte de una campana para 
recaudar fondos, se proporcionan a un voluntario cinco 
nombres para que se comunique con esas personas. /.En 
cuàntos órdenes puede realizar la tarea el voluntario? 

27. Scrabble Un jugador de Scrabble tiene las siete letras 
siguientes: A, T, E, L, M, Q, F. 

a) /.Cuàntas “palabras” diferentes de siete letras puede 
considerar? 

b ) /.Cuàntas “palabras” diferentes de cinco letras? 



El juego Scrabble® 


28. Politica En una clase de 24 se celebran elecciones para 
presidente, vicepresidente, secretano y tesorero. /.De cuàn¬ 
tas maneras se pueden ocupar los cargos? 
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En los problemas 29 a 32, use combinaciones. 

29. jBuena suerte! Un estudiante debe responder a 10 pre- 
guntas cualesquiera de un examen de 12 preguntas. ( ',De 
cuàntas maneras puede el estudiante seleccionar las pre¬ 
guntas? 

30. Laboratorio de quimica Para una clase de laboratorio de 
qufmica, un estudiante debe identificar correctamente tres 
muestras “desconocidas”. (j De cuàntas maneras puede ele- 
gir las tres muestras entre 10 sustancias qunnicas? 

31. Voluntarios ^De cuàntas maneras pueden seleccionarse 
cinco sujetos de un grupo de 10 voluntarios para un expe¬ 
rimento psicològico? 

32. Popurri ^De cuàntas maneras pueden seleccionarse cua- 
tro hierbas de ocho disponibles para hacer un popurri? 

En los problemas 33 a 44, use una o màs de las técnicas estu- 

diadas en està sección para resolver el problema de conteo 

dado. 

33. Concurso de ortografia Si 10 estudiantes participan en 
un concurso de ortografia, ^de cuàntas maneras pueden 
otorgarse el primero y segundo premios? 

34. Faràndula Una comparila de teatro tiene un repertorio 
que consta de ocho obras dramàticas, seis comedias y cua- 
tro numeros musicales. (j De cuàntas maneras puede selec¬ 
cionarse un programa que conste de una obra dramàtica 
seguida por una comedia o por un numero musical? 

35. ^Cuales quieres? Un pediatra permite que un nino muy 
bien portado escoja dos juguetes cualesquiera de 5 jugue- 
tes de plàstico pequenos para llevar a casa. ^Cuàntas selec- 
ciones de juguetes son posibles? 

36. Clasificaciones de un torneo Si ocho equipos participan 
en un torneo de futbol, < ; de cuàntas maneras diferentes 
pueden decidirse el primero, segundo y tercer lugares, 
suponiendo que no se permiten empates? 

37. Otro Jackson Pollock Si ocho colores estàn disponibles 
para hacer una pintura abstracta con salpicaduras, ^cuàntas 
combinaciones de colores son posibles si sólo se eligen 
tres colores? 

38. Distribución de asientos Tres parejas reservaron asien- 
tos en una fila de un teatro. Indique de cuàntas maneras 
pueden sentarse si 

a) No hay restricciones. 

b ) Cada pareja desea sentarse junta. 

c) Las tres mujeres y los tres hombres desean sentarse en 
dos grupos. 

39. Mastermind En un popular juego de mesa llamado 
Mastermind que se inventò en Inglaterra, un jugador crea 
un “código” secreto cuando llena cuatro ranuras con un 


color cualquiera de seis posible. Indique cuàntos códigos 
son posibles si 

a) No se permiten repeticiones. 

b ) Se permiten repeticiones. 

c) Se permiten repeticiones y ranuras vacfas. 

40. Super Mastermind Algunos anuncios comerciales del 
juego Super Mastermind (una versión màs dificil del juego 
Mastermind descrito en el problema 39) aseguran que son 
posibles hasta 59 000 códigos. Si Super Mastermind 
requiere llenar cinco ranuras con un color cualquiera de 
ocho y si se permiten espacios vacfos y repeticiones, <;es 
corredo lo que dicen los anuncios? 



El juego Mastermind 


41. Juego de letras Con cinco consonantes y tres vocales, 
^cuàntas “palabras” de cinco letras pueden formarse que 
tengan tres consonantes y dos vocales? 

42. Luces defectuosas Una caja contiene 24 luces para àrbol 
de navidad, cuatro de las cuales salen defectuosas. Indique 
de cuàntas maneras se pueden elegir cuatro focos para 
que 

a) Los cuatro en su totalidad salgan defectuosos. 

b ) Los cuatro en su totalidad salgan buenos. 

c ) Dos salgan buenos y dos defectuosos. 

d ) Tres salgan buenos y uno defectuoso. 

43. Mas juegos de letras Indique cuàntas “palabras” de tres 
letras pueden formarse con cuatro consonantes y dos voca¬ 
les si 

a) La letra de en medio ha de ser una vocal. 

b ) La primera letra no puede ser una vocal. Suponga que 
no se permiten letras repetidas. 

44. Escaparate de una tienda Un almacén de vinos tiene 
12 vinos de California diferentes y ocho vinos franceses 
distintos. Indique de cuàntas maneras un grupo de seis 
vinos consistente en cuatro vinos californianos y dos fran¬ 
ceses 

a) Se puede seleccionar para exhibición en el escapa¬ 
rate. 

b ) Se puede colocar en fila en una repisa del escapa¬ 
rate. 
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| 15.7 Introducción a la probabilidad 

■ Introducción Como mencionamos en el capftulo introductorio, el desarrollo de la teoria 
matemàtica de la probabilidad fue motivado inicialmente por preguntas que se plantearon 
en el siglo xvii acerca de los juegos de azar. Hoy, las aplicaciones de la probabilidad se 
encuentran en medicina, deportes, leyes, negocios y en muchas otras àreas. En està sección 
presentamos solamente una breve introducción a este tema fascinante. 



Hay dos resultados de lanzar 
al aire una moneda 


■ Terminologia Consideremos un experimento que tiene un numero finito de posibles 
resultados o consecuencias. El conjunto S de todos los posibles resultados de un experimento 
en particular se llama espacio muestral del experimento. Para los efectos de este curso, 
supondremos que cada resultado tiene la mismaprobabilidad de ocurrir. Asf, si el experimento 
consiste en lanzar al aire una moneda, hay dos resultados igualmente posibles: que caiga cara 
o que caiga sello. Si representamos el resultado de obtener cara o sello con H o T, respecti- 
vamente, entonces el espacio muestral puede escribirse en notación de conjuntos corno 

S = {H, T} (1) 

Todo subconjunto E de un espacio muestral S se llama evento. En generai, un evento E se 
compone de uno o mas resultados de un experimento. Por ejemplo, 

E = {H} (2) 

es el evento de obtener una cara cuando se lanza la moneda. 


* 

Un dado que muestra 4 es uno 
de seis posibles resultados 


EJEMPLO 1 


Espacio muestral y dos eventos 


En un solo lanzamiento de un dado j usto existen iguales probabilidades de obtener un 1, 
2, 3, 4, 5 o 6. Por tanto, el espacio muestral del experimento de lanzar un dado es el con¬ 
junto 


5= {1,2, 3,4, 5, 6}. (3) 

a) El evento /i, de obtener un 4 en un lanzamiento del dado es el subconjunto /ij = {4} 
de S. 

b) El evento E 2 , consistente en obtener un nùmero impar en un lanzamiento del dado, es 

el subconjunto E 2 = {1, 3, 5} de S. = 


Usaremos la notación n(S) para simbolizar el nùmero de resultados en un espacio mues¬ 
tral S y n(E) para denotar el nùmero de resultados asociados con el evento E. Por tanto, en el 
ejemplo 1, tenemos que n(S ) = 6; en los incisos a ) y b ) del ejemplo, tenemos que n(£j) = 1 
y n(E 2 ) = 3, respectivamente. 

La definición de la probabilidad P(E) de un evento E se expresa en términos de n(S) y 
n{E). 


Definición 15.7.1 Probabilidad de un evento 


Sea S el espacio muestral de un experimento y E un evento. Si cada resultado del experi¬ 
mento es igualmente probable, entonces la probabilidad del evento E està dada por 


P(E) 


n(E) 

n(sy 


donde n(E) y n(S) denotan el nùmero de resultados de E y S, respectivamente. 


(4) 
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■=*WìIJmEI Probabilidad de lanzar una cara 

Halle la probabilidad de obtener una cara si lanza una moneda al aire. 


EJEMPLO 2 


Solución De (1) y (2), E = {H}, S = {H, T} y, por tanto, n(E) = 1 y n(S) = 2. Por (4) 
de la definición 15.7.1, la probabilidad de obtener una cara es 


P(E) 


n(E) _ l 
n(S ) ~~ 2 ' 


EJEMPLO 3 


Tres probabilidades 


En un solo lanzamiento de un dado, obtenga la probabilidad 

a ) de obtener un 4, b ) de obtener un nùmero impar, c ) de obtener un nùmero que no 
sea un 4. 


Solución Los simbolos £j, E 2 y £3 denotan, respectivamente, los eventos de los incisos 
a), b ) y c) de este ejemplo. Ademàs, en cada inciso tenemos S = { 1, 2, 3, 4, 5, 6}. 
a) Del inciso a) del ejemplo 1, £j = {4} y, por tanto, n(E j) = 1 y n(S) = 6 . Por (4), la 
probabilidad de obtener un 4 al lanzar un dado es entonces 


P(E 1 ) 


n(E 1 ) = I 
n(S ) 6 ' 


b ) Del inciso b ) del ejemplo 1, E 2 = {1, 3, 5} y, por tanto, n(E 2 ) = 3 y n{S) = 6 . De 
nuevo, por (4), la probabilidad de obtener un nùmero impar al lanzar un dado es 


P(E 2 ) 


n(E 2 ) 
n(S ) 


3 

6 


1 

2 


c) E1 evento de obtener un nùmero que no sea un 4 al lanzar el dado es el subconjunto 
£3 = {1, 2, 3, 5, 6 } de S. Usando n(E 2 ) = 5 y n(S) = 6 , la probabilidad de obtener un 
nùmero que no sea 4 es 


P(E 3 ) 


»(£ 3 ) = 5 
n(S) 6 ' 


EJEMPLO 4 


Probabilidad de 7 


Encuentre la probabilidad de obtener un total de 7 cuando se lanzan dos dados. 


Solución Puesto que hay seis nùmeros en cada dado, concluimos del principio funda- 
mental de conteo de la sección 15.6 que hay 6 • 6 = 36 posibles resultados en el espacio 
muestral S ; es decir, n(S) = 36. En la tabla siguiente hemos enumerado las posibles ma- 
neras de obtener un total de 7 


E = total de 7 en dos dados 




Primer dado 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Segundo dado 

6 

5 

4 

3 

2 

1 


En la tabla vemos que n(E) = 6 . De ahi que, por (4), la probabilidad de obtener un total 
de 7 al lanzar dos dados es 


P{E) 


n(E) _ 6_ _ ]_ 
n(S ) ~ 36 “ 6 ' 


m 

Una de seis posibles 
maneras de obtener 7 al 
lanzar un par de dados 
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EJEMPLO 5 


Aplicación de combinaciones 

Una bolsa contiene cinco canicas blancas y tres negras. Si se sacan tres canicas al azar, 
^cuàl es la probabilidad de que todas sean blancas? 

Solución E1 espacio muestral S del experimento es el conjunto de todas las combinacio¬ 
nes posibles de tres canicas que se han sacado de las ocho que habfa en la bolsa. El nùme¬ 
ro de maneras de escoger tres canicas de una bolsa de ocho es el nùmero de combinacio¬ 
nes de ocho objetos tornando tres a la vez; es decir, n(S) = C( 8 , 3). De igual forma, el 
nùmero de maneras de escoger tres canicas blancas de cinco blancas es el nùmero de 
combinaciones n(E) = C( 5, 3). Puesto que el evento E es “todas las canicas son blancas”, 
tenemos 

5! 

n(E) C( 5,3) 3 !2 ! 5 

P(E) = = -^-2. =-= —. = 

n(S) C( 8,3) _ 8 !_ 28 

3 !5 ! 

■ Limites de la probabilidad de un evento Puesto que cualquier evento E es un subconjunto 
del espacio muestral S, se deduce que 0 < n(E) < n(S). Si dividimos la ùltima desigualdad 
entre n(S), vemos que 

^ n(E) ^ n(S) 

~ n(S ) “ n(S) 

o 0 < P(E) < 1. 

Si E = S, entonces n(E) = n(S) y P(E) = n(S)/n(S) = 1 ; en tanto que si E no tiene ele- 
mentos, tomamos E = 0, n(0) = 0 y P(E) = n(0)/n(S ) = 0 /n(S) = 0. Si P(E) = 1, entonces 
E siempre sucede y E se llama evento cierto. Por otra parte, si Pi E) = 0, entonces E es un 
evento imposible, es decir, E nunca sucede. 


EJEMPLO 6 


Lanzamiento de un dado 


Suponga que lanzamos un dado justo una vez. 

a) /,Qué probabilidad hay de obtener 7? 

b) /,Qué probabilidad hay de obtener un nùmero menor que 7? 


Solución a) Como el nùmero 7 no està incluido en el conjunto S de todos los posibles 
resultados (3), el evento E de “obtener un 7” es un evento imposible; es decir, E = 0, 
n(0) = 0. Por tanto. 


P(E) 


n(0) _ 0 
n(S) 6 


b ) Puesto que los resultados de lanzar un dado son todos enteros positivos menores que 
7, tenemos E = {1, 2, 3, 4, 5, 6} = S. Por consiguiente, E es un evento cierto y 


P(E) 


n(E) 

n(S) 



■ Complemento de un evento El conjunto de todos los elementos del espacio muestral que 
no pertenece a £ se llama complemento de E y se representa con E'. Por ejemplo, en el 
lanzamiento de un dado, si E es el evento de “obtener un 4”, entonces, E' es el evento de 
“obtener cualquier nùmero excepto 4”. En virtud de que los eventos son conjuntos, podemos 
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describir la relación entre un evento E y su complemento E' por medio de operaciones de 
unión e intersección: 

E U E' — S y E n E' = 0. ^ Para repasar los temas de unión e 

intersección de conjuntos, véase la 

En vista de las propiedades anteriores, escribimos n(E) + n(E') = n(S). Dividiendo ambos 
miembros de està ùltima igualdad ente n(S) vemos que las probabilidades de E y E' se rela- 
cionan por 

n(E) n(E') _ n(S) 

n(S ) + n(S) ~ n(S) 

o P(E) + P(E') = 1. (5) 

Por ejemplo, el complemento del evento £j = {4} en el inciso a) del ejemplo 3 es el conjunto 

E[ = E 3 = {1, 2, 3, 5, 6 } en el inciso c). Obsérvese que, de acuerdo con (5), tenemos que 
P(E0 + P(E 3 ) = P(E , ) + P(E[) = 5 + |=l. 

La relación (5) es util en cualquiera de las dos formas: 

P(E) = 1 - P(E') o P(E') = 1 - P{E). (6) 

La segunda de las dos fórmulas en ( 6 ) nos permite encontrar la probabilidad de un evento, si 
conocemos la probabilidad de su complemento. A veces es mas fàcil calcular Pi E' ) que P(E). 

También es interesante notar que la ecuación P(E) + P(E' ) = 1 puede interpretarse diciendo 
que algo debe suceder. 


EJEMPLO 7 


Probabilidad de un as 


Si se sacan cinco cartas de una baraja de 52 y no se remplazan, cuàl es la probabilidad 
de obtener por lo menos un as? 


Solución Sea E el evento de obtener por lo menos un as. Puesto que E consta de todas 
las manos de cinco cartas que contienen 1, 2, 3 o 4 ases, es realmente mas fàcil considerar 
E' ; es decir, todas las manos de cinco cartas que no contienen ases. El espacio muestral S 
consta de todas las posibles manos de cinco cartas. Con base en la sección 15.6 tenemos 
que n(S) = C(52, 5). Puesto que 48 de las 52 cartas no son ases, obtenemos n{E') = C(48, 
5). Por (4), la probabilidad de obtener cinco cartas, ninguna de las cuales es un as, està 
dada por 

, C(48,5) 1 712 304 

P(E') = ——— =-. 

C(52,5) 2 598 960 


Por la primera fòrmula en (5), la probabilidad de obtener cinco cartas de las cuales por lo 
menos una es un as es 


P(E) = 1 - P(E’) = 1 - 


1 712 304 

2 598 960 


0.3412. 


Hasta este punto hemos considerado la probabilidad de un solo evento. En el siguiente 
anàlisis examinaremos la probabilidad de dos o màs eventos. 

■ Unión de dos eventos Se dice que dos eventos E t y E 2 son mutuamente excluyentes si 
no tienen resultados, o elementos comunes. En otras palabras, los eventos y E 2 no pueden 
ocurrir al mismo al tiempo. En términos de conjuntos, £j y E 2 son conjuntos disjuntos o 

ajenos; es decir, E x Cl E 2 = 0. Recuerde que el conjunto £j U E 2 consta de los elementos ^ También puede repasar la unión y 
incluidos en E l o en E 2 . En este caso de eventos mutuamente excluyentes, el numero de 
resultados del conjunto £j U E 2 està dado por 

n(£j U E 2 ) = n(E{) + n(E 2 ) (7) 
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Si dividimos (7) entre n(S ) obtenemos 


Véase el problema 76 de los ejerci- 
cios 2.1. 


n(E x U E 2 ) = n(Ei) + n(E 2 ) 
n(S) n(S ) n(S) ' 

En vista de (4), la expresión anterior es la misma que 

P(E X U E 2 ) = P(E X ) + P(E 2 ). (8) 

En el ejemplo que sigue volvemos a los resultados del ejemplo 3. 


EJEMPLO 8 


Eventos mutuamente excluyentes 


En un solo lanzamiento de un dado justo, calcule la probabilidad de obtener un 4 o un 
nùmero impar. 


Solución Por el ejemplo 3, los dos eventos son E l = {4}, E 2 = {1, 3, 5} y el espacio 
muestral es de nuevo S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Los eventos de obtener un 4 y obtener un 
nùmero impar son mutuamente excluyentes: E x H E 2 = {4} D {1, 3, 5) =0. Asf, por 
(8), la probabilidad P(E X o E 2 ) de obtener un 4 o un nùmero impar està dada por 


P(E Ì U E 2 ) = P(E ,) + P(E 2 ) 


1 3 _ 4 _ 2 

6 + 6 ~~ 6 ~~ 3' 


Solución alternativa PorE) U E 2 = {1,2, 4, 5}, n(E 1 U E 2 ) = 4y, por tanto, (4) de la 
definición 15.7.1 da porresultado 


P(Ei U E 2 ) 


n(E x U E 2 ) 4 2 

n(S) ~6~3' 


La propiedad aditiva en ( 8 ) se extiende a la probabilidad de tres o mas eventos mutua¬ 
mente excluyentes (véanse los problemas 31 y 32 de los ejercicios 15.7.) 

■ Regia de la adición La formula ( 8 ) es sólo un caso especial de una regia mas generai. 
En ( 8 ) no hay resultados en comùn en los eventos E x y E 2 . Desde luego, no siempre sucede 
asf. Por citar un caso, en el experimento de lanzar un solo dado, los eventos £) = {1} y 
E 2 = {1, 3, 5} no son mutuamente excluyentes porque el nùmero 1 es un elemento de ambos 
conjuntos. Cuando dos conjuntos £) y E 2 tienen una intersección que no està vacfa, el nùmero 
de resultados en n(Ei U E 2 ) no està dado por (7) sino, màs bien, por la fòrmula 

n(E\ U E 2 ) = n(Ei) + n(E 2 ) — n(E\ fi E 2 ). (9) 

Dividiendo (9) entre n(S ) se obtiene 

n(E l U E 2 ) = njEJ + n(E 2 ) _ n(E x fi E 2 ) 
n(S ) n(S) n(S ) n(S) 

o P(£j U E 2 ) = P(E X ) + P(E 2 ) - P(£j n E 2 ). (10) 

El resultado de (10) se llama regia de la adición de la probabilidad. 


EJEMPLO 9 


Probabilidad de una unión de dos eventos 


En un solo lanzamiento de un dado, calcule la probabilidad de obtener un 1 o un nùmero 
impar. 
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Solución Los conjuntos son = {1}, E 2 = {1, 3, 5} y S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ahora 
bien, {1} n {1,3, 5) = {1} para que n(E l fi E 2 ) = 1. Asf, por (10), la probabilidad de 
lanzar un 1 o un nùmero impar està dada por 


P(E, U E 2 ) = P(E t ) + P(E 2 ) ~ P(E l nE 2 ) = ^ + y-^ = l = ^~. 

6 o 6 6 2 

Solución alternativa Puesto que £j es un subconjunto de E 2 , £j U E 2 = E 2 = {1, 3, 5} 
y n(£j U E 2 ) = 3. Por (4) de la definición 15.7.1, 


P(E, U E 2 ) 


n(E 1 U E 2 ) 3 1 

n(S) ~6~2' 


Es util pensar en los sfmbolos P(E\ U E 2 ) y P(E\ fi E 2 ) de ( 10) corno / J (/-j o E 2 ) y P(E l 4 
y E 2 ), respectivamente. 


EJEMPLO 10 


Probabilidad de una unión de dos eventos 


Se saca una sola carta de una baraja. Calcule la probabilidad de obtener un as o un cora- 
zón. 


Solución Como se muestra en la fotografia de la derecha, una baraja contiene 52 cartas 
divididas entre cuatro palos con 13 cartas de cada palo. Asi, el espacio muestral S de este 
experimento consta de las 52 cartas. El evento £j de sacar un as està formado por los 4 

ases y, por tanto, la probabilidad de sacar un as es P(£j) = 55. El evento E 2 de sacar una 

carta que sea un corazón se compone de los 13 corazones de ese palo y, por tanto, la prò- 
babilidad de sacar un corazón es P(E 2 ) = 52 - Puesto que uno de los corazones es un as, 
n(E l D E 2 ) = 1 y, en consecuencia, P(E X fi E 2 ) = 5 ' 2 . Por tanto, por (10) 

as o un corazón . as y un corazón 

^ ^ as corazon ^ ^ 

P(E l U E 2 ) = P{%) + P(E 2 ) - P(E 1 n E 2 ) 

4 _ JA _ J_ _ K> _ ^ 

_ 52 52 52 _ 52 _ 13' = 


* 

♦ 


Baraja de 52 cartas del ejemplo 10 




A 

• 

* 

• 

V 

K Q 

J 10 

8 

6 5 

4 3 2 





• 

♦ 

Z 

A 

’ V 

V 

K Q 

J 10 

8 

6 5 

4 3 2 





Z 

A 

♦ 

♦ 

♦ 

V 

K Q 

♦ ♦ 

J 10 

♦ ♦ 

8 

♦ 

6 5 

♦ ♦ 

4 3 2 

♦ ♦ 

♦ 

♦ 

Z 

A 

* 

* 

V 

K Q 

J 10 

8 

6 5 

4 3 2 





4 

Z 




Ejercicios Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-39. 


En los problemas 1 a 4, use la notación de conjuntos para 
escribir el espacio muestral del experimento dado. 

1. Se lanzan dos monedas. 

2. Se lanzan tres monedas. 

3. Se lanza una moneda y después un dado. 

4. Se lanzan dos dados. 

En los problemas 5 a 12, encuentre la probabilidad en el 
evento dado. 

5. Sacar un as en una baraja de 52 cartas. 

6 . Sacar un diamante en una baraja de 52 cartas. 

7. Sacar un 2 al lanzar un solo dado. 


8 . Sacar un nùmero menor que 3 al lanzar un solo dado. 

9. Sacar dos unos (un total de 2) al lanzar dos dados. 

10. Sacar un total de 7 u 11 al lanzar dos dados. 

11. Obtener sólo caras cuando se lanzan al aire tres mone¬ 
das. 

12. Obtener exactamente una cara cuando se lanzan al aire tres 
monedas. 

En los problemas 13 a 16, halle la probabilidad de obtener la 
mano indicada, sacando 5 cartas sin remplazarlas, en una 
baraja de 52 cartas. 

13. Cuatro de la misma clase (por ejemplo, cuatro reyes). 
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14. Una escalera (cinco cartas en sucesión, corno 4, 5, 6, 7, 8, 
donde un as puede contar corno 1 o corno as). 

15. Una fior (cinco cartas, todas del mismo palo). 

16. Una fior imperiai (10, joto, reina, rey y un as, todos del 
mismo palo). 

En los problemas 17 a 20, use la primera fòrmula en (5) para 

calcular la probabilidad del evento dado. 

17. Obtener por lo menos un corazón si se sacan cinco cartas, 
sin remplazo, de una baraja de 52 cartas. 

18. Obtener por lo menos una figura si se sacan cinco cartas, 
sin remplazo, de una baraja de 52 cartas. 

19. Obtener por lo menos una cara en 10 lanzamientos de una 
moneda. 

20. Obtener por lo menos un 6 cuando se lanzan tres dados. 

= Aplicaciones diversas 

21. Planeación familiar Suponga que la probabilidad de 
tener un nino es la misma que de tener una nina. Encuentre 
la probabilidad de que una familia con cinco hijos tenga 
al menos una nina. 

22. {Gracias! jUy! Después de que Joshua escribe notas de 
agradecimiento personalizadas a cada una de sus tres tias 
por los regalos que le enviaron en su cumpleanos, su her- 
mana las mete aleatoriamente en sobres previamente rotu- 
lados. Calcule la probabilidad de que a) cada tfa reciba la 
nota de agradecimiento correda, b ) por lo menos una de 
las tfas reciba la nota de agradecimiento correda. 

23. Se solicita personal Se considera que cinco solicitantes 
hombres y ocho solicitantes mujeres reunen los requisitos 
para ocupar tres puestos idénticos corno cajeros de banco. 
Si tres de los solicitantes se seleccionan al azar, calcule la 
probabilidad de que 

a) Sólo contraten mujeres. 

b ) Contraten por lo menos a una mujer. 

24. Formación de un comité Un comité de seis personas sera 
elegido al azar de un grupo de cuatro administradores, siete 
profesores y ocho miembros del personal. Calcule la pro¬ 
babilidad de que los cuatro administradores y ningun 
profesor formen parte del comité. 

25. Adivinanza En un examen de 10 preguntas de verdadero 
o falso, calcule la posibilidad de obtener 100% de aciertos 
si un estudiante adivina la respuesta a cada pregunta. 

26. Caramelo En una caja de 20 chocolates de la misma 
forma y apariencia, se sabe que 10 estàn rellenos de cara- 
melo. Cuatro chocolates se seleccionan al azar de la caja. 
Calcule la probabilidad de que los cuatro estén rellenos de 
caramelo. 

En los problemas 27 a 30, proceda corno en el ejemplo 8 para 

calcular la probabilidad indicada. 


27. Talento nato En juego de dados llamado craps , el juga- 
dor lanza dos dados y gana en la primera oportunidad si 
obtiene una total de 7 u 11. Calcule la probabilidad de 
ganar en el primer lanzamiento. 

28. Negro o rojo Un cajón contiene ocho pares de calcetines 
negros, cuatro blancos y dos rojos. Si saca un par de cal¬ 
cetines al azar, calcule la probabilidad de que sea negro o 
rojo. 

29. ^Quieres apostar? Al principio de la temporada de béis- 
bol, un corredor de apuestas estima que la probabilidad de 
que los Dodgers ganen la Serie Mundial es de y la pro¬ 
babilidad de que los Mets ganen es de Con base en estas 
probabilidades, determine la probabilidad de que los 
Dodgers o los Mets ganen la Serie Mundial. 

30. Buenas calificaciones Un estudiante estima que la pro¬ 
babilidad de obtener una A en cierto curso de matemàticas 

3 2 1 1 

es de io, una B, j; una C, 5 , y una D, iq. òCuàl es la proba¬ 
bilidad de que obtenga una A o una B? 

31. Lanzamiento de dados Se lanzan dos dados. Calcule la 
probabilidad de que el total que muestren los dados sea 
cuando mucho 4. 

32. Lanzamiento de una moneda Se lanza al aire una moneda 
cinco veces. E 1 es el evento de obtener tres sellos, E 2 es el 
evento de obtener cuatro sellos y £3 es el evento de obte¬ 
ner cinco sellos. Intuitivamente, indique cuàl de las 
siguientes probabilidades a) P{E Ì o £ 2 ); b) P(E 2 o £3); 

c) P(E X o E 2 o £3) representa el menor numero. Ahora 
calcule cada probabilidad en los incisos à) a c). 

33. Lluvia pertinaz De acuerdo con el periòdico, hay una 
probabilidad de 40% de que manana llueva. 6 Qué proba¬ 
bilidad hay de que manana no llueva? 

34. ^Perderà? Una jugadora de tenis cree que tiene 75% de 
probabilidad de ganar un torneo. Suponiendo que se jue- 
guen desempates, ^cuàl cree que sea la probabilidad de 
que pierda? 

En los problemas 35 y 36, proceda corno en el ejemplo 10 

para calcular la probabilidad indicada. 

35. Mas lanzamientos de dados Se lanzan dos dados. Calcule 
la probabilidad de que el total que muestren sea un nùmero 
par o un mùltiplo de 3. 

36. Selección al azar En ABC Plumbing and Heating 
Company, 30% de los trabajadores son mujeres, 70% son 
plomeros y 40% de los trabajadores son plomeras. Si se 
elige un trabajador al azar, calcule la probabilidad de que 
sea mujer o piomero. 

= Para la discusión 

37. Se puede crear un dado de 12 caras en la forma de un 
dodecaedro regular; cada cara del dado es un pentàgono 
regular (FIGURA 15.7.1). Cuando se lanza, una de las caras 
pentagonales quedarà en posición horizontal respecto a la 
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superficie de la mesa. Si cada uno de los numeros de 1 a 
6 aparece dos veces en el dado, demuestre que la probabi- 
lidad de cada resultado es igual que para un dado de 6 caras 
comùn y coniente. 



FIGURA 15.7.1 Dado 
de 12 caras para el 
problema 37 


38. Suponga que un dado es un dodecaedro regular de 12 caras 
corno en el problema 37, donde cada cara del dado es un 
pentàgono regular. Pero en este caso, suponga que cada 
cara tiene inserito uno de los numeros 1, 2, ..., 12, corno 
se muestra en la FIGURA 15.7.2. 

a) Si se lanzan dos de estos dados, /,quc probabilidades 
hay de obtener un total de 13? 

b) ^Un total de 8? 

c) ^Un total de 23? 

d) ^Qué nùmero total es el menos probable que apa- 
rezea? 


39. Para la meda giratoria que se ilustra en la FIGURA 15.7.3, 
sea S el espacio muestral de una sola vuelta de la meda 
giratoria. Sean B y R los eventos de que la aguja marque 
azul o rojo, respectivamente, para que S = {B, R}. ( ,Qué 
error hay, si acaso, en el càlculo P(B) = n(B)/n(S) = \ para 
la probabilidad de que la aguja marque azul? 



FIGURA 15.7.3 Rueda giratoria 
para el problema 39 


— Proyecto 

40. Problema de cumpleanos Calcule la probabilidad de que 
en un grupo de n personas, por lo menos dos tengan el 
mismo cumpleanos. Suponga que el ano tiene 365 dfas. 
Considere tres casos: 
d) n = 10; b)n = 25, c) n = 90. 



FIGURA 15.7.2 Dado 
de 12 caras para el 
problema 38 



Mismo cumpleanos 





IF 

6p3S0 dG COnCGptOS Debe ser capaz de mencionar el significado de cada uno de los conceptos siguientes. 




Sucesión 

término generai 

Sucesión definida recursivamente 
fòrmula recursiva 
Sucesión aritmètica 
diferencia comùn 
Sucesión geomètrica 
razón comùn 
Serie 

Notación sigma 

indice de la suma 
Serie aritmètica 
Serie geomètrica 


Convergencia: 
sucesión 
serie infinita 
Divergencia 
sucesión 
serie infinita 
Serie geomètrica infinita 
Suma de una serie geomètrica 
Decimai periòdico corno serie 
geomètrica 
Teorema del binomio 
notación factorial 
coeficiente binomial 


Diagrama de àrbol 

Principio fundamental de conteo 

Permutación 

Combinación 

Resultados 

Eventos 

Espacio muestral 
Probabilidad de un evento 
Complemento de un evento 
Eventos mutuamente excluyentes 
Regia de la adición de la probabilidad 


Repaso de conceptos 
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CAPITULO 15 


Ejercicios de repaso 


Las respuestas a los problemas impares 
seleccionados comienzan en la pàgina RESP-40. 


= A. Verdadero o falso 

En los problemas 1 a 12, conteste verdadero o falso. 
1 . 2 ( 8 !) = 16!_ 


11 . Si E\ y E 2 son eventos mutuamente excluyentes tales que 

P(E | ) = i y P(E 2 ) = entonces P(E t U E 2 ) = _. 

12. Si P(E X ) = 0.3, P(E 2 ) = 0.8 y P(E X n E 2 ) = 0.7, entonces 

P(E X U E 2 ) =_. 

= C. Ejercicios de repaso 


3. ( n — l)!n = «! _ 

4. 2 10 < 10! _ 

( 1 V° 

5. No hay término constante en el desarrollo de I x H—, 1 . 


6 . Hay exactamente 100 términos en el desarrollo de (a + 

b) 100 . _ 

7. Una sucesión definidarecursivamente por a n+l = (— 1 )a n 

es una sucesión geomètrica._ 

8 . { ln5" } es una sucesión aritmètica._ 

9. V 5 In fc = lnl20 

-“Àr=l - 

10 . 1 = 0.999..._ 

11 . 0 ! = 1 _ 

12. P(n, n) = n\ _ 

= B. Llene los espacios en bianco 


En los problemas 1 a 12, llene los espacios en bianco. 

1 . Los tres términos de siguientes la sucesión aritmètica 
2x + l,2x + 4,... son_. 



3. 

4. 


El quinto término de la sucesión 



es 


El vigésimo término de la sucesión aritmètica —2, 3, 8 ,... 
es_. 


5. 


La razón comun r de la sucesión geomética 



es 


, ( W0 ) = 

Viooy 

7 - XIP + 2 *) = 


8 - 2 


100 
k= 1 


(-D* = 


9. 3 — 1 + | — 

10. Para | x \ > 1, 


+ 


y“ - = 

= 0 Y k 


En los problemas 1 a 4, enumere los primeros cinco términos 

de la sucesión dada. 

1 . {6 - 3(n - 1 )} 

2 . {-5 + 4 n) 

3. {(-1 ) n n) 

'■m) 

5. Enumere los primeros cinco términos de la sucesión defi¬ 
nida por < 7 [ = 1, a 2 = 3 y a n = (n + l)a„-i + 2. 

6 . Obtenga el decimoséptimo término de la sucesión aritmè¬ 
tica cuyo primer término es 3 y tercer término es 11. 

7. Obtenga el primer término de la sucesión geomètrica cuyo 
tercer término es — \ y cuarto término es 1 . 

8 . Obtenga la suma de los primeros 30 términos de la sucesión 
definida por a i = 4 y a n+x = a n + 3. 

9. Obtenga la suma de los primeros 10 términos de la 
serie geomètrica cuyo primer término es 2 y razón comun 
es 

10. Escriba 2.515151... corno una serie geomètrica infinita y 
exprese la suma corno un cociente de enteros. 

11 . El mejor regalo Determine cuàl es el mejor regalo de las 
opciones siguientes: 

a) $10 cada mes durante 10 anos. 

b) 100 el primer mes, 200 el segundo mes, 300 el tercer 
mes, y asf sucesivamente, recibiendo un incremento 
de 100 cada mes durante 10 anos. 

c) 1 0 el primer mes, 20 el segundo mes, 40 el tercer mes, 
y asf sucesivamente, duplicando la cantidad recibida 
cada mes durante 2 anos. 

12. Distancia recorrida El astrònomo y fisico italiano 
Galileo Galilei (1564-1642) descubrió que la distancia 
que una masa se mueve por un plano inclinado en inter- 
valos de tiempo consecutivos es proporcional a un nùmero 
entero impar. Por tanto, la distancia total D que una masa 
se moverà por el plano inclinado en n segundos es propor¬ 
cional al+3 + 5 + -" + (2 n — 1 ). Demuestre que D es 
proporcional a n 2 . 

13. Anualidad Si una tasa anual de interés r se compone 
continuamente, entonces la cantidad S acumulada en una 
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anualidad inmediatamente posterior al n-ésimo depòsito 
de P dólares està dado por 


34. 


Tercer término de 



S = p + p e r + Pe 2r + • • • + Pe (n ~ l)r . 


Demuestre que 



14. Cifra de ventas En 2009 una nueva empresa de alta tec¬ 
nologia proyectó que sus ventas se duplicarfan cada ano 
en los siguientes cinco anos. Si las ventas en 2009 fueron 
de $1 000 000 , cuànto se espera que asciendan las ven¬ 
tas en 2014? 

En los problemas 15 a 20, use el principio de inducción mate¬ 
màtica para demostrar que la proposición siguiente es verda- 
dera para todo entero positivo n. 

15. n 2 (n + l ) 2 es divisible entre 4. 

n 

16. 2k + 6 ) = n(n + 7) 

k- 1 

17. 1(1!) + 2(2)! + • • ■ + n{n\) = (n + 1)! - 1 

18. 9 es factor de 10 " +1 — 9n — 10 

”■ ( i+ ì)( i+ ì)( i+ 0"'( i+ ")" n+i 

20 . (cos 6 + isen 6) n = cos n9 + ;sen nO, donde r = — 1 


En los problemas 21 a 26, evalue la expresión dada. 
6 ! 


6!4! 

22 . - 

10 ! 

23. C(7, 2) 

24. P{ 9,6) 

(n + 3)! 

25 ' , 

n\ 

„„ (2 n + 1 )! 

26. - 

( 2 n - 1 )! 

En los problemas 27 a 30, use el teorema del binomio para 
desarrollar la expresión dada. 

27. {a + 4 bf 

28. (2 y - l) 6 

29. (x 2 -y ) 5 

30. (4 - (a + b )) 3 


En los problemas 31 a 34, obtenga el término indicado en el 
desarrollo de la expresión dada. 

31. Cuarto término de (5 a — Ir f 

32. Dècimo término de ( 8 y 2 — 2x ) 11 

33. Quinto término de (xy 2 + z 3 ) 10 


35. Un mùltiplo de x 2 ocurre corno ^cuàl término del desarro- 
llo de (x m + l) 40 ? 

36. Resuelva x en: 

2(j)* 2 ' , ~ 2 *(- 4 )* = o. 

37. Si el primer término de una serie geomètrica infinita es 10 
y la suma de la serie es 25/2, ( ' cuàl es el valor de la razón 
comun ri 

38. Considere la sucesión { a n j cuyos primeros cuatro términos 
son 


1 , 1 + L 1 + 


2 + 


1 + 


2 + 


2 + 


a) Con e/, = 1, obtenga la fòrmula recursiva que define 
la sucesión. 

b) ^Cuàles son los términos quinto y sexto de la suce¬ 
sión? 


En los problema 39 y 40, conjeture si la sucesión dada con¬ 
verge. 



40. V3; V 3 VI, V 3 V 3 VI,.... 

41 . Si una moneda se lanza al aire tres veces, use un diagrama 
de àrbol para encontrar todas las posibles sucesiones de 
cara (H) y sello (T). 

42. Enumere todos los numeros posibles de tres dlgitos usando 
sólo los guarismos 2, 4, 6 y 8 . 

43. Helado Si hay 32 sabores de helado, indique de cuàntas 
maneras se puede ordenar un cono doble si ambas bolas 
de helado 

a) Deben ser de diferentes sabores. 

b ) Han de ser del mismo sabor. 

[Pista: suponga que el orden en el que se colocan las bolas 
de helado en el cono no importa]. 

44. Mas helado En una barra de postres hay tres sabores de 
helado, seis aderezos, dos tipos de nueces y crema batida. 
Indique cuàntos helados diferentes se pueden preparar que 
consistan en un sabor de helado con un aderezo si 

a ) Se requieren nueces y crema batida. 

b) Las nueces son optativas, pero se requiere crema ba¬ 
tida. 

c ) Tanto las nueces corno la crema batida son optativas. 

45. Cree su propia pizza Domingo’s Pizza ofrece 10 ingre- 
dientes adicionales. ^Cuàntas pizzas diferentes se pueden 
hacer usando sólo tres de los ingredientes? 


Ejercicio de repaso 
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46. Ordenaciones (i De cuàntas maneras se pueden ordenar 
ocho libros en un estante? 

47. Reorganizaciones Al armar un acertijo de palabras 
revueltas, ^cuàntas reorganizaciones de las letras de la 
palabra shower son posibles? 

48. Tiempo de sembrar E1 catàlogo de semillas de Burtee 
ofrece nueve variedades de tomates. (i De cuàntas maneras 
puede un jardinero seleccionar tres para sembrar? 

49. Modelado Hay 10 atuendos informales y 12 formales 
que se modelaràn en un desfile de modas. Indique en cuàn- 
tos órdenes diferentes se pueden exhibir si 

a) Todos los atuendos informales se agrupan por un lado 
y todos los formales por otro. 

b ) No hay restricciones para el orden. 

50. Eri las carreras (i Dc cuàntas maneras se pueden decidir 
el primero, segundo y tercer lugares si 10 caballos parti- 
cipan en una carrera? Suponga que no hay empates. 

En los problemas 51 y 52, use la notación de conjuntos para 
escribir el espacio muestral del experimento dado. 

51. La meda giratoria de la FIGURA 15.R.1 gira dos veces. 

52. La meda giratoria de la figura 15.R. 1 gira una vez y luego 
se lanza al aire una moneda. 


FIGURAI 5. R.1 Rueda giratoria 
para los problemas 51 y 52 

53. Cartas Si se sacan dos cartas de una baraja de 52, ^cuàl 
es la probabilidad de que ambas cartas sean negras? 

54. Selección de un boligrafo Se seleccionan cinco bolfgra- 
fos al azar de un lote de 100 bolfgrafos Pie. Si 90% de este 
lote de bolfgrafos Pie escriben la primera vez, indique qué 
probabilidad hay de que 

a) Los cinco bolfgrafos seleccionados escriban la prime¬ 
ra vez. 

b ) Ninguno de ellos escriba la primera vez. 

c) Por lo menos uno de ellos escriba la primera vez. 

55. Planeación familiar Suponga que la probabilidad de dar 
a luz a una nina es igual a la probabilidad de dar a luz a un 
nino. En una familia de cuatro hijos, (i qué es màs probable: 
i) que todos los hijos sean del mismo sexo; ii) que haya 
dos de cada sexo. iii ) que haya tres de un sexo y uno del 
otro? 

56. Joven tipica Las estadfsticas indican que la probabilidad 
de morir en el ano siguiente de una joven de 20 anos es de 
0.0006. ( : ,f)uc probabilidad hay de que una joven “tipica” 
de 20 anos sobreviva al ano próximo? 



57. ìEstà de suerte? Un cajón contiene ocho calcetines 
negros y cuatro blancos. Si se sacan dos calcetines al azar, 
indique la probabilidad de que se obtenga un par 

a) Negro. 

b) Bianco. 

c) Coordinado. 

58. Bingo Una carta de bingo tiene cinco filas y cinco colum- 
nas (FIGURA 15.R.2). Cinco numeros cualesquiera del 1 al 15 
aparecen en la primera columna (designada corno B); cinco 
numeros cualesquiera del 16 al 30 aparecen en la segunda 
columna (I); cuatro numeros cualesquiera del 31 al 45 apa¬ 
recen en la tercera columna (N), donde se encuentra un cua- 
drado en el medio que està marcado corno “LIBRE”; cinco 
numeros cualesquiera del 46 al 60 aparecen en la cuarta 
columna (G); y cinco numeros cualesquiera del 61 al 75 
aparecen en la ultima columna (O). ^ Cuàntas cartas diferen¬ 
tes de Bingo son posibles? (Considere que dos cartas son 
diferentes si dos entradas correspondientes son diferentes.) 


B 

I 

N 

G 

O 

1 

16 

33 

52 

72 

12 

20 

41 

47 

65 

2 

22 

LIBRE 

55 

68 

7 

30 

36 

60 

74 

8 

28 

45 

49 

61 


FIGURA 15.R.2 Carta 
de Bingo para el 
problema 58 


59. Mas bingo Unaversióndebingorequierequeunjugador 
cubra todos los numeros de la carta conforme se van anun- 
ciando los numeros al azar (véase el problema 58). 

a) /.Guài es la cantidad minima de numeros que deben 
anunciarse para que pueda haber un ganador en està 
versión? 

b) Suponga que hay un ganador con la cantidad minima 
de numeros anunciados que obtuvo en el inciso a). 
^Qué probabilidad hay de que la carta jugada sea la 
ganadora en ese punto? 

60. Areas Sea {A,,} la sucesión de àreas de los triàngulos 
isósceles que se ilustran en la figura 15.R.3. Obtenga la 
suina de la serie infinita A! + A 2 + A 3 + ■ ■ • 
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Examen final Las respuestas a los problemas impares seleccionados comienzan en la pàgina RESP-1. 


En los problemas 1 a 14, llene los espacios en bianco. 

1. Completar el cuadrado en x para 2x 2 + 6x + 5 resulta en 


2. En el desarrollo del binomio (1 — 2x) 3 , el coeficiente de 
x 2 es_. 


3. 


4. 


En notación de intervalos, el conjunto solución de 
x(x 2 - 9) 

> 0 es_. 


x - 
Si a 


25 


3 es un nùmero negativo, entonces \a — 3| = 


5. Si |5x| = 80, entonces x = _. 

6 . Si (a, b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces 

{—a, b) es un punto situado en el_cuadrante. 

7. Si el punto (1,7) està en una grafica, dé las coordenadas 
de otro punto en la misma gràfica si es simétrico respecto 
al: 

a) Eje x. _ 

b) Eje y._ 

c ) Origen._ 

8 . Las rectas 6x + 2 y = I y kx — 9y = 5 son paralelas si 

k = _. Las rectas son perpendiculares si k = 


9. La factorización completa de la función f(x) = x 3 — 2x 2 
— 6 x es_. 

10. Los unicos ceros racionales posibles de/(x) = x 3 + 4x 4- 

2 son_. 

11. El desplazamiento de fase de la gràfica de y = 5 sen(4x 4- 

7 r) es_. 

12 . Si/(x) = x 4 arctan(x/2), entonces el valor exacto de/(—2) 

es_. 

13. 5 In 2 — lnf = In_. 

14. La gràfica de y = ln(2x + 5) tiene la asfntota vertical x = 


En los problemas 15 a 32, responda verdadero o falso. 

15. El valor absoluto de cualquier nùmero reai x es positivo. 


16. La desigualdad |x| > — 1 no tiene soluciones._ 

17. Para cualquier función/, si f(a) = f(b), entonces a = b. 


18. La gràfica de y = /(x + c), c > 0, es la gràfica de y = /(x) 
desplazada c unidades a la derecha._ 


19. Los puntos (1, 3), (3, 11), y (5, 19) son colineales. 


20. La función /(x) = x 5 — 4x 3 + 2 es una función impar. 


21 . x + \ es un factor de la función/(x) = 64x 4 + 16x 3 + 48x 2 

- 36x - 12 ._ 

22 . Si b 2 — 4ac < 0 , la gràfica de/(x) = ax 2 + bx + c, con 

a 0 , no interseca el eje x._ 

Vx 

23. /(x) = —- — es una función racional._ 

2 x + 1 

24. Si /(x) = x 5 + 3x — 1, entonces existe un nùmero c en 

[- 1 , 1 ] tal que/(c) = 0 ._ 

25. La gràfica de la función f (x) = —^— 4--— no tiene 


intersecciones con el eje x.. 


1 


26. x = 0 es una asfntota vertical en la gràfica de la función 

x 2 — 2 x 

racional /(x) =-._ 

27. La gràfica de y = cos (x/ 6 ) es la gràfica de y = cos x exten- 

dida horizontalmente._ 

28. /(x) = esc x no està definida en x = 7 t/ 2 ._ 

29. La función/(x) = e -4 * 2 no es de uno a uno._ 


30. La función exponencial/(x) = ! 2 / aumenta en el intervalo 

( — oo ? co). 

31. El dominio de la función/(x) = lnx + ln(x — 4) es (4, °°). 


32. Las soluciones de la ecuación In x 2 = In 3x son x = 0 y 

x = 3._ 

33. Relacione el intervalo dado con la desigualdad correspon- 
diente. 

0 [2,4] 
li) [2,4) 

Hi) (2,4) 
iv) (2,4] 

a) |x — 3| < 1 

b ) 1 < x - 1 < 3 

c) — 2 <2 — x <0 

d) |x - 3| < 1 

34. Escriba la solución de la desigualdad en valor absoluto |3x 
— 11 > 7 usando notación de intervalos. 

35. La respuesta a un problema dado al final de un texto de 
matemàticas es 1 + V3, pero su respuesta es 2/(V3 — 1 ). 
( ',Està usted en lo correcto? 

36. ^En qué cuadrantes de un plano cartesiano se sitùa el 
cociente x/y negativo? 














































1 


37. /,Cuàl de las ecuaciones siguientes describe mejor una 
circunferencia que pasa por el origen? Los sfmbolos a, b, 
c, d y e representan diferentes constantes reales que no son 
cero. 

a) ax 2 + by 2 + ex + dy + e = 0 

b ) ax 2 + ay 2 + ex + dy + e = 0 

c) ax 2 + ay 2 + ex + dy = 0 

d ) ax 2 + by 2 + ex + dy = 0 

e) ax 2 + ay 2 + e = 0 

/) ax 2 + ay 2 + ex + e = 0 

38. Relacione la función racional / que se indica con la frase 
mas apropiada. 

0 m ‘ 

"> /w = 7TI 
50 /w * 

,v) /w ' 

a) asmtota oblicua 

b) sin asfntotas 

c) asmtota horizontal 

d) asmtota vertical 


39. / ; Cuàl es el rango de la función racional f(x) = 


10 


40. / Clual es el dominio de la función f(x) = - 2 -? 


x 2 + r 
Vx + 2„ 
x 2 


46. /(x) = 


1 + senx 


. Exprese/en términos de sec x y tan x. 


47. /(x) = <r lnA . Exprese/ corno potencia de x. 

48. /(x) = |x 2 — 3x|. Exprese / sin signos de valor absoluto. 


En los problemas 49 y 50, resuelva la ecuación/(x) = 0 
siguiendo la instrucción dada. 

49. /(x) = xH(4 — x 2 ) _1/2 (—2x) + 2 xA/ 4 — x 2 . Reescriba 
/ corno una sola expresión sin exponentes negativos. 

50. /(*) = 2 sen x cos x — sen x. Obtenga los ceros de / en el 
intervalo [ — 77 , 77 ], 


En los problemas 51 y 52, calcule y simplifique el cociente 
de diferencias 

/(x + h) - /(x) 
h 


para la función dada. 


51. 

52. 

53. 


/(*) 

m 


3x 

2x + 5 
—x 3 + lOx 2 


Considere la función trigonomètrica y = — 8 sen (7tx/3). 
/ Cài al es la amplitud de la función? Dé un intervalo en el 
cual se complete un ciclo de la gràfica. 


54. Si tan 9 = V5 y 7 t <9 < 3tt/2, entonces, / cuàl es el valor 
de cos 93 


55. Suponga que/(x) = sen x y/(c) = 0.7. Indique cuàl es el 
valor de 


41. Obtenga una ecuación de la recta que pasa por el origen y 
por el punto de intersección de las gràficas de x + y = 1 
y 2x — y = 7. 

42. Obtenga una función cuadràtica / cuya gràfica tiene 
la intersección con y (0, — 6) y el vèrtice de la gràfica es 
(1,4). 


Para quienes tomaràn un curso de càlculo próximamente, a 
menudo se les pedirà que reescriban una función ya sea en 
una forma màs sencilla o en una forma que sea màs util para 
resolver el problema. En los problemas 43 a 48, reescriba 
cada función siguiendo la instrucción dada. En càlculo, se 
esperarfa que el alumno supiera qué hacer dado el contexto 
del problema. 

43. /(x) = Vx 6 + 4 — x 3 . Exprese / corno cociente usando 
racionalización y simplificación. 


44. /(x) = 


5x 3 — 4 x 2 Vx + 


Realice la división indicada 


y exprese cada término corno potencia de x. 


45. /(x) = 
ciales. 


7x 2 — 7x — 6 

x 3 — x 2 


Descomponga/ en fracciones par- 


2 f(-c) +/(c + 27r) +f(c - 6tt)? 


56. Suponga que /(x) = sen x y g(x) = In x. Resuelva 
(fog)(x) = 0 . 

57. Obtenga las intersecciones con los ejes x y y de la paràbola 
cuya ecuación es (y + 4 ) 2 = 4(x +1). 

58. Encuentre el centro, los focos, los vértices y los extremos 
del eje menor de la elipse cuya ecuación es 

x 2 + 2y 2 + 2x — 20y + 49 = 0 

59. Las asfntotas oblicuas de una hipérbola son y = — 5x + 2 
y y = 5x — 8 . /,Cuàl es el centro de la hipérbola? 

60. Desde un punto a 220 pies de distancia de la base una 
antena de telefonia móvil una persona mide un àngulo de 
inclinación de 30° desde el suelo hasta la parte màs alta 
de la antena. /,Cuàl es el àngulo de inclinación hasta la 
parte màs alta de ésta si la persona se traslada a un punto 
100 pies màs cerca de la base? 

61. El yodo 131 es radiactivo y se usa en ciertos procedimien- 
tos médicos. Suponga que el yodo 131 se descompone 
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exponencialmente. Si la vida media del yodo 131 es de 8 
dias, ^ elianto queda de una muestra de 5 gramos al cabo 
de 15 dfas? 

62. La ecuación de coordenadas polares r = 3 cos 40 es una 
rosa con ocho pétalos. Obtenga todos los àngulos medidos 
en radianes que satisfagan 0 < 9 < 2tt, para la que |r| = 

3. 

63. Resuelva el sistema lineai 


x — 2y + 3 z = 1 
x + y - z = 5 
Ax - 5y + 8 z = 8 

e interprete la solución en términos geométricos. 
x 0 4 

0 x 0=0 para x. 

4 0 x 


64. Resuelva la ecuación 


65. A continuación se presenta un sistema no lineai de ecua- 
ciones tornado de un libro de càlculo: 

' 2x\ = -4 
2yX = 2y 
^ +y 2 = 9. 

Resuelva x,y y À. 

66 . Represente gràficamente el sistema de desigualdades 



En los problemas 67 a 70, responda la pregunta sobre la suce- 
sión 


128,64, 32, 16, ... 


En los problemas 71 a 74, obtenga el n-ésimo término a n de 
la sucesión dada. 

71. -2, -1,0, 1, ... 

72. 0,3,8, 15, ... 

73. 1 000, -100, 10, -1, ... 

74 I 1 1 1 

L 7’ 13 > 19 > • • • 

75. Si d es un digito (cualquier nùmero de 0 a 9), obtenga un 
nùmero racional cuya representación decimai sea 0 . 
ddd... 


76. SÌA 


1 

1 

2 


-1 

1 

2 


1 

1 

2 


, explique por qué det A = 0, con 


base en las propiedades de los determinantes. 


77. Obtenga los coeficientes a, b y c en nùmeros reales de 
modo que los puntos (—1, —3), (1, —5) y (2, 0) queden 
situados en la gràfica de la función cuadràtica/(x) = ax 2 
+ bx + c. 


78. Si los puntos P h P 2 y P 2 son colineales, corno se ilustra 
en la FIGURA EXF.1, entonces obtenga una ecuación que 
relacione las distancias d(P t , P 2 ), d(P 2 , P 2 ) y d(P l , P 2 ). 


Pi 



FIGURA EXF.1 Gràfica 
para el problema 78 


79. Obtenga los valores de las seis funciones trigonométricas 
del àngulo 9 que se ilustra en la FIGURA EXF.2. 


67. (.Ciiàl es el octavo término de la sucesión? 

68 . (.Cuàl es la suma 5g de los primeros ocho términos de la 
sucesión? 

69. /.La sucesión es convergente o divergente? 

70. Diga si la serie infinita 

128 + 64 + 32 + 16 + ... 
tiene una suma S. 



FIGURA EXF.2 Triàngulo 
para el problema 79 

80. Si sentì = 90° < tì < 180°, obtenga a) sen 29, b ) cos 

2tì, c) tan 29. 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS 


SELECCIONADOS DE 


Ejercicios 1.1, pàgina 4 

1. SI, F 
3. Si, V 
5. No 
7. Si, V 
9. No 
11. Si, F 
13. Si, V 
15. No 

Ejercicios 1.2, pàgina 10 

1 . PaQ 
3. P->Q 
5. P^Q 
7. P->Q 


NÙMERO IMPAR 


9. P-+Q 

11. 7 > 9 o el Sol es un astro frfo. 

13. Si 7 no es menor que 9 entonces el Sol es un astro 
frfo. 

15. Si la temperatura està por debajo de cero y 7 < 9 
entonces el Sol es un astro frfo. 

17. 7 < 9 y el Sol es un astro frfo si y sólo si la tempera¬ 
tura està por debajo de cero. 

19. 7 < 9 y el Sol es un astro frfo, y el Sol es un astro frfo 
y la temperatura està por debajo de cero. 


21 . 


p 

1 

pAq 

~(P A?) 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


p 

■7 

p->q 

~q 

t3 

< 

ì 

-Sì 

p^q 

(p v ~q) -> p a q 

(p -> q) -> (p V ~q) -> p A q 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 


25. 

P: Un nùmero p es reai Q: p es no racional Q —> 

Ejercicios 1.3, pàgina 


(P a Q) 

1. Tautologia 

27. 

F 

3. Contingencia 

29. 

F 

5. Tautologia 

7. Tautologia 

31. 

Un byte tiene 7 bits y una palabra consta de 2 bytes. 

F 

9. Contingencia 

11. No 

33. 

No ocurre a la vez que un byte tiene 7 bits y una 



palabra 2 bytes. V 

Ejercicios 1.4, pàgina 

35. 

Un byte tiene 7 bits y una palabra tiene 2 bytes, o un 

1. Si 


bit es un 0 o un 1, y un byte tiene 7 bits o un byte es 
un 0 o un 1. V 

3. No 

5. No 

37. 

~q 

7. Si 

39. 

~r a ~p. F 

9. No 
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ii. 


p 

9 

P++4 

p^q 

(p ++ q) -> ip -» q) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 


Tautologìa 


13. 


p 

9 

p r\q 

{p A q)^>p 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


Tautologìa 

15. v(p) = F v(q) = F 


17. {x[x es entero yO£tS9| 

19. {x[x es la capitai de la Repùblica Dominicana) 

Ejercicios 1.7, pàgina 29 

1. 1) 1 2) 9 3) 3 4) 7 5) 0 6) °° 7) °o 8) 2 9) 1 11) 5 12) °° 13) °° 14) 
28 15) oo 16) 9 17) 10 18) 2 19) 1 20) 0 

3. E = [x\x es un nùmero entero para tal que 4 + 3 = 3} j = {} 
E = J 

5. {1} 

7. {0,1,2,3,4,5,1,7,8,91 

9. A,B,C,D son subconjuntos de A y B son subconjuntos uno del 
ott o, D<ZC. 

11. AyD,ByD. 

13. C = A H B CA siempre 

Si A C B entonces A<ZAC\B.'.A=Ar\B = C 


17. 

Por silogismo hipótetico se tiene p->(jv^). Por simplificación 
p y por modus ponens s v q y por simplificación ~q y por silo¬ 

15. 

17. 

e 


gismo disyuntivo S. 




19. 

eoC 



21. 

eoC 

Ejercicios 1.5, pàgina 20 

23. 

C 

1 . 

x es mas ràpido que José. 

25. 

V 

3. 

Si x es mas ràpido que y entonces y es màs alto que x. 

27. 

F 

5. 

Miguel es màs ràpido que José, o Miguel es màs alto que José 
y José pesa màs de 200 libras. 

29. 

V 


31. 

V 

7. 

Cualquiera sea x, x es màs ràpido que José si y sólo si José pesa 
màs de 200 libras. 

33. 

V 



35. 

V 

9. 

Existe y tal que para todo x, si x es màs ràpido que y entonces 
x pesa màs de 200 libras. 

37. 

V 

11 . 

~(Vx, P(x)) P(x): x es bonita. 

39. 

F 

13. 

~(3x, P(x)) P(x)\ x ama a todo el mundo. 

41. 

F 

15. 

(3x, P(xj) v (~R) P(x): x es màs grande que cualquier solución 

43. 

F 


conocida. R\ hay solución. 

45. 

F 

17. 

F 

47. 

10, {)) 

19. 

V 

49. 

{0, (a), { 
{b, c), {b, 

21. 

V 


{a, b, e), 
{b, c, e), 

{a, c, d, e 

Ejercicios 1.6, pàgina 23 

51. 

la) 

1 . 

10) 

53. 

No 

3. 

10) 

55. 

No 

5. 

ì) 

57. 

Sì 

7. 

{5, 10, 15, 20, 25...) no es posible. 

59. 

No 

11 . 

{x|x es una vocal del alfabeto) 

61. 

No 

13. 

{x|x es un impar} 

63. 

No 

15. 

{x|x es un cuadrado perfecto diferente de 1} 

65. 

Sì 
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Ejercicios 1.8, pàgina 37 

1. {a, b, c, d, e, f, g) 

3. {e, g, i} 

5. {e} 

7. {e, f, g, h, i, a, c} 

9. {f, g, h, i} 

11- (f, gl 
13. {a, b, c) 

15. {d, e) 

17. {a, c) 

19. {a, c, g, i) 

21. {1,3,5,7,9,10} 

23. {2} 

25. {1,2,6,7,8,9,10} 

27. 0 
29. U 
31. A 
33. A 
35. A 
37. U 




(A' A B’) n C' 

= [(A' U B') - (A' n B')\ (~l C' 
= [(A n B)' - (A U B)'] n C’ 

= [(A n B)' n (A u £)] n c 

51. V 

53. F 


39. B 
41. 


43. 


45 . 





55. F 

57. {1,2,3,4,5,7,81 

59. 0 

61. {1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9} 

63. iE(AUfi)HJ^AUSf>j:^Ai^B 

eA'aieB 1 
hjeA' n B' 

65. A n B' =A<-+B' DA 

■^•A n B = 0 

67. jtE(AnB)nCf>jrE(AnB)AJEC 

«(jeAajeBJajeC 

<4ieAa(ieBa.uC) 

•O-XEAAXESnC 

hieA n (B n C) 

Ejercicios 1.9, pàgina 42 


1 . 

3 

3. 

16 

5. 

9 

7. 

5 

9. 

10 

11 . 

(a) 3, (b) 30 

13. 

175,115 
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15. 


19 
17. 20 
19. 100 

Ejercicios de repaso, pàgina 44 

1. Reciproca: si no soy el rey de Inglaterra, entonces 2 + 2 = 4. 
Inversa: si 2 + 2 = 4, entonces yo soy el rey de Inglaterra. 


Contrapositiva: si yo soy el rey de Inglaterra, entonces 2 + 2 
= 4. 

3. r —» q 
5. Contradicción 
7. Contingencia 

9. SI 

11. F, 3x, x dividido por 2 no es entero, V 


15. 

17. 

23. 


25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

39. 

41. 

45. 

45. 

47. 


p 

<7 

r 

pvr 

q v r 

(p v r) a (q v r) 

~P 

~q 

~p v ~r 

[ip v r) a (q v r )] a (~p v ~r) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

F 


SI 

Falacia 


19. 3x, 3y, x < y a (Vz, z £ x v z > y) 

21. F 



Si no seré feliz, no me ascenderàn por contrapositiva, por mo¬ 
dus ponens no me ascendieron y por contrapositiva se obtiene 
la conclusión, es vàlido. 

Si vip ) es v entonces por modus ponens v{q vr) = v y por si- 
logismo disyuntivo v(s v t) = v, luego p—>svt. 

Si existe un miembro x del club tal que cualquiera sea la linea 
aèrea y, x ha sido pasajero de y, entonces, cualquiera sea la li¬ 
nea aèrea y, existe un miembro x del club tal que x ha sido 
pasajero de y. 

Cualquiera sea el miembro x del club y cualquiera sea la linea 
aèrea y, x ha sido pasajero de y si y sólo si cualquiera sea la 
linea aèrea y, y cualquiera sea el miembro x del club, x ha sido 
pasajero de y. 

Si t — 8 es racional, entonces t — 8 + 8 = t también es racional, 
lo que contradice la hipótesis; por tanto, t — 8 es irracional. 

A — B = A A C\ B = 0 B — A = B 

00 

00 

V 

F 

F 

0 


49. {0,7, 8, 9j 

51. {0, {1}, {3}, {5}, 1,3), {1,5}, {3,5}, {1,3,5} 
53. A A A = (A U A) - {A Cl A) = A - A = 0 
55. {0,1,2,3} 

57. P({0, 1,2,3}) - {0} 




65. V 

67. (a) 180 (b) 60 (c) 70 (d) 120 
69. (a) 225 (b) 25 (c) 100 (d) 125 


(e) 190 
(e) 105 
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Ejercicios 2.1, pàgina 56 

1. {1,3,4,6,8,9,10,11,12,14,15} 
3. {1,2,3,5,7,8,9,11,12,13,14} 
5. {1,8} 7. 

9. {-1,-2, 1,2} 11. 

13. {-2,-1} 15. 

17. propiedad 3(() 19. 

21. propiedad 3(ii) 23. 

25. propiedad 5 (il) 27. 

29. propiedad 2 (ii) 31. 

33. propiedad 10(iv) 35. 

37. propiedad 9(i) 39. 

41. propiedad 16(1) 43. 

47. 


45. —a 
49. 0 

Ejercicios 2.2, pàgina 62 

1. i ♦ 

-2 -1 1 \ 2 \ 

_1 4 2.5 

2 3 

5. x + y > 0 

9. | / — 11 <50 
13. 1.33 < | 

17. -2 > -7 


{3,9, 11, 12, 14} 

(IJ) 

{x| x = 2n, n E Z} 
propiedad 2(i) 
propiedad 4 (ii) 
propiedad 4 (i) 
propiedad 5(1) 
propiedad 7 (i) 
propiedad 8 (ii) 
propiedad 13 
3 + c 


51. (a) mayor que 

3. x > 0 

7. b > 100 
11. -3 < 15 
15. 3.14 < tt 


19. 2.5 S 2 y 2 — 2-5 ambas son correctas 


22 

7 


25. 22 
29. V5 
33. 4 

37. 3 - V5 
41. 2.3 - V5 

45. -h 
49. x-2 
53. 0 

57. (a) 4 (b) 5 

61. (a) 3 (b) -6.5 

65. a = 2, b = 8 
69. m = 4 + 7i, b = 4 + 27r 

71. a = -3 - V2, è = -3 - ^ 

73. (10)(10) = 100 75. tt > 3.14 

77. /, = 0.63 79. V2 > 1.4 

81. Natalie vive a f de milla o a }de milla de Greg. 


23. 7 
27. 

31. 4-tt 
35. 4 

39. 8 - V7 
43. 277 - 6.28 
47. 2 - x 
51. 0 
55. -1 
59. (a) 0.2 
63. (a) 3 
67. a = -1.5,2 


Ejercicios 2.3, pàgina 68 

'• 8 ' 3 3 . ( 2 y ) 4 

(b) à 
(b) è 
(b) 1 


5. 4~ 


7. x~ 


9. (a) 81 
11. (a) 49 
13. (a) 1 
15. -| 

23. 11 


31. 2 5 

64x 6 


39. 


y 3 

10 


17. ì 
25. -I 

33. — 

IO 11 

41. x 


19. 

27. 


(0 -81 
(c) -è 
(c) -1 
0 


35. 25x 2 

43. 49 ab 


21. 13 
29. — 21x 6 

37. 5 6 


9/ 

45. — 

x 


51. 

59. 


47. a 6 b'° 49. -xVz 6 

55. positivo 57. A = s 2 

63. (a) 1.05 X IO 6 

65. (a) 1.2 X IO 9 

67. (a) 32 500 000 

69. (a) 0.0000000000000000987 
71. 4.9064 X 10~ 4 
75. 8.2500 X IO 13 
77. (a) 7 200 000 000 000 
79. (a) 32 000 000 000 000 000 000 
81. 1.335 X IO 9 
83. (a) $14 261 000 000 000 
85. aproximadamente 1.5 X IO 19 mi 


negativo 
A = 77 r 


53. positivo 
61. V = 77 rh 

-5 


73. 


(b) 1.05 X 10 
(b) 1.2 X 10~ 10 
(b) 0.0000325 
(b) 9 870 000 000 000 
9.533 X 10~ 6 

(b) 7.2 X IO 12 
(b) 3.2 X IO 19 

(b) $1.4261 X IO 13 


Ejercicios 2.4, pàgina 76 



1. 

-5 

3. 

10 

5. 

0.1 

7. 

4 

3 


9. 

1 

V 

11. 

y 

z 3 

13. 

0.5x¥ 

15. 

4 ab 


17. 

1 

3 

19. 

1 

lb 

21. 

0.2 

23. 

ab 2 

(b) 0.7 

25. 

xyz 1 

27. 

abc 

29. 

2 rs 3 

31. 

V2.r 

(b) 0 

33. 

37. 

V3 



35. 

39. 

Vx + 1 



= 5.5 

9 

-7 + 2VlO 


x + 1 

x + 2 Vxy 

+ y 



3 



x - y 




41. 

45. 

y2 

2 



43. 

47. 

V(x - l) 2 





x - 1 

1 



V2(x + h) + V2x 


Vx + h + 1 + Vx + 1 
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49. 5Vx 

53. (6x — 3y + 4x 2 )V2x 

57. s — V^A 
61. 7.74 X IO 3 m/s 


Ejercicios 2.5, pàgina 81 


1. 

(ab) 1 ' 2 

3. 

x“ 4 / 3 

9. 

Va 2 

11. 

V9a 2 

17. 

(a) 7 



19. 

(a) 0.0000128 


21. 

(a) 2 187 



23. 

12X 576 

25. 

4 a 13 ' 6 

31. 

\25x 1,2 y 3 ' 2 

33. 

c 2 ' 3 

d 2 ' 3 

39. 

1 

41. 

125X 3 

47. 

r 

s 

49. 

>^500 

55. 

va 

57. 

8 000 

61. 

aproximadamente 1.0139 


51. 2^2 


Ejercicios 2.7, pàgina 97 


55 . (1 - «)7f 
59. c = Va 2 + b 2 


5. 

13. 

(b) 

(b) 

(b) 

27. 


35. 


43. 

51. 


(.x + y) lp 7. (x4-x 1/2 ) 1/2 

3 4- Va 2 15. 


= 78 125 


_L_ 

2 187 

X 7 / 8 

64x 3 z 

/ 

b 6 c 3 ' 2 

a 4 


</64 = 2 53. ' 4/ - 3 


29. a 1/2 b 

37 ^ 

i, 4 

45. p'' 6 q 1/2 

X 


1. 

2x(6x 2 4- x 4- 3) 

3. 

(2y - z)(y + 3) 

5. 

(3 1 4 

- ,s)(5a 4- b) 

7. 

xyz(z~ ~ y 2 + x 2 ) 

9. 

( P 2 + D(2p - 1) 

11. 

(6x - 5)(6x 4- 5) 

13. 

(2xy 

- l)(2xy 4- 1) 

15. 

(x - 7 )(x 4- y)(x 2 + y 2 ) 

17. 

(x - 

y)(x 4- yK.x 2 + y 2 ) (x 4 

+ y 4 ) 

19. 

(2xr 

4- 3)(4xV - 6xy 4- 9) 


21. 

(y- 

i)(y + DCy 2 + y + iKy 2 

-y + 1) 

23. 

(x - 

3)(x - 2) 

25. 

(7 4- 5)(7 4- 2) 

27. 

(x - 

2)(x 4- 2KX 2 4- 1) 

29. 

(r + l) 2 

31. 

(x - 

2y)(x 4- y) 

33. 

(x 4- 5) 2 

35. 

(s - 

4f) 2 

37. 

(2 p + 5 )(p + 1) 

39. 

(6a 2 

- 5)(a 2 4- 3) 

41. 

(2x - y)(x - 3v) 

43. 

(x 2 4 

- 7 2 )(x 4 + y 4 - x 2 t 2 4- 

3X 2 - 

- 3y 2 4- 3) 

45. 

(x - 

y) 2 



47. 

(y - 

x)(y 4- x)(x 4 4- y 4 + x 

V- 

- 3.X 2 - 3y 2 4- 3) 

49. 

(1 - 

2v ) ( 1 4- 2v)(l 4- 4 v 2 )(1 4- 

16v 4 ) 

51. 

( x 4- 

2)(x - lKx 2 - 2x 4- 4)(x 2 

4-x + l) 

53. 

(rx - 

- 2 t)(rs 2 + 2rst + 4 ì 2 ) 



55. 

(a — 

b)(a + b) 2 

57. 

(4z - 7)(z 4- 2y) 

59. 

(4« 

- 3 b) 2 

61. 

(x - V3)(x 4- V3) 

63. 

(V5y- i)(V5 y + i) 

65. 

(a + ì) 2 

67. 

(a - 

V2 b)(a + V2 b) 

69. 

(2V6 — x) (2V6 4- x) 


59. O.OOOOlxV 0 
63. 1 126.30 ft/s 


Ejercicios 2.8, pàgina 104 


Ejercicios 2.6, pàgina 90 


(a) 

(a) 


30 


-192 


(b) 

(b) 


(c) 

(0 


5. 


5. 

(a) -§ (b) 

(c) -1 

9. 

7. 

(a) 2.6 (b) -0.025 

(c) 0.2 

13. 

9. 

polinomio; grado 1; coeficiente principal 8 

17. 

11. 

no es un polinomio 




13. 

polinomio; grado 101; coeficiente principal 26 

21. 

15. 

no es un polinomio 



17. 

3X 5 4- x 3 — Sx 2 + 6x — 6 



25. 

19. 

6y 3 4- y 2 - 2y - 7 



21. 

— 3x 4 4- 5x 2 - 1 



29. 

23. 

3x 7 - 7x 6 4- x 5 - x 4 4- 2X 2 - 

- 8x 

- 14 

25. 

-2f 3 - 2Z 2 - 27f 4- 46 



33. 

27. 

2v 2 - 8v 2 - 24v 



29. 

7 4 4- y 3 - y 2 4- 14y - 20 



37. 

31. 

15« 4 - a 3 b + 8 a~b 2 - 8 ab 3 

4 - uè 4 

33. 

6a 3 - 5 a 2 b + 3 ab 2 - b 3 

35. 

5 - 20s 


37. 

1 — x 2 4- 2x 6 y 

39. 

x 2 4- x — 2 

41. 

41. 

r*» 

1 

co 

1 

(N 

43. 

10 1 2 + 26t - 56 


45. 

24x - 2Vx - 2 

47. 

3X 2 4- 7.63x 4- 1.47 

45. 

49. 

r 2 _ 11, _ ± 

x 24 x 12 

51. 

1 4- lOib + 25 b 2 


53. 

50X 2 4- 40x + 8 

55. 

4 - 3x 

49. 

57. 

y -2 — 4X 2 

59. 

8x 3 - 36X 2 + 54x - 27 


61. 

x 6 y 9 4- 6xV 4- 12x 2 y 3 4- 8 

63. 

X 3 4- 3x 2 y 4- 3xy 2 4- y 3 

53. 

65. 

a 3 - 27 

67. 

729 4- y 3 


69. 

625x 4 - y 4 

71. 

X 2 4- 2xy 4- y 2 + 2x 4- 2y 4- 1 

57. 

73. 

x 3 4- 3x^7 4- 3xy 2 + y 3 + 3x 2 + 6xy + 3/ + 3x + 3y + 1 


75. 

x 4 ' 3 - x 2 ' 3 

77. 

1 1 

61. 




y 6 x 6 


79. 

x 6 — X 5 — x 3 + x 2 




81. 

(a) -4X 3 - 8X 2 4- lOOx 4- 200 


65. 


(b) — 8.X 2 + 40x + 280 


x 4- 1 
x + 4 
3x + 5 
2x + 3 

(x + 2)(x - 1) 
c(c - 1 )(c + l) 2 

1 

2X 2 — 2x + 5 
x 2 — 1 
r - 4r + 2 
r - r - 12 
t 2 + t - 20 
f 2 + / - 6 
1 

3x — 6 


x 2 + 9x + 20 
—^ + 3 
,s + 5 
z 
2 

—2x — h 

x 2 (x + h ) 2 
2 _ 2 


Vxy + Vy 
Vxy + Vx 

_ -10 _ 

(2x - l)(2x + 2 h - 1) 


3. 


7. 

11. 

15. 

19. 

23. 

27. 

31. 


35. 


39. 

43. 


z — 3 

z 2 - 3z + 9 
w + 3 
w — 3 

b 2 (b - 2)(b + 3)(b - 6) 
x 2 (x — l)(x + 1 ) 2 
7z + 1 
7z - 1 
y 2 +x 2 

T^c 2 

— 8x + 2 
2x 2 + 3x — 2 
x 2 — 1 

x 2 + X — 1 
«4-7 
« 4-2 
q 4- 1 
^4 

1 -x 3 
1 4- x 3 


47. 

51. 


55. 


xy 

x - y 
ab 

b — a 

wVii + «Vvv 

uw 


59. 


63. 


— 3X 2 — 3x/i — ir 
x 3 (x 4- /i) 3 
1 - 3x 2 
Zx^ix 2 + 1 ) 2 
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Ejercicios 3.2, pàgina 124 


A. 

1. falso 3. falso 

5. falso 7. falso 

9. 

verdadero 11. falso 

13. falso 15. falso 

17. 

falso 19. verdadero 

21. verdadero 23. falso 

25. 

verdadero 


B. 

1. 0,1,2 

3. irracional 

5. 

izquierda 

7. reciproco o inverso 



multiplicativo 

9. 

// 4 

11. polinomio; 4, 3, 0 

13. 

\b - u| 

15. notación cientifica 

17. 

disjunto 


19. 

x es la base, 3 es el exponente o potencia 

21. 

conmutativa 


C. 

1. {1,2, 3,4, 5, 7, 9} 

3. {2, 4} 

5. 

(1,2, 3,4,5,6,7,8,9} 

7. x - y > 10 

9. 

-1.4 > -V2 

11. | < 0.67 

13. 

3 - V8 

15. / + 5 

17. 

-0 + 5) 


19. 

(a) 9.3 

(b) 1.15 

21. 

108/v 8 



4c 8 

yH9 

25. 


27. -— 


d 6 

X 

29. 

25 

31. xy 3 

33. 

-g 3 

2 

35. (3 + V2)Vxy 


p 


37. 

x l ' 2 

39. 7.023 X IO -7 

41. 

5 X IO 21 


43. 

(a) $52 670 000 000 

(b) $5.267 X IO 10 

45. 

4/ - 4/ + 9x - 6 

47. a 3 - 2a 2 - 5a - 6 

49. 

9z 8 — 12z 5 + 4/ 

51. 9x 4 - 25/ 

53. 

(3x + 2)(4x - 9) 

55. ( y - 3)(2x + 3) 


57. (2x + 5/) (4/ - 10xy 2 + 25/) 
59. (2 1 2 - sf 

63. — 

xy 

r 2 + 2 rs 

67. -- 

s 2 + 2 rs 

20x + 8 

71. -T77 

(2x + 1) 3/4 

2 

75. — 

V2x + 2h + 3 + 


61. 

65. 

69. 

73. 


3x — 3 

/ — 4 

1 

X 

—4(3/ + 3x/t + /i 2 ) 
/(x + h) 3 

2 V~s - 2 Vf 

,s - ? 


/2x + 3 


Ejercicios 3.1, pàgina 116 


1. 

equivalente 


3. 

equivalente 



5. 

no equivalente 

7. 

{-7} 



9. 

{-}} 

11. {1} 

13. 

{-§} 

15. 

© 

17. 

{3} 

19. {0} 

21. 

{-3.5} 

23. 

{0.5} 

25. 

H} 

27. {1} 

29. 

{0} 

31. 

{}} 

33. 

{-1} 

35. {3} 

37. 

{1} 

39. 

{x| x A 2} 

41. 

{9} 

43. {1} 

45. 

0 

47. 

{4} 

49. 

a = 3 

51. c = -{ 

53. 

a = — 1 

55. 

r = C/27T 

57. 

t = 1/Pi¬ 


59. 

P = A/( 1 + rt) 


61. 

ti = ( a„ - . 

2 + d)/d 

63. 

mj = Fr 2 / ( gm 2 ) 



65. R 2 = RR t /(R t - R ) 

67. (a) T f = \T C + 32 (b) 23°F, 32°F, 60.8°F, 95°F, 212°F 

69. 84 anos 71. -68.2875°C 


1 . 

9. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

27. 

31. 

35. 

39. 

41. 

45. 


12,38 3. 15,16,17 5. 13 anos 

$4 000 11. 1835 mi 13. fh 

Auto: 40 km/h bicicleta: 10 km/h 
3.75 qt 

0.5 ft 3 de 10% de turba; 1.5 de 30% de turba 
20% de $3.95 por libra; 80% de 4.20 por libra 


7. 9.6% 


lOcmpor 15 cm 
8 cm 
110 
27 
20 


25. 75 min 

29. 6 cm, 7 cm, 8 cm 

33. 47 

37. 13 monedas de 5 centavos; 

17 monedas de 10 centavos 
43. lOmeses 


(a) No hay diferencia. 

(b) Sea x el costo originai de un artfculo. Si se obtiene 
primero un d% de descuento y luego se anade/% 
de impuesto por venta queda expresado mediante 

_/LX+J_ 

100 A 100y 

del impuesto por venta y luego se obtiene el d% 
queda expresado mediante: 

t V d 


. Si se suma primero/% 


100 


100 


. Factorizando, cada una de estas 


expresiones es igual a I 1 + 


100 


d 

100 


Ejercicios 3.3, pàgina 135 


1. 

{-4,4} 

5. 

{-}} 

9. 

{~h -1} 

13. 

{-3, 0, 3} 

17. 

{-Vl7, Vl7} 

21. 

{-1 - V3, -1 + V3} 

25. 

{a — b, a + b} 

29. 

{-1,-1} 

33. 

{2 - 435, 2 + ©} 

37. 

{-§} 

41. 

sin soluciones reales 

45. 

{±V3 - V2, ±V3 +V2} 

49. 

{2-2V2, 2 + 2V2} 

53. 

{-©, 0 ,©} 

57. 

© 

II 

S*. 

61. 

t = (-v 0 + Vv§ +2 gs)/g 

65. 

4 

69. 

Base: 17 cm; altura: 14 cm 

73. 

5 000 ft 2 


3. {-1,|} 

7. {3,4} 

il. K© 

15. {-|,0,|} 

19. {-5 - V5, -5 + V5} 
23. {-b, b} 

27. {-1 - V2, -1 + V2} 
31. {1 - ^S, 1 + ^S} 

35. {{,2} 

xq ri _ viQ5 i , vm\ 

14 20 » 4 ^ 20 J 

43. {}-©,} + ©} 

47. {{,4} 

51. sin soluciones reales 
55. {— Vl5, Vl5} 

59 . r=\(-h + y jh 2 + 2 ^) 

63. 2, 18 
67. 7, 15 

71. 18 m por 20 m 
75. 30 cm, 40 cm, 50 cm 


77. 90 mi 

79. John condujo a 53 mi/h; James, a 48 mi/h 
81. 12 83. 3 m 

85. 9 in. por 18 in. 87. 14.7 m 

Ejercicios 3.4, pàgina 143 


1. -i 

5. — i 
9. i 

13. -3 - V3i 


3. i 
7. -i 
11 . 10 / 

15. -1 + 4/ 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 3 


17. 

1 

<N 

19. 

-9 - 15/ 

21. 

-Il + li 

23. 

1 - 5 i 

25. 

35 i 

27. 

1 + M 

29. 

-1 + 12* 

31. 

-10 

33. 

bS 

1 

OO 

T 

35. 

15 + 8t 

37. 

4 

39. 

s + è' 

41. 

20 16, 

41 41 1 

43. 

5 + \i 

45. 

6 - 41 

47. 

ì 

49. 

_ 6_ , 32 • 

53 “ 53* 

51. 

il + ?, 

2 T 2 < 

53. 

-± - ±j 

13 13 1 

55. 

9 + i 

57. 

X = 2, y = 1 

59. 

x = -9,y = - 

61. 

x = -4 ,y = -5 

63. 

1 ’ 2 
+ = s,y = -5 

65. 

±3 i 

67. 

± ^0- 

69. 

1 V7 • 1 , V7; 

4 4 4 4 1 

71. 

-4 - 6/, -4 + 

73. 

1 V3T ■ 1 , V3lr 

8 8 *> 8 "t" 8 ^ 

75. 

±i, ± V2i 

77. 

V2 , V2 • V2 V2 • 

2 ' 2 2 2 1 




Ejercicios 3.5, pàgina 149 

i. (~°°,0): < -|—|—|— H i I 
0 

3 - . |—I—I—1- » 

o 5 

5 - (8, 10];h—|—|—|—|—|—|—|— ( | ] 

0 8 10 

7 - [-2,4]; | [ | - 1 - 1 -1—|— j 

-2 0 4 

9. -7 < x < 9 11. * < 2 

13. 4 < x < 20 
15. 4* + 4 > x 

4x + 4 — X fi X — X <- pori) 

3x + 4 — 4;£0 — 4 <- poro 
}(3x) fi j(—4) <- pori;) 

17. 0 < 2(4 - x) < 6 
0 < 8 — 2x < 6 

— 8 + 0 < — 8 + 8“ 2x < — 8 + 6 <— por i ) 

“8 < -2x < -2 

—è(—8) > — j(— 2x) > —j( —2) <- por ili) 

4 > x > 1 o 1 < x < 4 

19. (-5, “);_{ - 1 - 1 - 1 -1- 1 - 

-5 0 

21. ( — «,4];^- 1 - 1 - 1 -1__] - 

0 4 

23 ‘ (“”• ?) ; II -1- 1 )f- 

0 3 

4 

2S - — i —i—i—| —i— 

o 5 

2 

27 ■ ( -10, 6) ; | 

-10 0 6 

29- (-5,3); ; . . . | 

-5 0 3 

31- [-10,-8); | [ | ) . 

-10 -8 


33 - [0,6): | I—I—I—I— | — ) I 

0 6 
35. — 2x + 7 37. 3 

39. 2x - 2 41. 4 

43. E1 nùmero es menor que y. 

45. Con el descuento, el frasco grande es mas barato si cuesta 
menos de $5.30. 

47. Una persona puede recorrer 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 o 
16 cuartos de milla. 


Ejercicios 3.6, pàgina 153 

1. (-il) 

5. {|,2} 

9. {1, 1 - V2, 1 + V2} 


3- {“ili 
7. {-3,3} 

ii- (-5,5); -4— 1 — 

_4 0 4 

5 5 


13. (-00, -10) U (4, 00); < ) | | | | | | | | | | | | | ( | > 
-10 0 4 


15. 


17. 


[3,4]; I I I H 

0 3 4 

(-00, -1 “ V2] U [1-V2, oo); 

-1 -V2 I -V2 

< 1 ] 1— h-[n— 

0 



0 


4 


21. (4.99,5.01); 



H- H — 1 -b 

4.95 4.99 5.01 5.05 

23. |x — 4| < 7 25. |x — 51 >4 

27. |x + 3|>2; (-«=, -5] U [-1, °°) 

29. \A b -A m \<?> 31. (11.95,12.05) 

33. |x - 0.623| < 0.005; [0.618,0.628] 


Ejercicios 3.7, pàgina 159 


1. 

( —°°, -5) U (3, t») 


3. 

(2,6) 


5. 

(-oo, 0] U [5, oo) 


7. 

(-3,3) 


9. 

0 


11. 

(-4,4) 


13. 

[—2V3, 2V3] 


15. 

{-3} 


17. 

(-2,3) 


19. 

[-3,3) 


21. 

(-oo,{) U (1, 00) 


23. 

("».?) 


25. 

( — 00, -8) 


27. 

0 


29. 

(-5,0] U [1, °o) 


31. 

( —°o 5 — 

1) U [1,2] 

33. 

8 

T 

D 

or 

rn 

) 

35. 

[-2,’- 

1] U [1,2] 

37. 

(-00, -5) 





39. 

(-00, -4) u (-4, - 

-3) U ( 

-3,5) U (5, 

OO) 

41. 

(-» 4-^)u(| 

+ yy 00 

) 



43. 

(-»,!-^]u[| 

+ #,C 

») 



45. 

(a) (0, 1) 


(b) 

( —00, 0) 

U (1, °o) 

47. 

Si, porque el conjunto solución de 

x 2 — 1 < 0 es [ —1, 

49. 

Si el numero es x > 0, entonces x 

> 3. 



51. n > 10 


53. Si x representa el ancho, entonces x > 7. 

55. R>f 
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19 . ( 3 , 6 ) 


A. 1. falso 3. verdadero 5. falso 7. verdadero 9. verdadero 

21 - yi 


B. 1. x < 9 

3. -6 



5. x = 5, x = 15 

7. |x - V5| > 3 


0 

il 

* 

\ 

9. -a 




C. 1. {-5} 

3. {2} 


f ’ 

s. ® 

7. { 1-14 + 4 



=0 

9. {- 4 , 1 } 

il. (!) 



13. 

15. {±5V2/} 



17. {2, -1 - V3i, -1 

+ \/3i} 

25. 

1 

y ‘ 

1 

19. {±V-2 + 2V3, 

±V2 + 2V3 i] 

1 

1 

21. {1} 

23. {±9} 

1 

1 

25. { 7 } 

27. (-00, -3] 

1 

1 

29. (4, 12) 

31. (-°o, -10) U (10, 00) 

1 

1 

33. ( 4 , 3 ) 

35. [-1,1] 

1 

1 

37. (-1,0) U (1, °°) 

39. (0, 1) U (1,00) 

1 

1 

1 

1 


23. 



y 



— z 








X = 

-1 

X 

= 1 


41. (a) -6 < x < 2 
43. (a) x > —4 
A—2ac 

45. b = 


(b) (- 
(b) [ 


27. 2V5 


47. / = 


6 , 2 ] 
4 , 00) 

pq 


49. 

53. 

57. 

61. 

65. 

69. 

73. 

77. 

81. 

83. 


85. 


2(a + c) 

x = ± -Vb 2 - y 2 
b 

22 - lì 

_14 _ 23 ■ 

25 25 ‘ 

x = —2 ,y = 2 
88 
2 m 
5 in. 

$10 000 a 6%; $20 000 a 8% 
aproximadaraente 0.34 cm 

(a) t < 34.5°C 

(b) No. Si P v = t = 37° C, entonces 

37 = 30.1 + 0.2(37)-(4.12-0.13(37))v. Se deduce que 
v = — fj, pero no tiene sentido obtener una velocidad de 
viento negativa en està aplicación. 

(c) t > 4.12/0.13 « 31.7°C 

(a) T = V» 3 /216 

(b) aproxiraadamente 0.19245 h u 11.55 min. 


51. 

55. 

59. 

63. 

67. 

71. 

75. 

79. 


p + q 
10 - 2 i 

5 + To ! 
x = f,y = 4 
15, 18 
59.1 mi/h 
4 mi/h 
(2, 2.5) 

25 


x = —4 x = 4 

29. 10 31. 5 

33. no es un triàngulo rectàngulo 35. es un triàngulo rectàngulo 
37. es un triàngulo isósceles 
39. (a) 2x + y - 5 = 0 

(b) Los puntos (x, y) se encuentra en la bisectriz 

perpendicular del segmento de recta que une A y B. 

41. (6, 8) y (6, —4) 43. (l,§) 

45. (-§,§) 47. (3a,-lb) 

49. (5,-1) 51. (-7,-10) 

53. 6 55. (2, -5) 

(4,7) 


57. 


&f) 


9 15 \ 
2 » 


Ejercicios 4.2, pàgina 180 


Ejercicios 4.1, pàgina 172 

• (4, 5) 

-- • (2, 3) 

( 0 , 2 ) 

-U- I II I I I > • x 



3. centro (0, 3); radio 7 



• 

(-1,-3) 

5. Il 7. Ili 
17. 


9. II 




(-b,-a) y \ 




9. 

centro (—1, 2); radio 3 


• 

• 

(h ni 

• (“A, 

-a) 

11. 

centro (10, —8); radio 6 


(a, b) 

• • 


• 


13. 

centro (—1, —4); radio A 

/f 

i-b, b) 

(- 

a, b) 


15. 

x 2 + y 2 = 1 



(6, -b) 



17. 

x 2 + (y - 2) 2 = 2 


• (a, -è) 

• 

• (-a,- 

-b) 

19. 

(x - l) 2 + (y - 6) 2 = 

8 

(a, a) 

• • 

• 

• 


21. 

x 2 + y 2 = 5 


(-&, fl ) 

(6, a) 

(-a, a) 


23. 

(x - 5) 2 + (y - 6) 2 = 

36 
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35. (3-Vl3,0), (3 +VI3.0), 

(0, -6 - 2 VIÒ), (0, -6 + 2VIS) 

37. (0, 0);origen 39. ( — 1, 0), (0, j); no hay simetria 


41. 

45. 

47. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 

63. 

67. 


(0, 0); ejex 43. (-2,0), (2,0), (0,4); eje y 

(l — V3, 0), (l + V3, 0), (0, —2); no hay simetria 

(0, 0), (- V3, 0), ( V3, 0); origen 

(0, -4), (0,4); eje x 

(0, —3), (0, 3), ejes x y y y el origen 

( — V7, 0). ( V7, 0) ; origen 

(—4, 0), (5, 0), (0, —y); no hay simetria 

(9, 0), (0, —3); no hay simetria 

(9, 0), (0, 9); no hay simetria 

(—4, 0), (4, 0), (0, —4), (0,4), ejes x y y y el origen 

ejes x y y y el origen 65. eje y 





Ejercicios 4.3, pàgina 188 


1. 


3\ 
2 \ 
I- 


- 2 - 

-3- 

-4- 

-5- 

- 6 - 

- 7 ~ 


-J,- - 1~ 


2 3 


3. 5; 


4- 

3- 

2 - 

1 


-1 

-2 

-3- 

-4- 

-5- 

- 6 - 


H—I—I—I—/H— 

1 2 3 4/5 





17. 

y = h + 1 

19. 

y = 2 

21. 

y = -x + 3 

23. 

y = —2x + 7 

25. 

V = 1 

27. 

x = —2 

29. 

y = -3x - 2 

31. 

x = 5 

33. 

y = — 4x + 11 

35. 

y=-\x-5 

37. 

(a) y (c) son paralelos, (b) y l 

[e) son paralelos; (a) y (c) son 


perpendiculares a (b) y (e); (d) es 

perpendicular a (f) 

39. 

(a) y (d) son perpendiculares 

,(b) 

y (c) son perpendiculares, 


(e) y (f) son perpendiculares 



41. 

y = x + 3 




Ejercicios 4.4, pàgina 193 

1. 12 3. 3 

5. (a) F = 40x (b) 1.25 ft 7. s= 161 2 ; 400 ft; 80 ft 
9. La longitud debe ser 4L. 11. aproximadamente 2.06 m 2 

t hh 

13. F l = k —, ; F l es cuàdruple 

T „ 3 

15. P = k —; aproximadamente 3 646 ft 


17. 4 de julio; aproximadamente 2 357 cm/s 
19. aproximadamente 0.016 cm 


Capitulo 4. Ejercicios de repaso, pàgina 195 


A. 

1. falso 

3. verdadero 

5. verdadero 

7. 

falso 

9. verdadero 

11. verdadero 

13. 

verdadero 

15. verdadero 

17. verdadero 

19. 

verdadero 

21. verdadero 


B. 

1. -I 

3. 

|, (—12, 0), (0, 16) 

5. 

3 

2 

7. 

(4, —3) y (—4, —3) 

9. 

(2, -7), 2 V2 

11. 

Xi = -12; y 2 = 9 

13. 

cuadrantes II y 

IV 15. 

x = —2 

17. 

semici'rculo 

19. 

VIo 

C. 

1. un triàngulo rectàngulo 


3. 

y = 3 x 

5. 

y = —yx + 8 

7. 

(1,2), (-4, 4) 

9. 

x 2 + y 2 = 16 

11. 

(x + 9) 2 + (y 

- 3) 2 = 100, (x - 

- 9) 2 + (y + 3) 2 = 


RESP-10 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NÙMERO IMPAR 

































13. (0, —4) 15. x = 4, x = —2 

17. x 2 = 4y 19. (3, 0), (5, -6) 

21. x - V3y + 4V3 - 7 = 0 23. (g) 

25. (h) 27. (b) 29. (d) 


Ejercicios 5.1, pàgina 205 

1 . 24,2,8,35 3. 0, 1 , 2, Vó 

5. -§,0,§,V2 

7. — 2X 2 + 3x, -8 a 2 + 6 a, -2a 4 + 3a 2 , -50x 2 - 15x, 
— 8tt 2 — 2a + 1, —Zx 2 — 4x/t — 2/t 2 + 3x + 3 h 


9. 

13. 

17. 

21 . 

25. 


- 2,2 

(-oo, 1 ) 

{x | x =£ 5} 
[-5,5] 
(-2,3] 

29. función 
33. [1,9], [1,6] 
37. 2,3 

41. 

45. 

49. 


/3 


1 , 1 

2 , 0), (1, 0), (0, 15) 
(-2,0), (2,0), (0,3) 


11- [i”) 

15. (x | x 0, x =£ 3} 
19. ( — °°, 00) 

23. (-oo,0] U [5, “) 
27. no es función 
31. [-4,4], [0,5] 

35. -I 

39. 0, |, -9 

43. (8,0), (0,-4) 

47. ( 0 , 4 ) 


51. fi (x) = Vx + 5 ,/ 2 (x) = -Vx + 5; [-5, “) 

53. 0,-3.4,0.3,2, 3.8, 2.9; (0,2) 

55. 3.6, 2, 3.3,4.1, 2, -4.1; (-3.2,0), (2.3,0), (3.8,0) 


57. (a) 2; 6; 120; 5 040 

Ejercicios 5.2, pàgina 215 

1. par 
5. impar 
9. par 

13. ni par ni impar 


(c) (n + l)(n + 2) 


3. ni par ni impar 
7. par 
11. impar 



17. (a) 



/ym, 


19. /( 2) = 4, /(—3) = 7 
23. (-2, 3), (3,-2) 

27. (—6,2), (—1, —3) 

31. (-2, 15), (3,-60) 



29. (2, 1), ( — 3, —4) 









37. (a) 



(c) 






(d) 


(e) 
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39. y = (x — l) 3 + 5 


Ejercicios 5.3, pàgina 224 

1. /(x) =\x+ l i 

3 - (- 1 , 1 ); 



7. -9 

11. 2x-4 + h 



19. (a) (0,0), (-5,0) 

(OH, -¥),*=-§ 


21. (a) (-1,0), (3,0), (0,3) 
(c) (1,4), x = 1 


(h) 

y , 

1 

—“V 



-71 

n 

2 1 
2' 

n 



41. y = — (x + 7) 4 


5. (-1,3); 





(b) y = — (x — l) 2 + 4 



23. 


25. 


27. 


(a) 

(c) 


(a) 

(c) 


(a) 

(b) 

(c) 



(1 - V3, 0),(1 + V3, 0),(0, 1) 
y = 4(* - D 2 + 1 
(!.§),*= i 



29. (a) (5,0), (0,25) 

(b) y = (x - 5) 2 

(c) (5, 0),x = 5 



31. 

33. 

35. 

37. 

39. 


41. 


43. 

47. 

51. 

53. 


E1 minimo valor de la función es /(j) = —y; [ —y, °o) 
Credente en [0, °°), decreciente en [—°°, 0] 

Credente en ( —°°, 23], decredente en [—3, °°) 

La gràfica de y = x 2 se desplaza horizontalmente 10 unidades 
a la derecha. 

La gràfica de y = x 2 se comprime verticalmente, luego se refle- 
ja en el eje x, después se desplaza horizontalmente 4 unidades 
a la izquierda y luego verticalmente 9 unidades hacia arriba. 
Como/(x) = (—x — 6) 2 — 4 = (x + 6) 2 — 4, la gràfica de/es 
la gràfica de y = x 2 desplazada horizontalmente 6 unidades ha¬ 
cia la izquierda y luego desplazada verticalmente 4 unidades 
hacia abajo. 

y = (x + 2) 2 45. y = -x 2 - 1 

y = -(x - l) 2 + 5 49. /(x) = 2X 2 + 3x + 5 

/(x) = 4(x - l) 2 + 2 


(-4, 8), (1,3), 


55. (-2,2), (0,2), 
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57. (a) d 2 = 5x 2 - lOx + 25 (b) (1,2) 

59. (a) s(f) = —16/ 2 + 64f + 6, v(f) = -32/ + 64 

(b) 70 ft, 0 ft/s (c) 4 s, -64 ft/s 
61. (a) 1 17.6 m, —9.8 m/s (b) en 5 segundos (c) —49 m/s 
63. (a) T f = \T C + 32 
65. $1 680.00; aproximadamente 35.3 anos 
67. (a) La gràfica de R(D) = — kD 2 + kPD es una paràbola con 
vèrtice en —b!2a = (—kP)/(—2k) = P/2. Como k es po¬ 
sitiva, la gràfica se abre hacia abajo, y por tanto R(D ) es 
un màxìmo en este valor. Puesto que R(D ) rnide la velo- 
cidad de propagación de la enfermedad, se concluye que 
ésta se difunde màs ràpido cuando la mitad de la población 
està infectada. 

(b) 3 X 10~ 5 

(c) aproximadamente 48 

(d) aproximadamente 62, 79, 102 y 130 


Ejercicios 5.4, pàgina 232 

1 . 2,4,-5 3. 3,0. 8,2 + 2V2 

5. (a) 1 (b) 1 (c) 0 (d) 1 (e) 1 (f) 0 
7. (a) 3 (b) — 1 ,V2 (c) ^-2, 1 (d) ^^O 
(e) V3 (f) -2 

9. (0, 0); continua; 11. (0, 0); continua; 




13. Los puntos ( x , 0) son las intersecciones >’ 
con el ejex, donde — 2 S x < — 1; ^ 

(0, 2) es la intersección con el eje y; 3 — 

la función es discontinua en cada valor 2«— 

entero de x. — 7 1 


h— i— 

-4 -3 -2 -1 



H-H 

2 3 


15. Los puntos (x, 0) son las inter¬ 
secciones con el eje x, donde 
0Sx< 1 ; (0, 0) es la intersección 




con el eie; la functon es disconti- —I—H 
J - 2-1 
nua en cada valor entero de x. 


-1 

- 2 - 

-3- 

-4- 


<—I-1-1-H 

12 3 4 5 


17. ( — 3, 0), (0, 3); continua; 


19. (—2, 0), (2, 0), (0, 2); continua; 



21. (—3, 0), (1,0), (0, —1); 
continua; 



23. (f,0), (0,-5); 
continua; 



25. (— 1,0), (1, 0), (0. 1); 
continua; 



27. (0,0), (2,0); 
continua; 



29. (-2,0), (2,0), (0,2); 
continua; 

y / 


31. (1,0), (0,1); 
continua; 




33. ( 1,0), (0, 1 ); continua; 
y, 


H-h 




H-H»-x 


35. {-1,1} 

{ x + 2, x < 0 
—2x + 2, 0 < x < 2 
-2, x > 2 

( -x, x < -3 

39. /(x) = < V9 - x 2 , -3 < x < 3 


x > 3 


41. 






y, 
















\ 











\ 



/ 

\ 

/ 






\ 

/ 


\ 

/ 




- 









X 





1 

















43. /(x) = 

45. k = 1 


47. g(x) = [xl = 


1, x > 0 

— 1, x < 0 


-2, -3 < x < -2 
1, -2<x< -1 
0, -1 < x < 0 

1, 0<x< 1 

2, 1 < x < 2 

3, 2 < x < 3 
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Ejercicios 5.5, pàgina 240 

1. (/+ g)(x) = 3.X 2 — x + 1, dominio: ( — °°, °°) 

(/— g)(x) = -x 2 + x + 1, dominio: ( — °°, °°) 

<Jg){x) = 2x 4 — x 3 + Ir - x, dominio: ( —<», °°) 

< Jtg)(x ) = (.x 2 + l)/(2x 2 - x), numeros reales, excepto 

x = 0 y x = j 

3- (/+ g)(x) = x + Vx - 1, dominio: [1, °°), 

(/— g)(x) = x — Vx — 1, dominio: [1, °°), 

( fg){x ) = xVx — 1, dominio: [1, °°), 

(//g)(x) = x/Vx — 1, dominio: [ 1, t») 

5- (/+ g)(x) = 3x 3 - 3x 2 + 3x + 1, dominio: ( —°o, co), 

(/ — g)(x) = 3x 3 - 5X 2 + 7x — 1, dominio: ( —°°, “), 

(/g)(x) = 3x 5 — 10x 4 + 16x 3 — 14x 2 + 5x, dominio: ( —<», 
( f/g)(x ) = (3.X 3 — 4X 2 + 5x)/(l — x) 2 , numeros reales, 
excepto x = 1 

7. (/+ g)(x) = Vx + 2 + V5 — 5x, dominio: [—2, 1], 

(/ — g)(x) = Vx + 2 — V5 — 5x, dominio: [ — 2, 1], 

(fg)(x) = V5(x + 2)(1 — x), dominio: [—2, 1], 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 


(x) = 


x + 2 
5 - 5x 


dominio: [—2, 1] 


g 

10 , 8 , - 1 , 2,0 

(f° g)(x) = x, dominio: [1, °°); 

(g °/)(x) = Vx 2 = |x|, dominio: ( —°°, °°) 

(/° g)W = i ’ dominio: ”); 

4X 2 - 4x + 2 , 

(g °f) (x) = -———, numeros reales, excepto x = 2 


(/° g)W = (g °f)(x) = x 

(/» g)(x) = (g °/)(x) = -j 2 "— 

x X 3 + 1 

(/° g)(x) = X + 1 + Vx - 1, 

(g °/)(x) = X + 1 + Vx 

/ A 6x + 19 
(/°/)W = 4x + 18,(/o-J(x) = t + 3 



45. (a) (-2, 3), (1,0) 


47. 

49. 

51. 

53. 

55. 

57. 

59. 

61. 


(c) I 

(a) —8x — 4/i 

(a) 6x + 3/i - 1 

(a) 3X 2 + 3xh + h 2 + 5 

1 

(a) 


(a) 


(a) 1 


(4 — x) (4 — x — lì) 
_ -1 _ 

(x - l)(x + h - 1) 

1 


x(x + h) 



(b) d = —x 2 — x + 2 

(b) -24.4 
(b) 17.3 
(b) 32.91 

(b) ? 

(b) -è 


83 

(b) 93 


Vx + h + Vx 

d = A/10 000 + 250 OOOi 2 ; aproximadamente 2 502 ft 


Ejercicios 5.6, pàgina 247 

1. no es uno a uno 3. no es uno a uno 

5. uno a uno 

7. uno a uno; 9. no es uno a uno 


23. (/o/)(x) =x 4 ,(/o-^(x) = ^ 

25. (/° g 0 à)(x) = |x - l| 

27. (/° g ° g)(x) = 54x 4 + 7 
29. (/°/°/)(x) = 8x - 35 
31. /(x) = x 5 , g(.x) = .x 2 — 4x 
33. /(x) = x 2 + 4Vx, g(.x) = x — 3 




19. E1 dominio es [4, “); el rango es [0, 00 ) 


21 . f-\x) = —,x > 0,y > 0 

JT 

23. / _1 (x) = — 2-X + 3, 


25. r\x) = Vx - 2. 
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27. /“‘Oc) = (2 - x) 2 , x < 2, 



meros reales, excepto x = 0; su rango es el conjunto de los 

numeros reales, excepto ‘; el rango de/es el conjunto de 

los nùmero reales, excepto y = 0 

-i 3x , 

31. f (x) = — -—, dominio de/ es el conjunto de numeros 

reales, excepto x = \\ rango de/ -1 es el conjunto de nume- 
ros reales, excepto y = §; rango de/es el conjunto de numeros 
reales, excepto y = \ 

33. (20,2) ’ " 35. (12,9) 

39. 


( 0 ,- 1 ) 




41. /“‘Oc) = jVx - 2, x > 2; 43. /“‘(x) = 2Vi - x 2 , [0,1]; 




Ejercicios 5.7, pàgina 254 

50 

1. S(x) = x + —, (0, °°) 

X 

3. S(x) = 3X 2 - 4x + 2, [0, 1] 
5. A(x) = lOOx - x 2 , [0, 100] 
7. A(x) = 2x - Ix 2 , [0.4] 

9. c/(x) = Vlx 2 + 8, (- 00 , 00 ) 
11. P(A ) = 4V4, (0, °o) 

13. d(C) = -C, (0, °°) 

7T 

1 9 

15. A(/t) = —^/7 2 , (0, 0 °) 

V3 


17. A(x) = —.x 2 , (0, 

4tt 


=) 


30/t 

19. sf/t) = —--, [0, 25) 

25 — h 

, 1 200 

21. 5(w) = 3w 2 + - , (0, oc) 

w _ 

23. d(t) = 20Vl3 i 2 + 8/ + 4, (0, »=) 

f 120/t 2 , 0 < h < 5 

25. V(/t) = <^ , [0, 8] 

1 1 200/t - 3 000, 5 < h < 8 


27. A(x) = \xp — x 2 , [0, \p\ 

16 000 

29. F(x) = 2x +-, (0, 00 ) 

x 

640 000 

31. C(x) = 4x +-, (0, 00 ) 

x 

, 128 000 

33. A(x) = x 2 +-, (0, 00 ) 

X 

35. V(x) = 20x - 40X 2 , [0, j] 

64 

37. A(y) = 40 + 4y + —, (0, «=) 

y 

39. V(x) = 5xVó4 - x 2 , [0, 8] 


Ejercicios 5.8, pàgina 260 

1. y = 0.4x + 0.6 
3. y = l.lx - 0.3 
5. y = 1.3571x + 1.9286 
7. v = —0.8357F + 234.333; 117.335, 100.621 
9. (a) = 0.5996x + 4.3665; y = -0.0232.X 2 + 0.5618x + 4.5942; 

y = 0.00079X 3 - 0.0212X 2 + 0.5498x + 4.5840 


Capitulo 5. Ejercicios de repaso, pagina 261 


A. 1. falso 

5. verdadero 
9. verdadero 
13. verdadero 
17. falso 
21 . verdadero 

B. 1. | 

5. x = 0, x = 2 


3. falso 
7. verdadero 
11. verdadero 
15. falso 
19. verdadero 

3. ( — ”,5) 

7. -2 


9. /(x) = 4x + 4 

11. (1 - V2,0), (1 + V2,0), (0,-1) 

13. /(x) = l(x + 2 ) 2 15. (10,2) 

17. (0,5) 19. -8 

C. 1. /(x) = x 2 , g(x) = — -- 

X 

3. (a) y=(x + 3) 3 - 2 (b) >> = x 3 - 7 (c) y = (x - l) 3 
(d) y = —x 3 + 2 (e) y = -x 3 - 2 (f) y = 3x 3 - 6 
5. dominio : (tt/2, 3 tt / 2 )\ rango/—= 0 ) 



9. A partir de la gràfica de/se observa que/(x) > 0 para toda x; 
por tanto, el dominio de g es (—<», 00 ). 

11. /“‘(x) = -1 + Vx 
13. — 6x - 3/t + 16 
2x + h 

15. —;-- 

2x~(x + /t) 2 

17. A(h) = h 2 ( 1 - tr/4) 

19. d(s) = V3s 

21. (a) d(t) = 6t (b) d{t) = V90 2 + (90 - 6f) 2 
23. A(x) = 2x(l — trx), donde x es el radio del semicfrculo 
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Ejercicios 6.1, pàgina 273 




9. impar 

13. (f) 15. (e) 


y, 

/ 

ì- 

/ 


/J ' 





17. (b) 




16 


43. k = 

47. los enteros positivos impares 
49. el dominio es [0, 15]; 
la gràfica de V es: 


45. k = 


io 
' 3 



Ejercicios 6.2, pàgina 281 


1. 

/(x) = 

x 2 ■ 8 + 4x 

- 7 


3. 

/(x) = 

(x 2 + x - 

1) ■ (5x - 

- 12) + 21x - 11 

5. 

/(X) = 

(x + 2) 2 ■ 

(2x - 4) 

+ 5x + 21 

7. 

/(X) = 

(3X 2 - x) ■ 

(9x + 3) + 4x — 2 

9. 

/(X) = 

(óx 2 + 4x 

+ 1) ' (x : 

3 - 2) + 12x 2 + 8x + 2 

11. 

r = 6 



13. r = f 

15. 

'sO 

II 



17. /(2) = 2 

19. 

/(-5) 

= —74 


21. /(è) = 1 

23. 

<?(x) = 

2x + 3 , r - 

= 11 


25. 

<7(x) = 

x 2 — 4x + 

12, r = 

-34 

27. 

9(x) = 

x 3 + 2 x 2 + 4x + 8, 

r = 32 

29. 

<?(x) = 

x 4 — 4x 3 4 

- ló.x 2 - 

8x + 32, r = -132 

31. 

<7(x) = 

x 2 — 2x + 

V3 ,r = 

0 

33. 

/(—3) 

= 51 


35. /(I) = 1 

37. 

/(4) = 

5 369 


39. k = - 1 

41. 

*= -i 



43. * = —4 


Ejercicios 6.3, pàgina 288 

1. f(x ) = 4(x - i)(x - l) 2 
3. 5 no es cero 

5. /(x) = 3{x + §)(x - 2 + V2)(x - 2 - V2) 
7. f{x) = 4(x + 3)(x - 5)(x - |)(x + i) 

9. /(*) = 9(x- l)(x + ±) 2 (x+ 8) 

11 . x — 5 no es un factor 

13. f(x) = (x - l)(x + | + \y/li)(x + - jV7i) 

15. x — j no es un factor 
17. /(x) = (x - l)(x - 2)(x - 2/) (x + 20 
19. /(x) = 2(x — l) 2 (x+ l)(x + 1) 
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21. /(*) = 3(* - f)(x + 2 ì)(jc - 20 7. 

23. /(x) = 5(x - f)(x + 1 - /)(x +l + i) 

25. /(x) = (x - 3)(x + 3)(x - 1 + 20(x - 1 - li) 

27. /(x) = (x - 2)(x - 1 )(x + 3) 2 = x 4 + 3x 3 - 7X 2 - 15x + 18 
29. /(x) = x 5 - 6x 4 + 10x 3 
31. /(x) = x 2 - 2x + 37 

33. 0 es una rafz simple; | es una rafz de multiplicidad 2; j es una 
rafz de multiplicidad 3 

35. —| es una rafz de multiplicidad 2; § es una rafz de multiplicidad 2 
37. k = — 36;/(x) = 2(x - 3)(x + 1 - V5f)(x + 1 + V5(j 
39. /(x) = -i(x - 4)(x + 2) 2 

11. 


Ejercicios 6.4, pàgina 295 

1. § 3. 3 5. | (multiplicidad 2) 

7. no hay rafces racionales 9. | 

11. 0, 1 13. -3,0,2 15. | 

17. —j 19. —^(multiplicidad 2); 3 (multiplicidad 2) 

21. 1, -ì - jV5, -§ + èV5; 

/(x) = (8x - 3)(x + \ + IV5)(x + | - 3 V 5 ) 

23. f, -Vi, Vi-, 

f(x) = (5x - 4)(2x - 5)(x + V2)(x - Vi) 

25. -4, -1, 1 , -VS, V5; 15. 

/(x) = (x + 4)(x + l)(x — l)(x + V 5 )(x - V5) 

27. 0 , 1,3, -1 - Vi, -1 + V 2 ; 

/(x) = 4x(x - l)(x - 3)(x + 1 + V2)(x + 1 - Vi) 

29. -1, \ (multiplicidad 2);/(x) = (x + l)(4x - l) 2 (x 2 - 2x + 3) 
31. 4 

33. 4, 2 , —2 — V3, —2 + Vi 
35. 1 ( multiplicidad 3 ) 

37. /(x) = 3x 4 - x 3 - 39X 2 + 49x - 12 
39. /(x) = 4 (x- l)(x — 2)(x — 3) 

41. 3 in. o \{l - V33) « 0.63 in. 

19. 

Ejercicios 6.5, pàgina 298 

1. -1.531 3. -1.314 

5. 1.611; 3.820 7. -1.141; 1.141 

9. 1.730 in. 


Ejercicios 6.6, pàgina 310 


X 

3.1 

3.01 

3.001 

3.0001 

3.00001 

/(x) 

62 

602 

6 002 

60 002 

600 002 

X 

2.9 

2.99 

2.999 

2.9999 

2.99999 

/(x) 

-58 

-598 

-5 998 

-59 998 

-599 998 

Asfntotas: 

x = 2 y = 0 

5. Asfntotas: x = 

-1 ,y= 1 


Intersecciones: (0, — 2 ) Intersecciones: (0, 0) 



Asfntotas: x = —§, y = 2 9. 

Intersecciones: ( 3 , 0), (0, —3) 



Asfntotas: x = l,y = 0 13. 

Intersecciones: ( 0 , 1 ) 



Asfntotas: x = 1, 17. 

x — 1 , y — 0 

Intersecciones: ( 0 , 0 ) 



Asfntotas: x = 0, 21. 

y = -1 

Intersecciones: (— 1 , 0 ), ( 1 , 0 ) 


Asfntotas: x = — 1 ,y = —1 
Intersecciones: ( 1 , 0 ), ( 0 , 1 ) 



Asfntotas: x = 0, y = 0 
Intersecciones: ninguno 



Asfntotas: x = 0, 
x = 2 , y = 0 
Intersecciones: ninguno 



Asfntotas: x = 1 ,y = —2 
Intersecciones (—2, 0), (2, 0), 
(0,8) 



Asfntotas: x = 0, 
y = x 

Intersecciones: ( — 3, 0), (3, 0) 


. J 

\ 

1 




Al 


! - 


25. Asfntotas: x = —2, 
y = x — 2 

Intersecciones: (0, 0) 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 7 


27. Aslntotas: x = 1, 29. Aslntotas: x = 1, 

y = x — 1 x = 0, y = x + 1 

Intersecciones: (3, 0), (—1,0), (0, 3) Intersecciones: (2, 0) 



35. (-3,-6) 


39. 


3x(x - 3) 

(x + l)(x - 2) 


37. 


y = 


x — 5 
x - 2 


41. Hay un hoyo en la gràfica 43. Hay un hoyo en la gràfica en 
en x = 1 x = — 1 

Intersecciones: (—1, 0), (0, 1) Intersecciones: ninguno 




45. R —*■ 5 cuando r —> °° 



47. /(x) —> oo cuando x —> 0 + ; 
/(x) —» oo cuando x —> 100 



Capftulo 6. Ejercicios de repaso, pàgina 313 


A. 1. verdadero 
5. verdadero 
9. verdadero 
13. falso 
17. verdadero 


3. verdadero 
7. verdadero 
11. falso 
15. falso 


B. 1. (1,0); (0,0), (5,0) 
5. k = \ 

9 ■ y=~\ 


C. 1. 3x 3 - \x + 


—\x + 5 
Zx 2 - 1 


3. /(x) = x 4 
7. x = 1, x = 4 
11 . n = 0 , n = 1 , n = 2 


3. 


7x 3 + 14.X 2 + 22x + 53 + 


109 

x — 2 


5. 

9. 


r=/(-3) = -198 
±1, ±3, ±5, ±15, ±i 


7. n entero positivo impar 

+ | +5 +M +1 +5 +5 +15 
— 2> — 2 ’ — 2 ’ —4' —4’ —4> — 4 ’ 


+ 1 +1 +5 +15 
— 8 ’ ~ 8 ’ _ 8 ’ — 8 

11. /(x) = (x - 2)(x - l + |V3 i)(x - l - jV3 i) 
13. k = ~f 15. k = l 

17. /(x) = 3x 2 (x + 2) 2 (x - 1) 19. (f) 

21. (d) 23. (h) 

25. (c) 27. (b) 


29. y = 0,x = —4, x = 2, (-2,0), (0, - ^), 



Ejercicios 7.1, pàgina 323 

1. (0, 1); y ~ 0; decreciente 



5. (0, 2); y = 0; credente 




17. (5,oo) 

21. x > 4 



3. (0, — 1); y = 0; decreciente 



7. (0, — 4); y = — 5; credente 



11. (0, -1 + <± 3 );y = -1; 

credente 



23. x < 2 
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33. 




Ejercicios 7.2, pàgina 329 


1. 

2 — l°g42 

3. 

4 = 

log 10 10 000 

5. 

<o 

II 

O 

crq 

7. 

2 7 = 

128 

9. 

oo 

II 

00 

% 

11. 

b v = 

u 

13. 

-1 

15. 

3 


17. 

e 

19. 

36 


21. 

1 

7 

23. 

/(*) 

= log 7 x 

25. 

(0, 00); (1,0), X = 0 

27. 

(-CX 

>, 0); (-1,0), x 






41. el intervalo (—3, 3) 
45. In (x 2 - 2) 

49. 0.3011 
53. 0.3495 
57. -0.0969 


43. log 10 50 
47. In 1 = 0 
51. 1.8063 
55. 0.2007 
59. 1.6609 


61. lny = lOlnx + |ln(x 2 + 5) - |ln(8jc 3 + 2) 
63. lny = Sli^x 3 — 3) + 81n(x 4 + 3x 2 +1) 

—jlnx — 91n(7x + 5) 


Ejercicios 7.3, pàgina 336 


1 . 

2 

3. 

2 

5. 

1.0802 

7. 

2 

9. 

3 

11 . 

0.3495 

13. 

2.7712 

15. 

±4 

17. 

±3 

19. 

-0.8782 

21. 

32 

23. 

45 

25. 

±h 

27. 

81 

29. 

3 

2 

31. 

100 

33. 

2, 8 

35. 

1 

37. 

4 

39. 

7 

2 

41. 

0,2 

43. 

1, 16 

45. 

log 5 (l + V2) 

ln(l + V2) 

In 5 


47. 

e ~ 2 , e 

49. 

0 


51. (-3,0) 

53. (1 + si, 0) « (1.7925,0) 

55. (-3,0), (-2,0), (0,0) 

57. aproximadamente —0.6606 
59. aproximadamente —0.4481,1.5468 




33. 

35. /(x) = 


1 < x < 0 

In x. 


x > 0 
ln(— x), x < 0’ 


1,0), (1,0), x = 0 




Ejercicios 7.4, pàgina 345 

1. (a) P(t) = P 0 e 0 ' 3466 ' (b) 5.66 P 0 (c) 8.64 h 

3. 2 344 5. 201 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 8 


(c) 2 000 


9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 

33. 

35. 

37. 

41. 

45. 

49. 

53. 

55. 

57. 


(a) 82 


(b) 8.53 dlas 



A(t) = 200e~°' 005077 '; 177 mg 
aproximadamente 100 g, 50 g, 25 g 
aproximadamente k = —0.08664; 34.58 dlas 
0.6730 A„; 0.2264 A 0 
Aproximadamente 16 253 anos 
Aproximadamente 92% 

(a) 220.2° F (b) 9.2minutos (c) 80° F 
8.74 minutos 

Aproximadamente 1.6 horas 
$4 851 651.95; $2.35 X IO 15 
$3 080.37 en interés 
(a) 6 dlas (b) 19.84% 



aproximadamente 25 veces mas fuerte 

5.5 39. 6 

7.6 43. 5 X 10~ 4 

2.5 X 10~ 7 47. 10 veces mas àcida 

158.5 veces mas àcida 51. 5.62 X IO 25 ergs 

10~ 2 watts/cm 2 

65 dB 

(a) 2.46 mm (b) 0.79 mm, 0.19 mm (c) 7.7 X 10~ 6 mL 


Ejercicios 7.5, pàgina 351 


7. (a) 


XI3 

2 


(b) 


-3 

Vl3’ 


Vl3 2 
3 ’ VI3’ 


2 

3 


Capitulo 7. Ejercicios de repaso, pàgina 352 


A. 

1. verdadero 

3. 

verdadero 

5. 

verdadero 

7. 

falso 

9. 

verdadero 

11. 

falso 

13. 

verdadero 





B. 

1. (0, 5); y = 

6 


3. 

(-3, 0); x 

5. 

-1 



7. 

1 000 

9. 

6 



11. 

i 

9 

13. 

3 



15. 

3 + e 

17. 

-7.8577 



19. 

64 

21. 

8 






C. 1. log 5 0.2 = -1 

5. -2 

9. 1 - log 2 7 = 1 - 

13. m = ——ln(P/S) 
r 


In 7 
In 2 


3. 9 1 ' 5 = 27 

7 — - 

11. -2 + In6 



3 1 ^ h - 3 

17. C, D, A, B 19. - 

h 

21. (Zi) 23. (tv) 

25. (Zìi) 

27. desplazamiento hacia arriba de una unidad 
29. f(x) = SeH 1 " 5 )* = 5e-° 26&2x 31. f(x) = 5 + (|)* 

33. Después de duplicarse se necesitan 9 horas para volverse 
a duplicar. Dicho de otro modo, se requieren 18 horas 
para que la población cuadruplique su tamano originai. 
35. 0.0625A 0 o 6\% de la cantidad inicial A 0 
37. 4.3% 

39. x = — [In b — ln(lnrz — lny)] 

c 


Ejercicios 8.1, pàgina 362 




y ■ 





-''1 

140° 





17. 

21 . 

25. 

29. 

33. 

37. 

41. 

45. 

49. 

53. 


55. 


57. 

59. 

61. 

63. 


10.6547° 

19. 5.17° 

210°46'48" 

23. 30°48 , 36" 

ir/18 

27. 77/4 

377/2 

31. -2377/18 

40° 

35. 120° 

225° 

39. 177.62° 

155° 

O 

O 

ri 

-t 

-205° 

47. 777/4 

1.377 

51. 277 4 ~ 2.28 

— 77/4 

(a) 41.75° 

(b) 131.75° 

(a) E1 àngulo dado es mayor a 90°. (b) 81.6° 

(a) 77/4 

(b) 377/4 

(a) E1 àngulo dado es 

mayor que 77 / 2 . (b) 77/3 

(a) 216°; 1.2 t7 

(b) -1 845°;-10.2577 


65. Porque la aguja de la hora se mueve en sentido dextrógitro: 
-60°, -77/3 

67. (a) 16 h (b) 2h 

69. (a) 9 (b) 15 

71. (a) 1.5 (b) 85.94° 

75. (a) 0.000072921 rad/s (b) 3.074641 km/s 


77. 1.15 millas terrestres 


RESP-20 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NÙMERO IMPAR 
























79. (a) 377 rad/s (b) 30077 cm/s 

81. (a) 711.1 rev/min (b) 4 468 rad/min 

Ejercicios 8.2, pàgina 369 

1. sentì = y costì = tantì = f, cottì = §, sectì = f, csctì = f 
3. sentì = 4P> costì = yy, tantì = 3, cottì = 
sectì = VTO, csctì = 

5. sentì = §, costì = 4p, tantì = 4r> cottì = 4r> 
sectì = yy, csctì = | 

7. sentì = costì = yy tantì = yy cottì = 2V2, 
sectì = yy, csctì = 3 

y x y x 

9. sen 9 = — , cos 6 = — . , tan# = —, cot 6 = —, 

V^ + y 2 Vx 2 + / x y 

Vx 2 + y 2 Vx 2 + y 2 

sectì =-, csctì =- 

x y 

11. tantì = §, cottì = |, sectì = yy csctì = y^ 

13. tantì = , cottì = sectì = csctì = \ 

15. costì = ygy cottì = 8, sectì = yy, csctì = V65 
17. sentì = costì = f, tantì = f, cottì = f 
19. sentì = Pp, tantì = 2V2, cottì = P, sectì = 3 
21 . costì = P tantì = y, cottì = p, sectì = y, csctì = j§ 

23. sentì = j, costì = yy tantì = yy cottì = V3, csctì = 2 

25. sentì = 4p, costì = 4P- cottì = f, sectì = 4P, csctì = PP 

27. sentì = 4®, costì = §, tantì = 4P, cottì = 4P, csctì = 4P 


29. 

HV6- 

V2) 

31. 

V2 - 1 

33. 

3 

35. 2 

37. 

-1 

39. 

0 

41. 5 

43. 

1 

45. 

1 

47. \ 

49. 

V3 

51. 

2VI 

3 

53. j 




Ejercicios 8.3, pàgina 374 

1. tan45° = 1, cot45° = 1, sec45° = V2,csc45° = V2 

3. 1 5_ 2 1. — 

9. 18 11. ((V6 + V2) 

13. 9V3 15. 0 17. 2V2 

19. | 21. 2 - V3 

23. sen 17° = 0.2924, cos 17° = 0.9563, tan 17° = 0.3057, 
cot 17° = 3.2709, sec 17° = 1.0457, esc 17° = 3.4203 
25. sen 14.3° = 0.2470, cos 14.3° = 0.9690, tan 14.3° = 0.2549, 
cot 14.3° = 3.9232, sec 14.3° = 1.0320, esc 14.3° = 4.0486 
27. sen71.50417° = 0.9483, cos71.50417° = 0.3172, 
tan71.50417° = 2.9894, cot71.50417° = 0.3345, 
sec71.50417° = 3.1522, csc71.50417° = 1.0545 
29. senf = 0.5878,cosf = 0.8090,tan? = 0.7265, 
colf = 1.3764, secf = 1.2361, esef = 1.7013 
31. sen0.6725 = 0.6229, cos0.6725 = 0.7823, 
tanO.6725 = 0.7963, cotO.6725 = 1.2558, 
sec 0.6725 = 1.2783, esc 0.6725 = 1.6053 

Ejercicios 8.4, pàgina 383 

1. sentì = 5 , costì = |, tantì = 3 , csctì = f, sectì = §, cottì = | 
3. sentì = — j|, costì = y, tantì = —y, csctì = — j§, 
sectì = y, cottì = —y 


5. sentì = 1, costì = 0, tantì no està definida, csctì = 1, sectì 
no està definida, cot tì = 0 

7. sentì = costì = -pp, tantì = -f, csctì = 4P, 
sectì = —yp cottì = —3 

9. sentì = —yy costì = —yy tantì = yy csctì = — V3, 

sectì = —yy cottì = V2 

11. Ili 13. II 

15. I 17. II 

19. costì = —yy tantì = —yy, csctì = 4, sectì = — ———, 
cottì = — Vl5 

21 . sentì = - 4 P, costì = csctì = -p 5 , sectì = -vTÒ, 

cottì = 3 

23. sentì = -y, costì = 4p. tantì = sectì = 4P 1 , 

cottì = —3VTT 

25. costì = p 2 , tantì = —-y, csctì = —5, sectì = yy, 
cottì = — 2 V 6 

27. sentì = 4P- costì = yy, csctì = 4P, sectì = V65, cottì = g 

29 

31. sentì = ±yy costì = ±4® 

33. costì = —y sentì = ±4y 


d (radianes) 

6 (grados) 

seno d 

coseno 6 

tantì 

0° 

0 

0 

i 

0 

30° 

7T 

1 

V3 

V3 

6 

2 

2 

3 

45° 

7T 

V2 

V2 

1 

4 

2 

2 

60° 

3 

V3 

2 

1 

2 

V3 

90° 

2 

i 

0 

— 

120° 

2t r 

3 

V3 

2 

1 

2 

-V3 

135° 

37 T 

4 

V2 

2 

V2 

2 

-1 

150° 

5tt 

1 

V3 

V3 

6 

2 

2 

3 

180° 

7 T 

0 

-1 

0 

210° 

7tt 

6 

1 

2 

V3 

2 

V3 

3 

225° 

5t t 

4 

V2 

2 

V2 

2 

ì 

240° 

4t t 

3 

V3 

2 

1 

2 

V3 

270° 

3t r 

2 

-1 

0 

— 

300° 

5tt 

3 

V3 

2 

1 

2 

-V3 

315° 

7ir 

4 

V2 

2 

V2 

2 

-1 

330° 

1177 

1 

V3 

V3 

6 

2 

2 

3 

360° 

277 

0 

1 

0 


37. 

-1 

39. 

V3 

41. 

V3 

2 

43. 

-2 

45. 

-2 

47. 

ì 

2 

49. 

1 

51. 

no definido 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 9 


53. 60°, 240° 

57. 270° 

61. 377/4, 5tj-/ 4 
65. 4.81 m 

67. (a) 978.0309 cm/s 2 
(c) 980.61796 cm/s 2 


55. 135°, 225° 

59. 0,77 

63. 577 / 6 , 1177/6 

(b) 983.21642 cm/s 2 


Capìtulo 8. Ejercicios de repaso, pàgina 386 


A. 1. verdadero 
7. verdadero 


B. 1. 57° 

7 - 


3. falso 5. falso 

9. verdadero 

3. en dirección levogira 
9. 77/3 


5. 2 


C. 




5. —277/3 
9. 20° 

13. 70°30' 


7. 0.27tt 
11. 131.78° 
15. 177°37'1" 


19. send = yp, cos 0 = — -y, tand = — 2, cotd = 


:d = — V5, escd = ^ 


21 . send = 


3V34 n 

— 54 -, cosd = 
V 34 


5 V 34 , a _ 3 , a _ 5 
24 ; tan 0 5 , coté» 2 ? 

va 


23. 


secd = —y, cscd = — 
send = —yp, tand = 4V3, cotd = yy, sec d = —7 


cscd = — 
25. send = — 


7V3 


V26 


cosd = 


5V26 


tand = — 3 , secd = 5 


V26 


:d = -V26 


27. send = — 7 , cosd = —pr^, tand = yy, cotd = 4V3, 


Secd = —yy 

29. send = ±^r,cosd = 
cscd = ±Vl7 

31. t 2 

35. 45°, 135° 

39. 77/3,277/3 


tand = — 4 , secd = -F 


33. -1 

37. 120°, 240° 

41. 377/4,777/4 


VI7 
4 » 


Ejercicios 9.1, pàgina 396 

V3 


i- (b) -è) 

fi V3\ 

U» 


5. (b) (i -¥) 

9. (b) (0.2675,0.9636) 

13. (b) (0.9833, -0.1822) 

17. ì 

21 . -1 

25. sen t es de periodicidad 277 
29. cos t es una función par 


33. 


3. (b) (0.-1) 

7- (b) (f,|) 

11. (b) (0.6084, -0.7937) 

15. (b) (-0.8569,-0.5155) 

19. V 2 2 
23. -1 

27. sen f es una función impar 

31- 
35. 


Ejercicios 9.2, pàgina 404 




9. y = 1 — 3 cosx 11. (n, 0), donde n es un nùmero entero 
13. ((2 n + 1)77, 0), donde n es un nùmero entero 
15. (77/4 + « 77 , 0), donde n es un nùmero entero 
17. ( 77 / 2 , 0); ( 77/2 + 2/177, 0), donde n es un nùmero entero 


19. y = 3sen2x 

23. y = — sen77.r 

25. amplitud: 4; periodo: 2 


21. y = 3C 


27. amplitud: 3; periodo: 1 


17. 445°, 805°, —275°, —635° (Nota: puede haber otras respuestas.) 




29. amplitud: 4; periodo: 277 31. amplitud: 1 ; periodo: 377 




33. amplitud: 1; periodo: 277; 
cambio de fase: 77/6 


35. amplitud: 1 ; periodo: 277; 
cambio de fase: 77/6 




37. amplitud: 4; periodo: 77 ; 
cambio de fase: 377/4 


39. amplitud: 3; periodo: 477; 
cambio de fase: 277/3 


|V2 - V2 

37. -Wl + V 2 

39. t = 7r/4 + 2/177, t = 377/4 + 2/777, donde n es un numero entero 
41. t = (2/1 + 1 )77, donde n es un nùmero entero 
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41. amplitud: 4; periodo: 6; 43. y = —5 + 3cos[ 6x + 

cambio de fase: 1 








27. periodo: n/2; 

(2n + 1 \ 

mtersecciones x: - ir, 0 , 

V 4 ) 

donde n es un entero; 
asfntotas: x = mr/2, n es un entero; 


29. periodo: 2ir; 

intersecciones x: I-h 2 mr, 0 I, 

\ 2 ' 

donde n es un entero; 

3 7T 

asmtotas: x = -h 2nn, n es un entero; 

2 




51. 


53. 



Ejercicios 9.3, pàgina 413 
1 . 



31. periodo: 1; 

intersecciones x: (J + n, 0), 
donde n es un entero; 
asfntotas :x = n, ne s un entero; 


33. periodo: 2ir; 

2n + 1 

asfntotas: x = - ir, n es un entero; 


X 

2tt 

3 

3tt 

4 

57T 

6 

77 

Tir 

6 

5tt 

4 

477 

3 

3tt 

2 

577 

3 

777 

4 

1177 

6 

277 

tanx 

-V3 

-1 

l 

V3 

0 

1 

1 

V3 

- 

- V3 

-l 

1 

V3 

0 

cotx 

1 

V3 

-1 

— V3 

- 

V3 

1 

1 

V3 

0 

1 

V3 

-l 

— V3 

- 


3. V3 
7. -2/V3 

11 . —2 
15. —2 


5. no definido 

9. -1 

13. no definido 

17. V2 


35. periodo: 2; 

asfntotas: x = n, n es un entero; 


19. cotx = — 2 , secx = — V5, cosx = — senx = cscx = 2 5 
21 . senx = cosx = tanx = cotx = secx = ^ 

23. tanx = 3, cotx = j, secx = ±VI0, cscx = 


y, 

4- 


|| 

3- 


! 

2- 


! 

1 


il 

-1 

1 ’l 

. 4 

1 > 

1 

-2- 


1 

1 

-3- 


\ 1 

-4- 


i 



4-- 

2 - 

l- 


-1 

-2 

-3 

-4 


u 


3 2 
2 


A 


l 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 9 


37. periodo: 2-77/3; 

asmtotas: x = (177/3, n es un entero; 


39. periodo: 7r; 


2n - 1 

asmtotas: x = - 77, n es un entero; 




35. 


Vi -X 2 


41. cotx = — tan[ x — — 


Ejercicios 9.4, pàgina 421 

1. a sentì 
5. tan 0 

9. ^(1 + V3) 

13. ^(1 + V3) 

17. ^(1 - V3) 

21. -^(1 + V3) 

25. ^(1 - V3) 

29. -^(l + V3) 


3. a tan 8 
^cos0 

V2 

4 


7. 

11 . 

15. 

19. 

23. 

27. 

31. 


(1 + V3) 
2 + V3 
¥(Vi - i) 
-2 + V3 
^(V3 + 1) 
sen 2/3 


33. cos 

; 

35. (a) | 
37. (a) | 
39. (a) 

W- 


2tt 


119 

169 


(b) 
(b) | 
(b) 


(O 
(c) ' 
(c) 


41 


45. 


V3 


V2 - V2 


43. 

47. 


-2 


49. (a) 


2Vl3 

13 


(b) 


3 Vl3 
13 


V2 - V3 


(c) 1 


51. 

(a) — V(5 

- V5)/10 

(b) 

V (5 + 


(c) -V^T 

+ V5)/2 



53. 

(a)^P 

(b)f 

(c) 

V5 

5 

55. 

(a) -|(VT0 + 1) 

(b) 

KV5- 


(c) |(1 - VIÒ) 

(d) 

g(V5 + 

57. 

2\/2 + V3 

« 3.86 



Ejercicios 9.5, 

pàgina 430 



1. 

0 

3. 77 

5. 

77/3 

7. 

— 77/3 

9. 77/4 

11. 

— 77/6 

13. 

— 77/4 

15. | 

17. 

-V5/2 

19. 

V5/5 

21. f 

23. 

1 

5 

25. 

1.2 

27. 77 /I 6 

29. 

0 


4V2) 




49. dominio: (—<», 00 ); 
rango: (0,-77) 


51. dominio: (— 00 ,—1] U [1, °°); 
rango: [0, tt/2) U (tt/2, 77 ] 




53. (a) xen( — 00 , 00 ) 


(b) xen (0, 77 ) 


4 


77 

277 

120 

1 . 

X =- b 2(777 O X = 

— 

119 


3 

3 

V2 + V2 

3. 

77 

JC =-h 2ft77 OI = 

777 


4 

4 

z 


577 



55. (a) xen( — — 1] U [1, °°) (b) xen [0,77/2) U ( 77 / 2 , 77 ] 

59. 0.9273 61. -0.7297 

63. 2.5559 65. 19.9°, 70.1° 

67. 5.76° 69. </; = 0.5404 radianes = 31° 

Ejercicios 9.6, pàgina 438 

+ 2(777, donde n es un numero entero 
+ 27777, donde n es un numero entero 


5. x = 


+ 7777, donde n es un nùmero entero 


7. 

9. 

11. 

13. 

15. 

17. 

19. 

21 . 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 


33. x = 


+ 2(777, donde n es un nùmero entero 


x = 77 + 2(177 = (2(7 + 1)77, donde n es un nùmero entero 
x = (777, donde n es un nùmero entero 

377 

X = - 

2 

8 = 60° + 360° (7,0 = 120° + 360° (7, donde (7 es un nùmero entero 
8 = 135° + 180° (7, donde n es un nùmero entero 

8 = 120° + 360° (7,0 = 240° + 360° n, donde ri es un nùmero 
entero 

x = (777, donde n es un nùmero entero 
sin soluciones 

0 = 120° + 360° (7,0 = 240° + 360° (7, donde (7 es un nùmero 
entero 

0 = 90° + 180° (7,0 = 135° + 180° (7, donde n es un nùmero entero 

77 

x =-b (177, donde n es un nùmero entero 

2 

0 = 10° + 120° (7,0 = 50° + 120° (7, donde (7 es un nùmero entero 
77 

x =-1- 2(777, donde n es un nùmero entero 

2 

2-77 477 

x = (777, x =-H 2(777, x =-b 2(777, donde (7 es un nùmero 

3 3 

entero 
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35. 8 = 30° + 360° n, 8 = 150° + 360° n,8 = 270° + 360° n, 
donde n es un nùmero entero 

77 

37. x =- V nir, donde n es un nùmero entero 

2 

39. x = mr , donde n es un nùmero entero 

77 


41. 0 = 2/Z77, 0 = 


43. x =-h 2/(77, x = 

6 6 


2/nr, donde « es un nùmero entero 
577 


2/177, donde zt es un numero entero 


45. 8 = 90° + 180° n,8 = 360° zi, donde zi es un nùmero entero 
47. ( 77 / 3 , 0), (277/3,0), ( 77 , 0) 

49. (3, 0), (f, 0), (y, 0) 

51. ( 77 , 0), (277, 0), (377,0) 

53. ( 77 / 3 , 0), ( 77 , 0), (577/3, 0) 

55. La ecuación tiene infinidad 57. La ecuación tiene infinidad 


de soluciones. 


y = tan x 



de soluciones. 

y = cot x 



59. 1.37,1.82 61. -1.02,0.55 

63. 0.58, 1.57, 1.81 65. 30°, 150° 

67. 60° 

69. t = jjo(g + zi), donde zi es un nùmero entero 

71. (a) 36.93 millones de kilómetros cuadrados 
(b) w = 31 semanas (c) Agosto 


Capitalo 9. Ejercicios de repaso, pàgina 440 


A. 1. falso 
9. verdadero 
17. falso 


B. 1. 


2 V 5 


3. verdadero 
11. verdadero 
19. verdadero 

3. 6 

11. (5, 0) 


5. verdadero 
13. verdadero 


9. 77/5 

13. V(3 - V2)/6, —V(3 + V2)/6, - 


5. 477/3 

2Vl4 


7. verdadero 
15. falso 

7. 10 

5 

9 


C. 

1. amplitud: 5; periodo: 277 


17. 0 19. % 

21. \/1 — x 2 23. 6sen (77^/2); —6sen (77 .y/2) 

25. 3sen(4x — 77 ); —3sen(4x + 77 ) 

27. y = — senx, y = cos(x + 77/2) 

29. y = 1 + jsen(x + 77 / 2 ), y = 1 + jcosx 

Ejercicios 10.1, pàgina 445 

1. b = 2.04, c = 4.49 
3. a = 11.71, c = 14.19 
5. a = 60°, P = 30°, a = 2.6 
7. a = 21.8°, p = 68.2°, c = 10.8 
9. a = 48.6°, p = 41.4°, b = 7.9 
11. a = 8.5, c = 21.7 

Ejercicios 10.2, pàgina 449 

1. 52.1 m 3. 66.4 ft 

5. 409.7 ft 7. altura: 15.5 ft; distancia: 12.6 ft 

9. 8.7° 11. 34 157 ft « 6.5 mi 

13. 20.2 ft 15. 6 617 ft 

17. Si, ya que la altitud de la tormenta es de aproximadamente 
6.3 km 

21. 227 100 mi 23. h = - 

cot a + cot/3 

25. La altura es aproximadamente 1.35; el àrea es aproxima¬ 
damente 4.8 
27. h{8) = 1.25tan 8 

( 1\ f ì\ 

29. 8(x) = arctanl — I — arctan) — ), donde x se mide 


2x 


en metros 


Ejercicios 10.3, pàgina 456 


3. amplitud: 10; periodo: 277/3; 
cambio de fase: 77/6 




5. 77 / 2 , 77 
9. 77/4 

13. 277/3 


7. 77 / 6 , 577 / 6 , 777 / 6 , 1177/6 
11. -0.68, 0.92 

15. ^ 


1. 

y 

= 80°, a = 20 

.16, c = 20.16 

3. 

a 

= 92°, b = 3.01, c = 3.89 


5. 

a 

= 79.61°, y = 

28.39°, a = 

12.41 

7. 

sin solución 



9. 

a 

= 24.46°, p = 

140.54°, b -- 

= 12.28; 


a 

= 155.54°, p : 

= 9.46°, b = 

3.18 

11. 

sin solución 



13. 

a 

= 45.58°, y = 

104.42°, c = 

= 13.56; 


a 

= 134.42°, y - 

= 15.58°, c = 

= 3.76 

15. 

sin solución 


17. 15.80 

19. 

9.' 

07 m 


21. 10.35 

23. 

8. 

81° 



Ejercicios 10.4, pàgina 460 


1. 

a 

= 37.59°, p = 

77.41°, c = 

7.43 

3. 

a 

= 52.62°, p = 

83.33°, y = 

44.05° 

5. 

a 

= 25°, P = 5 1 

'.67°, c = 7.04 

7. 

a 

= 76.45°, p = 

57.10°, y = 

46.45° 

9. 

a 

= 27.66°, p = 

40.54°, y = 

111.80° 

11. 

a 

= 36.87°, p = 

53.13°, y = 

90° 

13. 

a 

= 26.38°, p = 

36.34°, y = 

117.28° 

15. 

p 

= 10.24°, y = 

147.76°, a = 

= 6.32 

17. 

35.94 millas nàuticas 


19. 

(a) S33.66°0 

(b) S2.82°E 


21 . 

a 

= 119.45°, p - 

= 67.98° 


23. 

9] 

.11, 176.18 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 10 


Ejercicios 10.5, pàgina 466 

1. y = V2sen(77x + 377/4); amplitud: V2; periodo: 2; 
cambio de fase: un ciclo de la gràfica es: 



3. y = 2sen (2x + tt/6) \ amplitud: 2; periodo: 77; 
cambio de fase: 7r/12; un ciclo de la gràfica es: 



5. y = sen (x + 577/4); amplitud: 1; periodo: 277; 
cambio de fase: 577/4; un ciclo de la gràfica es 


7 . 

9 . 

11. 

13 . 



de pie; 

periodo: 77 segundos; frecuencia: 1/77 eidos por segundo 


y = 


-y^sen (4f + 4.2487); amplitud: ^ de pie; 


periodo: 7r/2 segundos; frecuencia: 2/77ciclos 
por segundo 


yo — 4 • 


v 0 — 2 


I(t) = / O sen(o)f + 0 + <f>) 


Ejercicios 10.6, pàgina 471 


1. 7i = 

2 — 5i 3. 7i + 

z 2 = 3 - i 

y 

y ‘ 



- »Zl 




: . z i 



•(3,-1) 



. z 2 


- • (2, -5) 



5 . Zi + Z 2 = 6 + 2i 


7 . ZiZ 2 = -2-2i 


( 6 , 2 ) 

1——I—I—I—1—1—I-► X 

^7 2 

•Zi 


H—1—I—1- 


(- 2 ,- 2 ) -- 


-H^x 


— *z 2 


9 . — = 2i 

z 2 
y 


11. r= 1,0 = 


577 


( 0 , 2 ) .71 

llll> 


-- »z 2 


13 . 

17 . 

21 . 

25 . 

27 . 

29 . 

31 . 

33 . 

37 . 

41 . 

43 . 


45 . 

47 . 

49 . 

51 . 


3V2, 0 = 289.47° 

15 . 

vlo 

7= 4 ,e = 

r- TT 

3 V2, e = — 

4 

19 . 

77 

;• = 2, e = - 
6 

V5, e = 333.43° 

23 . 

,( 377 

z — 4 cos— 

V 2 


+ isen- 


3l7 


Z = 10 ( cos - 1 - isen — 

6 6 

Z = V29 (cos 111.8° + isen 111.8°) 
z = V34(cos 300.96° + isen 300.96°) 

7 = 2V2^cos^ + isen^ 

1 + i 35 . —5V3 - 5 i 

V3 + i 39 . \ — |V3i 

|V5 + |V5i 

/-( 377 377^ 

7i 7 2 = 18V2[ cos-— V isen- 


7^ _ V2 

Z2 4 
Z1Z2 = 


77 77 

cos-H isen — 

4 4 


/ 77 

. ^ 

Zi 

_ 1/ 

f 77 

. ^ 

1 COS — 

+ ; sen — 



COS — 

+ ; sen — 

V 2 

2 ) 

’ 5 

2\ 

^ 6 

(>) 


COS 

2377 
- + 

isen 

577 

12 

577\ 

— 

+ isen 

— 

12 


12/ 


Zi = V2 

Z2 5 

7i7 2 = 2V3( cos— + isen — 


12 


12 


Zi r-( 777 777 

— = V3 cos-1- ( sen— 


Z2 


12 


12 


77 77 

7iZ 2 = 121 cos-h isen — 


7] 3 / 377 
— = — I cos — 

z 2 4 V 8 


377 


= 3.3461 + 0.8966Ì, 
= -0.4483 + 1.6730Ì 
11.0866 + 4.5922 i, 
0.2870 + 0.6929; 


Ejercicios 10.7, pàgina 475 

1 . -1 3 . 2V2 + 2V2i 

5 . -fV3 -fi 

7 . aproximadamente 19.5543 + 123.4610 i 
9 . aproximadamente 26.5099 + 19.2605;' 

11 . -16; 13 . -1 

15 . —8i 17 . -64 

19 . -16V3+16;' 21 . -16V2 

23 . -7 - 24i 25 . 1 + V3i, -2, 1 - V3i 

27 . 0.9239 + 0.3827;', -0.3827 + 0.9239;', 

-0.9239 - 0.3827;', 0.3827 - 0.9239;' 

29 . ^2 (ì + ìV3i), ^2 HV3 +ìi), 
jV3i), </2 (|V3 - y) 

31 . ^2(0.9239 + 0.3827i), </l{ -0.9239 - 0.3827Ì) 

33 . 1.9754 + 0.3129;', 0.7167 + 1.8672;', -1.2586 + 1.5543;', 
-1.9754 - 0.3129;', -0.7167 - 1.8672;', 1.2586 - 1.5543;' 
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35. 1, | + |V3i, + |V3 i, jV3ì. 5 - jV3ì 



37. n = 8k,k= 1, 2, 3,... ; n = 2 + 8*, A: = 0, 1, 2,... ; 

7i = 5 + 8/t, fe = 0, 1, 2, . . . ; n = 1 + 8/t, k = 0, 1, 2, . . . 
39. |V2 + |V2/, |V2 - |V2i, 

+ |V2i, ~1V2 - |V2i 
41. -2 + 2V3Ì. 2 - 2V3/ 


Capitalo 10. Ejercicios de repaso, pàgina 477 

A. 1. verdadero 3. verdadero 5. verdadero 

B. 1. Senos 3. Cosenos 5. z = 5(cos7r + isemr) 

7. l(cos5° + /sen5°) 9. 1 

C. 1. y = 80°, a = 5.32, c = 10.48 

3. a = 15.76, j8 = 99.44°, y = 29.56° 

5. 42.61 m 7. 118 ft 

9. (a) 42.35° 11. 16,927.6 km 

13. frente: 18.88°;parte de atràs: 35.12° 15. V(9) = 16Osen20 

17. L{8) = 3csc 9 + 4sec0 
19. V{9) = 360 + 75cote 
21. A(<f>) = lOOcos 4> + 50sen2 4> 

lir ITT 1 tt\ 

23. r = 3 V2, 0 = —, 3 v2\ cos-H tsen — ) 

4 V 4 4 J 

25. r = Vi3, 9 = 123.69°, Vl3(cos 123.69° + tsen 123.69°) 

27. —2 - 2V3i 

,( 19tt 19tt-\ 

29. ZiZ-t = 2V2 cos-h tsen- , 

V 12 12 J 


Zi 

Z2 


V2( 1177 

- COS- 

2 V 12 


+ tsen 



31. -8 + 8/ 

33. 2, 0.6180 + 1.902lt, -1.6180 + 1.1756/, 
-1.6180 - 1.1756/, 0.6180 - 1.9021/ 

35. (x - §V3 ^ 10 (x + |V3 - fi) (x + 3/) 


5. Vèrtice: (0, 0) 
Focosi (0, —4) 
Directriz: y = 4 
Eje: x = 0 



9. Vèrtice: (0, 1) 
Focosi (4, 1) 
Directriz: x = — 4 


Eje: y = 1 



13. Vèrtice: (-5, -6) 
Focosi (—4, —6) 
Directriz: x = — 6 



(y + 6) 2 = 4(x + 5) 


17. Vèrtice: (3, 4) 
Focosi (|, 4) 
Directriz: x = \ 
Eje: y = 4 



Ejercicios 11.1, pàgina 487 


1. Vèrtice: (0, 0) 
Focosi (1,0) 
Directriz: x = — 1 
Eje: y = 0 



3. Vèrtice: (0, 0) 
Focosi (—j, 0) 
Directriz: x = \ 
Eje: y = 0 



21. Vèrtice: (3, 0) 
Focosi (3, —1) 
Directriz: y = 1 
Eje: x = 3 



7. 


11. 


15. 


19. 


23. 


Vèrtice: (0, 0) 

Focosi (0, 7) 

Directriz: y = —7 
Eje: x = 0 

xr = 28y 

i Tm-H4"frtT i > x 


Vèrtice: (—5, — 1) 
Focosi (—5, —2) 
Directriz: y = 0 
Eje: x = -5 



(x + 5) 2 = -4(y + 1) 
Vèrtice: ( — — l) 

Focosi (-§, -il) 
Directriz: y = — 
Eje: x = — | 



(x+f) 2 = ì(y+ 1) 


Vèrtice: (0, 0) 
Focosi (0,1) 
Directriz: y = — 1 
Eje: x = 0 



Vèrtice: (—2, 1) 
Focosi ( — 1, 1) 
Directriz: x = — 3 
Eje: y = 1 



(y - l) 2 = 4(x + 2) 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 11 


25. .x 2 = 28_y 27. } 2 = — 16x 

29. } 2 = lOx 

33. (} - 4) 2 = -12(x - 2) 

37. (y + 3) 2 = 32x 
41. (x - 5) 2 = — 24(y - 1) 

45. (3, 0), (0, —2), (0, —6) 

49. en el foco, a 6 pulgadas del vèrtice 
51. y = -2 53. 27 ft 


13. 


31. 

35. 

39. 

43. 

47. 


(x - 2) = 12} 

(x- l) 2 = 32(} + 3) 
x 2 = ly 
x 2 = |y 

-3V2, 0),(3V2, 0),(0, 9) 


55. 4.5 ft 


57. (a) 8 


15. 


Ejercicios 11.2, pàgina 493 

1. Centro: (0, 0) 

Foco: ( ±4, 0) 

Vértices: (±5, 0) 

Puntos extremo del eje menor: 


(0, ±3) Excentricidad: | 



3. Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ± Vl5) 

Vértices: (0, ± 4) 

Puntos extremo del eje menor: 
(±1,0) Excentricidad: VI5/4 
y > 


A 


\1 


5. Centro: (0, 0) 

Foco: (± V7, 0) 

Vértices: (±4, 0) 

Puntos extremo del eje menor: 
(0, ±3) 

Excentricidad: V7/4 




9. Centro: (1,3) 

Foco: (l ± vT3, 3) 

Vértices: (—6, 3), (8, 3) 
Puntos extremo del eje menor: 
(1,-3), (1,9) 

Excentricidad: VI3/7 


11. Centro: (-5, -2) 

Foco: (-5, -2 ± Vl5) 
Vértices: (—5, —6), (—5, 2) 
Puntos extremo del eje menor: 
(-6, -2), (—4, -2) 
Excentricidad: VI5/4 



17. 


7. Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ±V5) 

Vértices: (0, ±3) 

Puntos extremo del eje menor: 

(± 2 , 0 ) 

Excentricidad: V5/3 


Centro: (0, — |) 

Foco: (0, ± V3) 

Vértices: (0, — §), (0, |) 

Puntos extremo del eje menor: 

(-i.-l).(i.-è) 

Excentricidad: V3/2 


Centro: (1, -2) 

Foco: (l, —2 ± Vó) 

Vértices: (l, —2 ± Vl5) 
Puntos extremo del eje menor: 
(-2, -2), (4, -2) 
Excentricidad: Vf 


Centro: (2,-1) 

Foco: (2, -5), (2, 3) 

Vértices: (2, -6), (2, 4) 
Puntos extremo del eje menor: 

(-1,-1), (5,-D 


19. Centro: (0, —3) 

Foco: (±V6, —3) 

Vértices: (-3, -3), (3, -3) 
Puntos extremo del eje menor: 
(0, -3 ± V3) 

Excentricidad: V6/3 


21 . 

25. 

29. 


37. 

41. 

43. 

45. 

47. 

49. 


x 2 v 2 

— + — = 1 

25 16 

x 2 y 2 

- + -= 1 
1 9 

*^=1 
9 13 

*^=1 
3 12 

(x - l) 2 , (y - 3) 2 


23. 


27. 


x 2 



x 2 , 0- + 2) 2 , 

1 4 _ 



(x-1) 2 (y + 2)2 
9 15 


= 1 



(x - 2) 2 (y + l) 2 

9 25 


= 1 



y 

8 + 9 
(x - l ) 2 
16 

,2 


X 2 

9 

= 1 


Cv + 3) 2 


= 1 


(y + 3) 2 


= 1 


= 1 


x 2 y~ 

3L n + 9 = 1 

35.^ + (^ i ) 2 = i 

16 4 

x 2 (y - 2) 2 

39. — + --= 1 

45 9 


(* + 5)2 (y + 2)2 

1 16 


= 1 51. 


7 16 

La distancia minima es 28.5 millones de millas; la distancia 
mayor es 43.5 millones de millas 
Aproximadamente 0.97 
12 ft 

El trozo de cuerda debe ser de 4 pies de largo. Las tachuelas 
deben colocarse a V7/2 del centro del rectàngulo en el eje 
mayor de la elipse. 

En el eje mayor, a 12 pies de cualquier desde el centro 
de la habitación 

5X 2 - 4 xy + 8v 2 - 24x - 48y = 0 
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Ejercicios 11.3, pàgina 502 

1. Centro: (0,0) 

Foco: (± VdT, 0) 

Vértices: (±4, 0) 

Asmtota: y = ±§x 
Excentricidad: V44/4 



5. Centro: (0, 0) 

Foco: (±2V5, 0) 
Vértices: (±4, 0) 
Asmtota: y = ±\x 
Excentricidad: V5/2 



9. Centro: (5,-1) 

Foco: (5 ± V53, -l) 
Vértices: (3, -1), (7, -1) 
Asmtota: y = — 1 ± \(x — 
Excentricidad: V53/2 


11 . Centro: (0,4) 13 . 

Foco: (0, 4 ± V37) 
Vértices: (0, —2), (0, 10) 
Asmtota: y = 4 ± 6x 
Excentricidad: V37/6 



(y-4) 2 _ x 2 _ 
36 1 


3. Centro: (0, 0) 

Foco: (0, ±V73) 
Vértices: (0, ±8) 
Asmtota: y = ±§x 
Excentricidad: V^3/8 

\\ y ' 

V 

\ .. 

\ / 

\ -- / 

\-~/ 

yy 


w 

ex 

/--\ 

/ -- \ 


--=i 

64 9 

7 . Centro: (0,0) 

Foco: (0, ±2Vó) 
Vértices: (0, ±2V5) 
Asmtota: y = ± V5x 
Excentricidad: \/f 



y2_x* 
20 4 


= I 


\\ 


5) 




/ 


m 


::// 


u-5r o+ ir 


15 . Centro: (-4, 7) 

Foco: (-4, 7 ± VT3) 

Vértices: (—4, 7 ± 2V2) 
Asmtota: y = 1 ± \/|(.r + 4) 
Excentricidad: 


17. Centro: (2, 1) 

Foco: (2 ± VII, 1) 
Vértices:(- — Vó, l) 
Asmtota: y = 1 ± V|(. 
Excentricidad: 


x-2) 


19. Centro: (1,3) 

Foco: (1,3 ± ^V5) 

Vértices: (1,2), (1,4) 
Asmtota: y = 3 ± 2(x — 1) 
Excentricidad: V5/2 


x 2 f 

21 .-— = 1 

9 16 

y 2 x 2 

27 . 1 -— = 1 

25 n 1 

4 4 

x 2 y 2 

33 ; -— = 1 

4 f 

37 (x + l) 2 (y - 2) 2 



(y-3) 2 (x-l) 2 


= 1 




x 2 


23 . 


-=1 

25 . 


4 

12 



x 2 

y 2 


29 . 


- — = 1 

31 . 


x 2 y 2 


64 16 


= 1 


(y + 3) 2 (x 1 ) 2 

35 . --- - --- = 1 

4 5 

x 2 y 2 

= 1 39 .-— = 1 


(y - 3) 2 (x + l) 2 (y - 4) 2 (x - 2) 2 

41. --- - --- = 1 43. —-- - --- = 1 

14 14 

45. (-7, 12) 

47. 7y 2 - 24xy + 24x + 82y + 55 = 0 


4 


49 


Centro: (3, 1) 

Foco: (3 ± V3Ò, l) 

Vértices: (3 ± V5, l) 
Asmtota: y = 1 ± V5(x — 3) 
Excentricidad: Vó 



Ejercicios 11.4, pàgina 508 

1. (4V2, —2V2) 3. 

5. (4 + V3, 1 - 4V3) 7 . (-4, 0) 

9 . aproximadamente (2.31, 6.83) 

11. elipse rotada 45°, 3x' 2 + y' 2 = 8, 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 11 


13. paràbola rotada 45°, y' 2 = 4V2x! 

y 



15. hipérbola rotada aproximadamente 27°, 2x' 2 — 3y' 2 = 6, 



17. elipse, 3(x' + V5) 2 + 8/ 2 = 24 
19. paràbola, (y 1 — l) 2 = — (x' — |) 

21. (a) y' = x' 2 

(b) coordenadas x'y': (0, j); coordenadas xy: ( — j, yy) 

(c) y' = 2x - 2V3y = 1 

23. hipérbola 25. paràbola 27. elipse 


Ejercicios 11.5, pàgina 515 


1. t 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

X 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

y 

3 

2 

2 

5 

2 

3 

7 

2 

4 

9 

2 


intersecciones: (—4, 0), (0, 2); curva: 





15. y = In x, x > 0 



13. x= 1 -2 /,-1 <x< 1 


17. 


16 4 


= 1 




29. (3,0); (0, 1), (0, 3) 

31. E1 segmento de recta entre (xj, y i) y ( x 2 , y 2 )- 
33. x = 95V2f,y = -lót 2 + 95V2f,f > 0; 

(190V2, 190 V2 - 64) » (268.70, 204.70) 
35. x = ±\/r 2 — L 2 sen 2 (f>,y = Lsencf> 


Capitulo 11. Ejercicios de repaso, pàgina 517 


A. 1. verdadero 3. falso 

9. verdadero 11. verdadero 
17. falso 19. falso 

B. 1. y 2 = 20x 
5. (0,0) 

9. (-3,0); (-3, — 1), (—3, 1) 

13. 1 

17. (5,0) 

C. 1. Vèrtice: (0, 3) 

Foco: ( -2,3) 

Directriz: x = 2 


Eje: y = 3 



5. verdadero 7. verdadero 
13. verdadero 15. falso 

3. (x - l) 2 = 8(y + 5) 

7. 1 

11. (0, - V2), (0, V2) 

15. recta 

19. (0, -2), (0, 2) 

3. Vèrtice: (1, 0) 

Foco: (1, —1) 

Directriz: y = 1 



(x - l) 2 = -4v 
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5. (x - l) 2 = 8(y + 5) 

9. Centro: (0,-5) 

Vértices: (0, —10), (0, 0) 
Foco: (0, -5 - V22), 
(0, -5 + V22 ) 



17. Centro: (0,0) 

Vértices: (-1,0), (1,0) 
Foco: ( —V2, 0), (V2, 0) 
Asmtotas: y = ±x 



x 2 ^ _ y_ 

36 28 


7. (x - l) 2 = 3(y - 2) 

11. Centro: (-1,3) 

Vértices: (— 1, 1), (—1, 5) 
Foco: (-1,3 - V3), 

(-1,3 + V3) 


-I—I—l- 


(x + lf + 


x 2 

15. - +(H 

4 

19. Centro: (3,-1) 

Vértices: (2, — 1), (4, — 1) 
Foco: (3 - VTÒ, -1), 

(3 + VTO, -1) 
Asfntotas: 

y + 1 = ±3(x - 3) 



23.-— = 1 

4 16 


5- (-4,-f) 

Se, 




polar 



7. 

(a) 

(2, —577/4) 

(b) 



(c) 

(-2, 777/4) 

(d) 


9. 

(a) 

(4, —577/3) 

(b) 



(c) 

(-4, 477/3) 

(d) 


11 . 

(a) 

(1, -1177/6) 

(b) 



(c) 

(-1, 777/6) 

(d) 


13. 

(- 

V3\ 

4 j 

15. 


17. 

(- 

2 V 2 , - 2 V 2 ) 


= 1 

19. 

(a) 

( 2 V 2 , - 377 / 4 ) 

(b) 


21. 

(a) 

(2, -77/3) 

(b) 

= 1 

23. 

(a) 

(7, 0) 

(b) 


25. 


y 




2 4 Eje 

polar 


27. 


Eje 

polar 


29. 



Eje 

polar 


Ejercicios 12.1, pàgina 525 


1 . 




3. 


(3, n) 


Eje 

polar 


( 4 . 5 ) 


oS 


1 Eje 
polar 



31. 

7 = 5 cscd 

33. 

35. 

r = 2/(1 + costì) 

37. 

39. 

7=1— costì 

41. 

43. 

(x 2 + y 2 ) 3 = 144x 2 y 2 

45. 

47. 

x 2 + y 2 + 5y = 0 

49. 

51. 

3x + 8y = 5 



Ejercicios 12.2, pàgina 534 

1. cfrculo 3. 



(2, 11 77/4) 
(-2, -rr/4) 

(4, 7tt/3) 

(-4, - 277/3) 
(1, 1377/6) 
(-1, -577/6) 
(-3, 3V3) 

(-2V2, 77 / 4 ) 
(-2, 277/3) 
(-7,77) 


0 = tan 1 7 
r = 6 
x = 2 

(x 2 + y 2 ) 2 = 8xy 
8-x 2 - 12x - y 2 + 4 = 0 


la recta pasa por el polo 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 12 


5. espirai 


7. cardioide 


29. lemniscata 


31. 




9. cardioide 


11. caraeoi con bucle interior 



13. caraeoi concavo 




33. r = 

37. r = 2cos40 


39. (2, 77 / 6 ), (2, 5-77/6) 

V3 77 \ / V3 277 \ 


41. (1, 7r/2), (1, 377/2), origen 43. (0. 0), f), (^, ^) 


1. e = 1, paràbola 






5. e = 2, hipérbola 


4 + cos 6 
7. e = 2, hipérbola 


17. rosa 


19. rosa 






21 . rosa 


23. cfrculo con centro en el eje x 


9. e = 1, paràbola 


ll. e = 2,^-^=l 

4 12 




y. 



Eje 


- polar 




1 - cos 6 


25. cfrculo con centro en el eje y 27. lemniscata 



, (x-fy y 

13. « = |,+ ^=1 15- r = 


17. /• = 
21 . r = 
25. r = 


3 — 2 sen 8 
3 


1 + cos (9 + 277/3) 

1 


1 — cos 9 
29. vèrtice: (2,7 t/4) 


19. r = 
23. r = 
27. r = 


1 + COS0 
12 

1 + 2cos 9 
3 

1 — sen 9 

1 

2 — 2 sen 9 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NÙMERO IMPAR 






























































31. vértices: (10, tt/ 3) y (y, 477/3) 


33. r, = 8 000 km 


35. r = 


1.495 X IO 8 
1 - 0.0167cose 


43. 10.16,30.26° 45. 2i - lOj 

47. E1 curso reai crea un àngulo de 71.6° desde el punto 
de partida. 

49. 52.9 mi/h 


Ejercicios 12.4, pàgina 548 

1 . |v| = 2, 9 = IItt/6 


Ejercicios 12.5, pàgina 555 



2 77 

1 . 

10 

3. 

1 

5. 

-17 


7. 

12 

9. 

13 

11 . 

-68 


13. 

13 

2 

15. 

8 

17. 

m _M\ 

\26’ 26/ 

1 »• 1 > -V 

19. 

25 V2 

21. 

102.53° 

23. 

63.43° 

(5,0) 

25. 

no ortogonal 

27. 

ortogonal 

29. 

c = 3 


33. 

VIo 

5 

35. 

-3V2 




37. 

(a) -fi + fj (b) 

' + Ij 

39. 

72- , 96 • 

25 1 ^ 25 J 


41. 

1 000 ft-lb 

43. 

f ft-lb 




7. |v| = 10V2, e = 3tt/4 




Capitulo 12. Ejercicios de repaso, pàgina 557 

A. 1. verdadero 3. verdadero 

5. falso 7. verdadero 

9. falso 11. verdadero 

13. falso 

B. 1. (1, 1) 


3. (10, 3rr/2) 

7. hipérbola 
11. 77/2 radianes o 90° 


9. (3, 2), (1,4), (-6,-9), (2, 13) 

11. (0, 3), ( — 8, 1), (12, —6), (—28, 2} 

13. (-1, -f), (~'i, ~f>, (15, 21), (-17, -20) 

15. -31 i - 14j, 42i + 11 j 
17. - l i i - §j, Ili - 3j 
19. 5.8i + 8.5j, —6.61 - 10.3j 


5. i 

9. caraeoi convexo 

13. 13 Ì + ijj 

C. 1. (x - j ) 2 + (y - j ) 2 = j 3. r = 4sen0 


5. (0,2), (0,-|) 

7. (a) (V6, -tt/4) 
9. cuculo de radio 5; 
centro en el origen 


(b) (-V6, 377/4) 

11. cuculo con centro 
en el eje y 





13. cardioide 




29. componente horizontal: 4; componente vertical: —6 
31. componente horizontal: —10; componente vertical: 8 

33. (a) 2^cos^-i + sen^-jj (b) — V2i + V2j 

35. (a) 6 ^cos^-i + sen^-j^ (b) — 3V3i + 3j 

37. (a) (1/V2, 1/V2) (b) (-1/V2, -1/V2) 

39. (a) (0, -1) (b) (0, 1) 41. (4i> 


17. 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 13 


21. r = 3 senl0(9 

23. (a) r = 2cos(@ — tt/4) (b) x 2 + y 2 = V2x + V2y 

25. (b) centro (b/ 2, a/2), radio jV a 2 + b 2 


27. 13i - 12j 
31. 7i — 13j 
35. i + j 

39. 2V2| 


29. 3i - 7j 

XX ~ 3 
* 3 * 3 - VT7 

37. Vl3 + 2V2 


77 

sen—j 


41. 


VT7 


VTÌ J 


Ejercicios 13.1, pàgina 566 

1. ( 0 , 2 ); consistente; independiente 

3. (—y§, —ff); consistente; independiente 

5. sin soluciones; independiente 

7. (|, —|); consistente; independiente 

9. (—2 a + 4, a); a un nùmero reai; consistente; dependiente 

11. (1,2, 3); consistente; independiente 

13. (—1, j, —3); consistente; independiente 

15. sin soluciones; independiente 

17. (0, 0, 0); consistente; independiente 

19. (7, —5, 5 ); consistente; independiente 

21. (2 a + 3/3 — 2, (3, a); a y fi numeros reales; 

consistente; dependiente 

23. sin soluciones; independiente 

25. (1. —2, 4, 8 ); consistente; independiente 

27. x = 2, y = 3 

29. x = IO 3 , > = 1(T 7 

200cos15° 200cos25° 

31. T t = -= 300.54, T 2 = -« 281.99 

sen 40° sen 40° 

33. plano: 575 mi/h; viento: 25 mi/h 

35. 50 gal del primer tanque; 40 gal del segundo 

37. /V 4 h; P 2 : 12 h; fi 3 : 6 h 

39. 25 41. 20 A, 5 fi y 15 C 


Ejercicios 13.2, pàgina 572 

1. dos soluciones 



3. dos soluciones 

_r- 4- - 

y\ 



5. una solución 

y 


-- x 2 +y = 4 
7. (-1, — 1), (2, 2) 



11 . ( 0 , 1 ) 

13. (V3, 3) 15. sin soluciones 

17. (-V5, V5), (V5, V5) 

19. (0, 0), (-2V5, 4), (2V5, 4), (-2V3, —4), (2V3, —4) 
21 . sin soluciones 


23. (- §V5,fV5), (§V5, —fV5) 

25. (-V5,0), (V5,0), (-2,-1), (2,-1) 

27. (-1 - V3, 1 - V3), (-1 + V3, 1 + V3), 
(1 - V3, -1 - V3), (1 + V3, -1 + V3) 
V2 > 


29. (|- h 2ll7T, 

,4 2 


n = 0 , ± 1 , . . . 


U 


— + (2 n + 1 )^t. 


V2 

2 


n = 0 , ± 1 ,... 


31. 


U 


+ 2)111, 1 
577 


n = 0 , ± 1 , 


+ 2/177, 1 


Itt 

-h 2/177, — 1 

6 


n = 0 , ± 1 ,. 
n = 0 , ± 1 , . . . 


1 177 


+ 2/177. — 1 


n = 0 , ± 1 ,... : 

35. (-101,-201), (99, 199) 


33. (0.1, 1), (100, 000, 5) 

37. (5,log 3 5) 

39. (V3, V3. -2V3), (-V3, —V3, 2V3) 

41. (1/V3, V273, 1/V3), (-1/V3, V2?3,-1/V3), 
(1/V3, -V2/3, 1/V3), (-1/V3, -V2/3, -1/V3), 
( 1 , 0 , 0 ), (- 1 , 0 , 0 ) 

43. 50 ft X 80 ft 45. cada radio es de 4 cm 

47. aproximadamente 7.9 in X 12.7 in 
49. 2 pies X 2 pies X 8 pies, o aproximadamente 
7.06 pies X 7.06 pies X 0.64 pies 


Ejercicios 13.3, pàgina 580 

1. 

5. 


6 3 


1 1 

2 _ 2 

x x + 2 

_1_10_ + T 

x+1 x + 2 x + 3 x + 4 x- 4 

1 1 1 


x+1 x — 5 

3 3 

7. S + 5 


5 9 

9. -+ 


x - 3 (x - 3) 2 

11 7 1 1 


11. + A + ^ + _ ♦ 


x 2 x + 2 (x + 2) 2 


13. ---4 + 4 + ^-r-^ 

x x x x — 1 x + 3 

_ 1 5x-2 

15. - :—t - ■ 


1 x 2 + 9 


17. 


36 

7 


2x — 3 x 2 — x+1 


1 S _ ì, _ 4 

19.-=-7- + + - 


21 . 


t + 1 t - 1 t 2 + 1 
2x x 

x 2 + 2 x 2 + 1 


1 2x 

23. — - -1- - -r 

x 2 + 1 (x 2 + l) 2 

13 13 

25. x J + x + 27.-— + ■ 6 


1 1 


x — 1 x + 1 2 x + 2 2x+l 


5 , 1 5 


29. a: + 2x + 3x + 6 H-- 0 

x - 2 .X 2 + 1 


Ejercicios 13.4, pàgina 584 


1. 


y 


3. 


i i i i m> x 
X + 3_v = 6 


y. 



il 

/_ 


/ 

/ - 


/ 


/ 

/ 
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17. sin soluciones 



25. 


15. 


x-y = 0 


I l I I I » x 


++7 


' x + y = 1 \ 


19. 


y, 

x - 3 y = -9 ; 
l >KI''ÌM i m i ' 


-H-+- 



27. 



37. [3x + 2v a 12 
J x + 2y > 8 
I x > 0, y > 0 


Ejercicios 13.5, pàgina 590 

1. minimo: 11; màximo: 33 
3. minimo: 0; màximo: y 
5. minimo: 12; màximo: 54 
7. minimo: 1; màximo: 13 
9. minimo: 0; màximo: 30 

11. minimo: 25; màximo: y^ 

13. minimo: y. La función objetivo no tiene màximo, ya que 
puede crecer sin cota al aumentar x. 

15. minimo: y®. La función objetivo no tiene màximo, ya que 
puede crecer sin cota al aumentar x o y. 

17. 50 radios por satélite; 100 reproductores de DVD 

19. tres càpsulas de X\ una de Y 

21. 1 300 pantalones vaqueros de disenador y 50 genéricos a la 
tienda de lujo; ningun pantalón vaquero de disenador y 1 200 
de marca genèrica a la tienda de descuento. La ganancia 
màxima es $28 855. 

23. 17 kg de plantas acuàticas y 16 kg de plantas terrestres. 




Capitalo 13. Ejercicios de repaso, pàgina 593 

A. 1. verdadero 3. verdadero 

5. falso 7. verdadero 

9. verdadero 


B. 1. inconsistente 3. semiplano 

5. división larga 7. dependiente 

9. segundo 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 14 


C. 1. (-1,0), ( 6 , -7) 

3 ^_4V5 4V5\ (W5 _4V5^ (4\/5 4V5 ) 

5. (100,2) 7. (e 2 , e^ 1 ) 

9. (0,0,0) 11. (-1,4,-5) 

13. (-2,^) 15. 33 

4 — 77 

17. longitud del lado del cuadrado:-~ 0.03; 

S j 4(4 + 77) 

radio del cfrculo: --0.14 

4 + 77 


19. - + —-— 21. -z- 5 - j 

x x - 1 x + 3 x 2 + 4 (x 2 + 4) 2 



f y < x 2 

31. < ' 33. minimo: 20; màximo: 380 

Iv — 2 — x 

35. 6 hectàreas de maiz y 6 de avena 


Ejercicios 14.1, pàgina 601 


1. 3 X 3 

5. 1 X 1 

9. 5 X 7 

13. -9 


3. 3 X 
7. 3 X 
11. 7 
15. -f 


2 

1 



9 

18 . 


21 . 

25. 

29. 


4 2 f 

.8 4 

igual 

x = 9, y = z 


4, W = 


23. no igual 

27. x = 3, y = -4, z 
31. x — ±2, y — ±3 



’o 



1 

5~ 

33. 

Z 

0 

35. 

2 

6 


Li ÉJ 


.10 

9_ 


37. 


0 0 0 
4 1 4 

-2 3 -5 


-1 


Ejercicios 14.2, pàgina 608 


-6 4 4 


<N 

OO 

1 

OO 


O 

SO 

o 

’ 

.0 2 4. 

’ 

4 -8 12' 


17 -18 

7' 

.0 16 28. 

’ 

OO 

O 

15. 


5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

17. 

19. 

23. 

27. 

31. 

37. 

43. 



'5 -3' 


OS 

1 


14 -7' 

' 

2 10. 

* 

8 32. 

* 

. 6 28. 


7 


-5 


4 


-9 

2 

’ 

-2 


0 

’ 

-4 


[14 

1 

3 

3 

-2 

12 

3 


-2 

]> [6 

8 ], 

40 

12 ] 

[22 19] 


-1 

-2 


0 

0 

-2 -4 

’ 

-3 

-4. 

* 

.0 

oj’ 

-6 - 8 . 

1 

[5 

4 






22 

’ 

.8 

20 . 




"16 

-6 

13 

14' 


12 

-12 

21 

22 . 







_ 12 

-18 

30 


"4 

2 

8 " 


5 

1 

9 

, 

0 

0 

40. 



40 

16 

2 


AB no està definida; 
4 


-3 

6 

3 

-6 
-38 
- 2 . 
2X3 
— 5 
-6 
1 3 
1 1 


[- 11 ] 


-16 


-3 

0. 

21 . 

25. 

29. 

33. 


-18 

31 


19 
-30 

-4 -5 

8 10 

2 X n 

c 23 = 9> C12 = 12 


. Una entrada de 1 significa que P» P* Pi 


45. 


o P g ha tenido sólo un contado secundario con lof. Una 
entrada de 2 significa dos contactos secundarios, ya sea con 
Xof,y asr sucesivamente. 


. Las tres entradas en la primera columna 


representan (en dólares) el impuesto estatal sobre las ventas de 
amplificadores, radios y bocinas, respectivamente, en la tienda 
de menudeo. Las entradas en la segunda columna representan 
el impuesto municipal sobre las ventas de amplificadores, 
radios y bocinas, respectivamente, en la tienda de menudeo. 


120 

20 

144 

24 

288 

48 


47. 


950 

475 

380 

760 

190 

475 

1 900 

570 

190 

950 

950 

950 


49. [385] 


Ejercicios 14.3, pàgina 617 


1. 

M n = —2, M n = 3 ,M 21 = 

: 0 ,M 22 = 4 ;A n = -2,A 12 = 


A 21 = 0 ,A 22 = 4 



3. 

M n = 5 ,M 12 = 10,M 13 = 

3 ,M 21 

= —35, M 22 = 29, 


M 23 = —21, M 31 = —8, M 32 = - 

16 ,M 33 = 15;A n = 5, 


^12 — 10, A 13 — 3,A 21 — 

35, A 22 = 29, A 23 = 21,A 31 = 


A 32 — 16, A 33 — 15 



5. 

-7 

7. 

12 

9. 

a 2 + b 2 

11. 

60 

13. 

-61 

15. 

-862 

17. 

—abcd 

19. 

Teorema 12.3.2(7/) 

21. 

Teorema 12.3.2 (i) 



23. 

Teorema 12.3.2(v), donde - 

-4 veces la tercera fila se suma 


a la primera fila 



25. 

Teorema 12.3.2(h>) 
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27. 

37. 

41. 


43. 

47. 


101 29. 560 

-5,2 39. -2,-1,3 

Al sumar la segunda fila a la tercera se obtiene: 


1 


a + b + c 


= (a + b + c) 


1 

c 

a + b + c 

1 

c 

1 


Con base en el teorema 12.3.2(/v), el ultimo 
determinante es 0 

-3 45. 0 

-6 49. -4 


41. x = —2, y = 4, z = 6, w = -5 

43. i, = 25, i 2 = 25, (3 = § 45. X = 0.3, y = -0.12, z = 4.1 

47. x = 3.76993, y = -1.09071, z = -4.50461, w = -3.12221 


Ejercicios 14.6, pàgina 640 

1. x = 2, y = — 1 
c 13 _ 3. 

x 22> X 11 

9. x = 2, y = 0, z = 1 
13. x = —2, y = 1, z = 0 
17. x = 0, y = 1, z = 1, w = 0 
21. x = -65, y = 36 
25. y = l.lx - 0.3 
29. 1.4,7 


3. X — 2 , y — 3 

7. X = 3, y = -3 
11. x = 3,y = 1, z = 4 
15. x = i y = i z = 5 
19. x = 22, y = -12 
23. y = 0.4x + 0.6 
27. y = 1.3571* + 1.9286 


Ejercicios 14.4, pàgina 626 


3. 


7. 


ri 

5 

n 

5 


2 

3 


.5 

5 J 


1 

la 

_Li 

la 

-là 

la- 


5. no existe la inversa 


11. no existe la inversa 


9. 


13. 


-1 

1 

1 


1 

0 

-1 

0~ 

0 


o - 


15. 


19. 


23. 


27. A = 


_!_ 4_- 

”15 15 

2^ X 

15 15. 


17. no existe la inversa 
-1 


7 

4 

10" 

66 

33 

33 

2 

7 

1 

33 

33 

33 

13 

2 

5 

66 

33 

33 J 


21 . 


25. 


ì 

3 

_2 

3 

1 

2 

0 

0 

0 


1 

3 

_1 

9 

J_ 

18 

_3 

4 

-2 

0 

3 

2 


Ejercicios 14.5, pàgina 634 


3. 

5. 

7. 

9. 

11. 

13. 

15. 

19. 

23. 

25. 

27. 

29. 

31. 



4 

-6 

1 

’ 

.1 

3 

7. 



"l 

-1 

0 

r 

, 

0 

1 

1 

2 


_2 

0 

-1 

3_ 


4 

1 

'1 
0 

ù 

(3a — 4, a); con a cualquier numero reai 
(2, 1, -3) 

(— 1, a — 4, a); con a cualquier nùmero reai 
(—\a + §, (a + j, a); con a cualquier numero reai 
(4,3,j) 17- (3, -1,0) 

sin solución 21 . (0, 0, 0) 

( 10cr, 8a, a) ; con a cualquier nùmero reai 

( 1 , 2 , 1 , 0 ) 

(19a + 27, —10a — 10, 2 a + 3, a)-, con a cualquier 
numero reai 

(— 5 a + 7 , y a — 7 , a); con ex cualquier nùmero reai 


sin solución 
33. 2Na + 2H 2 0 - 
35. Fe 3 0 4 + 4C -> 

37. 3Cu + 8NH0 3 

39. /(x) = -2X 2 + 6x + 4 


> 2NaOH + H 2 
3Fe + 4CO 
' 3 Cu(N0 3 ) 2 - 


31. (b) v = 


dì- 


di 1 

— r'D = - 


lidi - lìdi 

1 2 _ t 2 

‘ 2 ‘ 1 


(c) 947.9 m; 1531 m/s 


Ejercicios 14.7, pàgina 644 

1. x = 4,y = -3 3. x = 2, y = 7 

5. x = — f, y = -f 7. x = 4, y = -4, z = -5 

9. x = 4, y = 1, z = 2 11. x = j, y = f, z = 1 

13. x = l,y = 0,z = -1, w = 2 15. x = 5,y = 3, z = 10 

Ejercicios 14.8, pàgina 648 





'35 

15 

38 

36 0' 






1. 

(a) 

27 

10 

26 

20 0. 






3. 


'48 

64 

120 

107 

40' 




3 “ 

(a) 









4 

.32 

40 

75 

67 

25 




-2 



'31 

44 

15 

61 

50 

49 

41' 


1 

3 

5. 

(a) 

24 

29 

15 

47 

35 

31 

21 


2- 



1 

-15 

15 

0 

-15 

-5 

-19. 



7. 

STUDY 

HARD 


9. 


MATH_ 

ISIMPORTANT 


11. DAD 1 NEED_MONEY TODAY 



'15 

22 

20 

8 

23 

6 

22 

13. (a) B' = 

10 

22 

18 

23 

25 

2 

25 


3 

26 

26 

14 

23 

16 

12 


Capitulo 14. Ejercicios de repaso, pàgina 649 


A. 1. verdadero 
5. verdadero 
9. verdadero 

B. 1. 3 X 6 

5. 7 


9. 


3. falso 
7. falso 
11. falso 


7. 


11. 6 


C. 1. x= l,y = l,z = 0 
5. A u = —14, A 12 = - 
Al 3 — — IO5 ^ 3 i = 

7. 128 

11. aeg — cef 


18, A 13 = 13 ,A 21 = 14, A 22 = 9, 
1 ,A 32 = —3, A 33 = 8 

9. 2 

’O 


13. 


15. 


16 _ 6 _ 

23 23 

20 4_ 

L23 23 J 


_ 1 “| 
2 
_1_ 
10 J 


1 1 
17. x = 3, y = 3 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 15 


19. x = -l,y = -2,z = -5 

_ 75 _ 145 

23. X — 13 , y — 26 


27. X = ±1,A -1 = 


29. [2 -10 8] 


1 


x 2 - 1 



21. 

x = — 

7 ,y 


25. 

68 


X 


1 

-1 

0 

x 2 

- 1 

0 

-1 


—x 

X 


31. 

[-32| 



= 8,z = 9 





78 

54 

99“ 

33. 

[-1 

1 -2] 35. 

104 

72 

132 




-26 

-18 

—33_ 


"0" 


—13 

78 

5 

91" 

5 

37. 

8 

39. 

18 

108 

5 

126 

5 


1 _ 


_ -2 

12 

5 

14 

5 J 


Ejercicios 15.1, pàgina 659 

1 . - 1 , 1 , - 1 , 1 , - 1 ,... 

filili 
- 5 ’ 2’ 5’ 10’ 17’ 26’ • ' ' 

9 0 1 A A A 

u > 3’ 13’ 17’ 21> • ■ ■ 

> 81 


3. 1, 3,6, 10, 15, . . . 

7. -1,2,-3,4,-5,... 
11. -2,4,-8,16,-32,36, 


15. 3 , 3 , -3, 


,3,. . . 


io illii 
!’ 2> 6’ 24’ 120> 


13. 49, 

17. 0, 2, 8, 26, 80,. . . 

21. 7,9, 11, 13, 15, . .. 

23. d = —5; a„ = 4 — 5 (n — 1); a n+ì = a„ — 5, a 1 = 4 
25. r = ~l;a„ = 4(-|)" _1 ; a„ + l = -\a„, o, = 4 
27. d = — 11; a n = 2 — 11 (n — 1 ) ; a„ +1 = a„ — 11, «3 = 2 
29. x = 0.1y;a„ = O.KO.ly)"^ 1 ; a„ + 1 = (O. lyK, a, = 0.1 

-!;«„ = IH) 

33. 113 
37. I 

41. 4, 7, 10, 13, . . . 

45. 6.6% 

49. 57 665 

53. 1,1,2,3,5,8,13,... 


u n + 1 ~ 3 

1 


35. 2 
39. 255 
43. $3 870 
47. $145 
51. 32 


Ejercicios 15.2, pàgina 665 


1. 

14 

3. 

-40 

5. 

23 

2 

7. 

1 + V2 + V3 + 2 + V5 

9. 

1 - 1 + 1 - 1 

11. 

E ( 2 k + 1 ) 

13. 

t=o 3 ■ 2 k 

15. 

^,2* + 1 

2j rfk 

k=l ^ 

17. 

35 

19. 

564 

21. 

-748 

23. 

40 

81 

25. 

66.666 

27. 

85 

128 

29. 

II 

tO|v© 

O 

II 

ls>|^ 

31. 

80 

x 15 + y 15 

33. 

12 

35. 




x 13 y(x + y) 

37. 

n 2 + n 

39. 

500, 500 

41. 

$13 500 

43. 

72 m 

47. 

aproximadamente 69.73 ft 

49. 

aproximadamente 55.6 mg 

Ejercicios 15.3, pàgina 674 


1. 

converge en 0 

3. 

converge en 0 

5. 

converge en \ 

7. 

diverge 


9. 

diverge 

11. 

converge 

en 

V2 

13. 

diverge 

15. 

converge 

en 

5 

6 

17. 

converge en 5 

19. 

converge 

en 

0 

21. 

2 

9 

23. 

61 

99 



25. 

1 313 

999 

27. 

4 



29. 

2 

5 

31. 

81 

7 



33. 

diverge 

35. 

3 

10 



37. 

(a) S n = 1 -' , 

(b) 

1 




n + 1 




39. 

75 ft 

41. 

V3 




Ejercicios 15.4, pàgina 679 

1. ( i) 2 = (l) 2 + 1, es verdadera. (ii) Supóngase que S(k) 

2 + 4+ -- - + 2k = k 2 4- k, es verdadera. Entonces 

2 + 4 + • ■ ■ + 2k + 2(k + 1) = k 2 + k + 2(k + 1) 

= k z + k + 2k+ 2 
= (k 2 + 2 k + 1) + (k + 1) 
= (k + l) 2 + (k + 1). 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 

3. (0 l 2 = |l(l + 1)[2(1) + 1] = \2 ■ 3, es verdadera. 

(ii) Supóngase que S(k), l 2 + 2 2 + ■ ■ ■ + k 2 = 

\k(k + l)(2k + 1), es verdadera. Entonces 
l 2 + 2 2 + • ■ ■ + k 2 + (k + l) 2 = lk(k + 1)(2 k + 1 ) + (k + l) 2 

k(k + 1)(2 k + 1) + 6 (k + 1 ) 2 
6 

_ (k + l)[k(2k + 1) + 6 (k + 1)] 

6 

(k + 1)(2 le + Ik + 6) 

6 

_(k+ 1)[(A + 2)(2k + 3)] 

6 

= |Ck+l)[» + l)+l][2(Jfc+l) + l]. 
Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 

5. (/) \ + \ = 1, es verdadera. (ii) Supóngase que S(k) 


1 1 

2 + 2 2 + 


H- 7—1’ 

2 l 


es verdadera. Entonces 


11 11 

-1-7 + ’ ■ ■ H-7 H-77, 

2 2 2 2 k 2 k+1 


, 1 1 
= + +...+ 

2 2 2 


= 1 - T7 + 


2 

2k +1 


1 1 

- 1- 7 H- 7—1. 

2 k 2 k 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 

1 1 

7. (i) -— + — = - ^ es verdadera. (ii) Supóngase que S(k) 

11 1 A: 

- 1 -h • ■ ■ H-=-, es verdadera. 

1-2 2-3 k(k+ 1) k + 1 

Entonces + ' ' ' + k{k \ V) 

1 


(*+ !)[(*+ 1) + 1] 


RESP-38 


RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NÙMERO IMPAR 


























k 


1 


k + 1 (k + l)[(yt + 1) + 1| 
k(k + 2) + 1 
= (k+ l)(k + 2) 

I? + 2k + 1 
" (fe + l)(k + 2) 

(* + 1 ) 2 
(* + D(* + 2) 
k + 1 

~~ (* + i) + r 

Asf, S(& + 1) es verdadera. Por ( i ) y (fi) la demostración 
queda completa. 

9. (i) 1 = |(4 — 1) es verdadera. (ii) Supóngase que S(k), 

1 + 4 + 4 2 + • • ■ + 4*~* = j(4* — 1), es verdadera. Entonces 
1 + 4 + 4 2 + • • • + 4*- 1 + 4 * = ì (4* - 1 ) + 4 k 

= 5 4* + 4* - l 

= *4.k - i 
3 q 3 

= ì (4 <r+1 - 1). 

Asf, S(£ + 1 ) es verdadera. Por (i) y (//) la demostración 
queda completa. 

11. (i) La proposición (l) 3 + 2(1) es divisible entre 3 es verdadera. 
(ii) Supóngase que S(k), k 3 + 2 k es divisible entre 3 es verdadera; 
en otras palabras, k 2 + 2k = 3x para algun entero x. Entonces 
(k + l) 3 + 2(k + 1) = k 3 + 31? + 3A: + 1 + 2k + 2 
= k 2 + 2k + 31? + 3k + 3 
= (1? + 2k) + 3(1? + k + 1 ) 

= 3x + 3(1? + k + 1) 

= 3(x + I? + k + l), 

es divisible entre 3. Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y 
(ii) la demostración queda completa. 

13. (i) La proposición 4 es factor de 5 — 1 es verdadera. (ii) Supón¬ 
gase que S(k), 4 es factor de 5* — 1 es verdadera. Entonces 

5 t+1 — 1 = 5* ■ 5 — 1 

= 5*' • 5 - 5 + 4 
= 5(5* - 1) + 4. 

Puesto que 4 es factor de 5* — 1 y de 4, se desprende que es 
factor de 5 * +1 — 1. Asf, S(k — 1) es verdadera. Por (i) y 
(ii) la demostración queda completa. 

15. (i) La proposición 7 es factor de 3 2 — 2 1 = 9 — 2 es verdadera. 
(ii) Supóngase que S(k), 7 es factor de 3 2k — 2 k es verdadera. 
Entonces 3 2(i:+1) - 2 k+ì = 3 2k ■ 3 2 - 2 k ■ 2 
= 3 lk ■ 9 - 2 k ■ 2 
= 3 2k ■ (2 + 1) -2 k -2 
= 2(3 lk - 2 k ) + 7 ■ 3 2k . 

Puesto que 7 es factor de 3 lk — 2 k y de 7 • 3 2i , se desprende que 
es factor de 3 2i+2 — 2 k+1 . Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y 
(ii) la demostración queda completa. 

17. (i) La proposición, ( 1 + a ) 1 a 1 + (l)a para a a — l,es verda¬ 
dera. (ii) Supóngase que S(k), (1 + ci) k al + kci para a a — 1 , 
es verdadera. Entonces, para a a —1, 

(1 + a) k+1 = (1 + a) k ( 1 + a) 
a (1 + ka)( 1 + a) 

— 1 + kc? + ka + a 
al + ka + a 
= 1 + (k + l)a. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 


19. (i) Puesto que r > 1, la proposición r k > 1 es verdadera. 
(ii) Supóngase que S(k ): 

si r > 1, entonces r k > 1 
es verdadera. Entonces, para r > 1, 

r k+1 = r k -r> r k ■ 1 > 1 • 1 = 1. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 


Ejercicios 15.5, pàgina 684 


1 . 

6 3. 60 

5. 144 

7. 10 

9. 

7 11. 4 

13. n 


15. 

1 

17. 5! 

19. 100! 


(n + 1 )(n + 2 ) 2 (n + 3) 




4! 

n\ 


21 . 

4 !5 ! 23. — 

25. 

27. verdadera 


2! 

(n — 2)! 


29. 

falso 31. verdadera 

r C' 

o 

1 

ró 

+ 25y 8 

35. 

x 6 - 3xV + 3x 2 / - y 6 



37. 

x 2 + 4x 3 'y/ 2 + 6 xy + 4x‘V 2 + y 2 


39. 

x 10 + 5x 8 y 2 + 10xV + 10x 4 y 6 + 5X 2 / + y 10 


41. 

a 3 — 3 c?b + 3 ab 2 — b 2 — 3ere 4- 6 abc — 3 b 2 c + 3 ac 2 — 3bc 2 — c 2 

43. 

n = 6: 1 6 15 20 15 6 1; 

,n = 7: 1 7 21 35 

i 35 21 7 1 

45. 

6 ab 5 

47. — 20x 6 y 6 


49. 

2 240x 4 

51. 2 00Zx 5 y 9 


53. 

- 144y 7 

55. 252 


57. 

0.95099 




Ejercicios 15.6, pàgina 692 

1. abc, acb, bac, bea, cab, eba 

3. Aquf (x, y) representa el numero de x en el dado rojo y 
el numero de y en el dado negro 

(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 5), (1,6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), 

(2.4) , (2, 5), (2,6), (3, 1), (3,2), (3, 3), (3,4), (3, 5), (3,6), 

(4, 1), (4,2), (4, 3), (4,4), (4,5), (4,6), (5, 1 ), (5, 2), (5, 3), 

(5.4) , (5, 5), (5,6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6,4), (6, 5), (6,6) 


5. 

576 

7. 

800 

9. 

120 

11. 

6 

13. 

9 900 

15. 

20, 160 

17. 

6 

19. 

1 225 

21. 

78 

23. 

1 

25. 

24 

27. 

(a) 5 040 (b) 2 520 

29. 

66 

31. 

252 

33. 

90 

35. 

10 

37. 

56 

39. 

(a) 360 (b) 1 296 (c) 2 401 

41. 

C(5,3) ■ C(3,2) ■ 5! 

= 3 600 43. 

(a) 40 (b) 80 


Ejercicios 15.7, pàgina 699 

1. {HH, HT, TH, TT} 


3. 

5. 

9. 

13. 


{IH, 2H, 3H, 4H, 6H, IT, 2T. 3T, 4T, 6T} 

— 7 i 


13-48 


17. 1 - 


C(52, 5) 
C(39,5) 


0.00024 


C(52, 5) 


0.78 


21 . 


11 . 


15. 


19. 


23. 


4 ■ C( 13, 5) 
C(52, 5) 

1 ~ 2*0 


0.002 


0.999 


(a) il 


su\ 134 
(6) 143 
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Respuestas a los problemas seleccionados de nùmero impar, CAPITULO 15 


25. 

29. 

33. 


ì 

1 024 


100 1 100 
I o 60% 


_3_ 

20 


27. è+ à = l 

31. ì 
35. I 


19. (0(1 + j) = 1 + 1, es verdadera. (ii) Supóngase que S(k ) 

(1 + i)(l + è)(l + |) - --(1+ i) = * + 1, 

es verdadera. Entonces 


Capitulo 15. Ejercicios de repaso, pàgina 702 

A. 1. falso 3. verdadero 

5. verdadero 7. verdadero 


9. verdadero 11. 

B. 1. 2x + 7, 2x + 10, 2x + 13,.. . 


verdadero 


3. 

1 + Ì + 1+ I+ Ì 
11-2^3^4^5 

5. 

2 

5 

7. 

2 700 

9. 

9 

4 

11. 

8 

15 



C. 

1. 6, 3, 0, -3, -6,. .. 

3. 

-1,2, 

5. 

1, 3, 14,72,434,... 

7. 

ì 

8 

9. 

341 

256 

11. 

c 


-3,4, -5, . . . 


15. (i) 1 2 (1 + l) 2 = 4 es divisible entre 4. (ii) Supóngase que S(k), 
l?(k + l) 2 es divisible entre 4 es verdadera. Entonces 

(k + ì) 2 (k + 2) 1 = (k+ 1 ) 2 (k 2 + 4 k + 4) 

= lc(k + l) 2 + 4 (k + l) 3 

es divisible entre 4 puesto que cada término es divisible entre 
4. Asf, S(k + 1) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 

17. (7)1(1!) =2! — 1 = 1, es verdadera. (ii) Supóngase que S(k) 
1(1!) + 2(2!) + • ■ ■ + k(k\) = (k + 1)! -1, 
es verdadera. Entonces 

1(1!) + 2(2!) + ■ • • + k(k\) + (k + ì)(k + 1)! 

= (k + 1)! - 1 + (k + 1)(A + 1)! 

= (k + 1)!(1 + k + 1) - 1 
= (k + l)!(/t + 2) - 1 
= (k + 2)\ - 1. 


(1 + i)(i + à)(l +1) - ■ ■ (1 + D(1 + m) 

= (*+ 1)(1 +rh) 

= (k+ 1 + 1) 

= k + 2. 

Asf, S(k + 1) es verdadera. Por ( i ) y (ii) la demostración 
queda completa. 

21. 40 23. 28 

25. (n + 1 )(n + 2 )(n + 3) 

27. a 4 + 16 a 3 b + 96crb 2 + 256 ab* + 256 b 4 
29. x 10 - 5x 8 y + lOxV - 10x 4 y 3 + 5.ry 4 - y 5 


33. 210xV 2 z l 

37. ì 


31. —175 000a 5 b 9 
35. 37th 
39. converge en 0 

41. HHH, HHT, HTH, HTT. THH, THT. TTH, TTT 
43. (a) 496 (b) 328 45. 120 

47. 720 

49. (a) 2 ■ 10! 12! ~ 3.48 X IO 15 (b) 22! = 1.124 X IO 21 
51. {(1,1), (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 5), (2, 1), (2,2), (2, 3), (2,4), 
(2, 5), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3,4), (3, 5), (4, 1), (4, 2), (4, 3), 
(4,4), (4, 5), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5,4), (5,5)} 

55. (Hi) 

(b) A (c) 


53. 

25 

102 

14 

33 


57. 

(a) 

(b) 

59. 

(a) 

24 

(b) 


17 

33 

1 


1 


[C(15, 5)] 4 C(15, 4) 11.1 X IO 1 


9 X 10" 


Asf, S(k + 1 ) es verdadera. Por (i) y (ii) la demostración 
queda completa. 
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS SELECCIONADOS DE NÙMERO IMPAR 
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A 

Abel, Niels Henrik, 265, 290 
abscisa, 169 
adición, 18 

con denominadores comunes, 54 
de dos funciones senoidales, 463 
àlgebra, 2, 47 

de los polinomios, 85 
teorema fundamental del, 283 
algoritmo de división para polinomios, 276 
amplitud, 399, 402 
de la función coseno, 398-399 
de la función seno, 398-399 
àngulo(s) 

agudo, 360, 365 
centrai, 361, 390 
complementarios, 360 
coterminales, 356, 359 
cuadrantal, 361 
de depresión, 447 
de elevación, 447 
de referencia, 380, 394-395 
propiedad de los, 381 
doble, formula para obtener el, 542 
entre vectores, 552 
lado inicial de un, 356 
lado terminal de un, 356 
medidas de, 356-364 
medio, formula para obtener el, 420 
obtuso, 360 

posición normal de un, 356 
recto doble, 360 
suplementarios, 360 
vèrtice del, 356 
Apolonio, 481, 482 
arco 

coseno, función, 427. Véase también 
función(es) 
parabòlico, 486 

seno, función, 425-426. Véase también 
función(es) 

tangente, 428. Véase también función(es) 
argumento, 14, 15, 16 

de un nùmero complejo, 468 


aritmètica de vectores, 543 
Arqufmedes, 521 
asmtota(s), 300, 302 

de una función racional, 300, 302, 303, 304 
horizontal, 302, 303, 320 
determinación de, 304-305 
oblicua, 302, 304 
determinación de, 307-308 
vertical, 302, 326 

determinación de, 304 
axioma, 3 

B 

base 

de los exponentes enteros, 64 
de una función exponencial, 318 
de una función logaritmica, 324-325 
diez, 327 
e, 327 

reformulación de la, 328 
bicondicional, 5, 8-9 
binomio, 84 

biunivoca (o uno a uno), función, 243. Véase 
también función(es) 
inversa de la, 243-243, 245 
Briggs, Henry, 317 

c 

calda libre, objeto en, 224 
calculadora, uso de la, 

conversión de radianes a grados, 374 
exactitud de la, 445 
modo de grados, 374 
resolución de triàngulos, 444-445 
valores de las funciones trigonométricas, 
374, 444-445 
càlculo proposicional, 3 
cambio de base, 335 
cancelación, 99 
Cantor, George, 21 
caracoles, 529 
aplanado, 530 
con bucle interno, 530 
convexo, 530 
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cardinalidad, 23-24 
cardioide, 529, 530 

caso ambiguo de la ley de senos, 455-456 
catenaria, 350 
catetos, 365 
adyacente, 365 
opuesto, 365 

Cavalieri, Bonaventura, 521 
Cayley, Arthur, 597 
centro, de una 

circunferencia, 175 
elipse, 489, 491 
hipérbola, 495, 496, 499 
cero(s), 

de una función, 204 
determinación aproximada de los, 205 
reales de una función, 296 

aproximación de un, en una función polinomial 297 
Chladni, Ernest Florens, 443 
ciclo, 398, 409 

compresión horizontal del, 400 
cicloide, 513 

circulares, funciones, 390-391 
signos de las funciones, 392 
cfrculo, 174-175 
con centro en el origen, 527 
con centro en un eje, 531 
unitario, 175, 390, 391, 433 
cociente, 52, 276, 470 
de diferencias, 238-239 
codificación, 645 
coeficiente(s), 84 
binomiales, 682, 683 
matriz de, 628, 636 
principal de un polinomio, 84, 266 
cofactor, 612-613 
cofunciones, 367-368, 372 
combinación, 689 
aritmètica, 235 
dominio de una, 236, 238 
de funciones, 235 

compleción (completar) del cuadrado, 176-177 
composición de funciones, 238. Véase también 
función(es) 

componentes de un vector, 542 
horizontal, 546 
vertical, 546 
comportamiento 

en los extremos, 268-269, 303 
locai, 269-270 

global de una función, 202. Véase también 
función(es) 

composición de funciones, 236-237 
compresión vertical, 214, 218 
condicional, 5, 7-8 


conectivos lógicos, 4, 30 
bicondicional, 5, 8-9 
condicional, 5, 7-8 
conjunción, 5, 6 
disyunción exclusiva, 5, 7 
disyunción inclusiva, 5, 6-7 
negación, 5 
conjugado 

de un nùmero complejo, 282 
propiedades del, 142 
par, 282 

conjunción, 5, 6, 18 
conjunto(s), 1-2, 48 

de postulados del sistema, 3 
de verdad, 19 
descripción de, 

por comprensión, 22 
por extensión, 22 
diferencia de, 34 
diferencia simétrica de, 35 
disjuntos, 38, 48 
elementos y, 21 
equipotentes, 24 
familia de, 27 
finito, 23 
iguales, 22-23 
infinito, 23 

intersección de, 30-31, 34, 48 
propiedades de la, 30 
no comparables, 26 
no disjuntos, 38-39 
operaciones con, 30 
potencia, 27-28 

solución, 112, 144, 158, 174, 582 
técnicas de conteo y, 38, 41, 42 
teoria de, 23 
terminologia de, 48 
tipos de, 23 
unión de, 31-32, 33 
dos, 48 
unitario, 25 

universal (o universo), 19, 25 
universo, 19 
vado, 24-25, 48 
constante 

de crecimiento, 338 
de decaimiento, 339 
de la gravitación universal, 193 
de proporcionalidad, 190 
de resorte, 465 

función, 218, 230, 238. Véase también función(es) 
conteo, 38-39, 41, 42, 653, 686 
principio fundamental de, 687-691 
contingencia, 13 

continua, función, 230. Véase también función(es) 
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contradicción, 12 
contradominio, 407 

conversión entre grados y radianes, 360 
coordenada(s), 58, 168 
del punto medio, 61 
polares, 521-526 

convenciones sobre las, 522 
conversión de, 523-525 
pruebas de simetrfa en, 528 
secciones cónicas en, 536-542 
Copérnico, Nicolas, 355 
cosecante, 377, 407 
definición de, 407 
gràfica de la función, 408 
coseno, 389, 390 
amplitud de la función, 398-399 
desplazada, gràfica de, 402-403 
fòrmula para el àngulo doble, 542 
fòrmula para àngulo medio, 420 
gràfica de la función, 350, 397-407 
hiperbólico, 349, 350 
ley del, 457-458, 460 
cotangente, 377 
definición, 407 
gràfica de la función, 408 
periodo de la función, 408 
Cramer, Gabriel, 643 
regia de, 643-644 

creciente, función, 223. Véase también función(es) 
crecimiento demogràfico, 338-339 
criptografla, 645 
cuadrado 
perfecto, 95 
compietarei, 176-177 
cuadrante, 168 

cuadràtica, función, 218, 230. Véase también 
función(es) 
cuantificador, 19 
existencial, 19-20 
universal, 19 
cuerda focal, 484 
curva(s) 

braquistócrona, 514 
cerrada, 511 
cicloidal, 513 
de rosas, 531 
parametrización de, 514 

solución alternativa de la, 514 
parametrizada, 510 
plana, 510, 514 
gràfica de una, 510 
punto inicial, 511 
punto terminal, 511 
rectangulares, 514 
tautócroma, 514 


D 

Dantzing, George B., 559 
datación con carbono, 340 
decaimiento radiactivo, 339 
decimal(es), 50 
finitos, 50 
periòdico, 672 
periódicos o recurrentes, 50 
decodificación, 645 

decreciente, función, 223. Véase también función(es) 
definida por partes, función, 228. Véase también 
función(es) 

DeMoivre, Abraham, 472 
demostración matemàtica, 17 
denominador, 53 
minimo comun, 100 
Descartes, René, 167, 168 
regia de los signos de, 54 
desigualdad(es), 58, 59, 112, 147, 178 
con valor absoluto, 150-153 
estrictas, 59, 158 
equivalentes, operaciones de, 145 
lineales, 144, 145 
con dos variables, 581 
resolución de, 145 
solución de la, 144 
no estrictas, 59, 158 
no lineales, 583 
polinomiales, 154-155 

reglas para resolver, 155-157 
racionales, 154-155, 157 
simultàneas, 147 
resolución de, 148 
triangular, 61 
desplazamiento(s), 
combinación de, 212 
de la fase, 402 

horizontales, de una gràfica, 211-212 
verticales, de una gràfica, 211-212 
determinante(s), 597, 611-619, 641 
de los coeficientes, 636 
de n-ésimo orden, 611 
de orden «,611 
de una matriz, 612 
propiedades de los, 616 
diagonal principal de una matriz, 599 
diagrama 
de àrbol, 686 
de Venn, 26, 30 
diàmetro, 484 
diferencia, 52 

de dos cuadrados, 87, 95 
de dos cubos, 95 
de conjuntos, 34 
simétrica, 35 
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dfgitos significativos, 67 
Diofanto, 111 
dirección, 542 

directriz de una paràbola, 482, 536 
discontinua, función, 230, 303. Véase también 
función(es) 

discriminante, 131, 508 
distancia, 170 

entre puntos en la recta numèrica, 61 
fòrmula de la, 170, 174 

disjuntos, conjuntos, 38, 48. Véase también conjunto(s) 
disyunción 
exclusiva, 5, 7 
inclusiva, 5, 6-7 
dividendo, 276 
división, 54, 99 
de cero, 55 

de funciones polinomiales, 275-281 
sintètica, 278-280, 285 
gufa para la, 279 
divisor, 276 

dominio, 98, 200, 201-202, 203, 208, 243, 266, 300, 
318, 392, 407. Véase también función(es) 
de la variable, 83 
restringido, 247 

E 

ecuación(es), 112 

con dos variables, 174 
condicional, 112 
construcción de una, 118 
cuadràticas, 127, 142 
de movimiento, 465 
de rectas, 183 

de una recta horizontal, 186 
de una recta vertical, 186 
de valor absoluto, 150-151 
diofànticas, 111 
en una variable, 112 
equivalentes, 113 

exponenciales y logarftmicas, 331-338 
solución de, 331-332 
lineai, 113, 127, 186, 187 
con dos variables, 560 
con n variables, 560 
con tres variables, 562 
operaciones que producen, 113 
paramétricas, 509 

aplicaciones de las, 513 
pendiente-intersección, 185 
polares, 526 

de cónicas, 536-537 
gràficas de, 526-534 
polinomial de grado n, 127 
punto-pendiente, 184-185 


raices de una, 131 
raiz de la, 127 
solución de una, 112 
traducción de palabras en una, 118 
trigonométricas, 433-439 
eje 

de la paràbola, 482 
de simetrfa, 219 
imaginario, 467 
mayor de una elipse, 490 
menor de una elipse, 490 
polar, 522 
reai, 467 

rotación de un, 504-505 

x, 168, 180 

intersecciones con el, 178 

y, 168, 180 

intersecciones con el, 178 
elemento(s), 21, 48 
elevación, àngulo de, 447 
eliminación 

de Gauss-Jordan, 631-632 
mètodo de, 563, 569 
elipse, 489-495, 536, 537, 538 
aplicaciones de la, 493 
centro de la, 489, 491 
ecuación de la, 490 
eje mayor de la, 490 
eje menor de la, 490 
foco de la, 489 
vèrtice de la, 490 
elipsis, 49 
entero(s) 

positivos, 48, 49, 158 
impar, 72 
par, 72 

equipotentes, conjuntos, 24. Véase también conjunto(s) 
error, 259 

escala de Richter, 343 
escalar, 542 

producto, 603-604 
escalón, función, 229 
espacio 

bidimensional, 168 
muestral, 694 

espirai de Arquimedes, 528 
espirales, 527 

estiramiento vertical, 214, 218 
evento(s), 694 
cierto, 696 

complemento de un, 696 
imposible, 696 

mutuamente excluyentes, 697 
unión de dos, 697 
excentricidad, 492, 536 
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exponencial, función, 318-324, 325. Véase también 
función(es) 
naturai, 321-322 
propiedades de una, 320 
exponente(s), 64, 318 
enteros, 64 

ley de los, 65, 86,318-319 
racionales, 78 
expresión(es) 
algebraica, 83 
fraccionaria, 102 
racional propia, 575 
racionales, 98 
extremo relativo, 270 

F 

factor(es), 92 

conjugado, uso de un, 74 
de funciones polinomiales, 282 
factorización, 92, 94 
de fórmulas, 95 
de polinomios, 92, 94, 95 
cuadràticos, 93 
mètodo de, 127 
falacia, 15 

Fermat, Pierre de, 653 
Ferrari, Ludovico, 265, 290 
finito, conjunto, 23. Véase también conjuntos 
foco, 536 

de una elipse, 489 
de una hipérbola, 495 
de una paràbola, 482 
Fontana, Gregorio, 521 
Fontana, Nicolò (Tartaglia), 265, 290 
forma escalonada por filas, matriz y, 628 
fórmula(s) 

cuadràtica, 130 
de àngulo doble, 419 
del coseno, 419 
del seno, 419 

de cambio de base, 335-336 
de conversión, 359 
de factorización, 95 
de la distancia, 170, 174 
de la longitud del arco, 361 
de mitad de àngulo, 420 
de recursión, 655 
del punto medio, 171 
fracción(es), 53 
equivalentes, 54 
impropia, 276, 579 
parciales, descomposición en, 575 
propia, 276 
frecuencia, 465 
fuerza resultante, 547 


función(es), 199, 200 
arco coseno, 427 
arco seno, 425-426 
arco tangente, 428 
ceros reales de una, 204 
circulares, 390-391 
signos de las, 392 
combinación de, 235 
comportamiento global de, 202 
composiciones de una, 238 
constante, 218, 230, 238 
continuas, 230 
creación de una, 251 
creciente, 223 
cuadràtica, 218, 230 
de importe postai, 228 
decreciente, 223 
definidas por partes, 228 
diferencia de la, 238 
discontinua, 230, 303 
dominio de una, 201, 208 
entrada de la, 200 
escalón, 229 

exponencial, 318-324, 325 
naturai, 321-322 
propiedades de una, 320 
gràfica de una, 202, 218 
hiperbólica, 349-351 
impar, 210-211,393,409 
inversa, 242, 244 

propiedades de la, 244 
lineai, 218, 230 
logistica, 339 
màximo entero, 229 
objetivo, 586 
par, 210-211,393 
periódicas, 392 
piso, 230 
polinomiales, 218 
potencia, 208 
reciprocas, 407 
salida de la, 200 
suma de la, 238 
traducción de palabras a, 250 
uno a uno (biunivoca), 243 
inversa de la, 243-243, 245 
valor absoluto, 231- 232 
valor de la, 200 
función coseno, 397, 415 
fórmulas 

de diferencia, 415 
de suma, 415 

propiedades de la, 398-399 
función logaritmica, 324-331 
contradominio, 325 
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dominio de una, 325 
propiedades de la, 326 
racional, 300-312 

gràfica de una, 306-307 
reciproca desplazada, 301 
función polinomial, 265-275 
constante, 266 

gràfica de una, 267 
cuadràtica, 266, 290 
cubica, 266 

de cuarto grado, 265, 266, 290 
de grado n impar, 268, 270 
de grado n par, 268, 270 
de quinto orden, 266 
de segundo grado, 265, 290 
de tercer grado, 265, 290 
de un sólo término, 267 
gràfica de una, 271 
lineai, 266 
potencia, 267 

raices reales de una, 270, 289-296 
función seno, 39, 415 
fórmulas 

de diferencia, 415, 417 
de suma, 415, 417 
propiedades de la, 398-399 
función trigonomètrica, 391 

càlculo del valor de una, 381-382 
de àngulos especiales, 371-375 
de àngulos generales, 375-386 
de los numeros reales, 390 
gràficas de la, 407-414 
inversas, 424 

propiedades de las, 424-425, 429-430 
uso de, 437 
valores de la, 390 

G 

Galilei, Galileo, 481, 482 
Gauss, Cari Friedrich, 265, 283 
geometria, 2, 3 
euclidiana, 371 
n-dimensional, 597 
Germain, Marie-Sophie, 443 
grado(s), 84, 266, 356 

conversión a radianes, 360, 374 
uso de la calculadora y, 374 
de un polinomio, 84, 127 
gràfica(s), 144, 174, 178 
con un agujero, 309 
de desigualdades, 223 
de las funciones seno y coseno, 397-407 
desplazada, 222-223, 268 
desplazamientos horizontales y verticales 
(transformaciones rigidas), 211-213 


del conjunto solución, 581 
estiramientos y compresiones 

(transformaciones no rigidas), 
214-215 

gràfica de una función, 202, 218 
polares, 533 

por transformaciones, 222 
punto de inflexión de la, 224 
reflexiones, 213-214 
graficación de puntos, 169 

H 

Hiparco, 355, 521 
Hipatia, 481, 482 
hipérbola, 495-504, 536, 537, 538 
aplicaciones de la, 501 
asintotas de la, 497 
centro de la, 495, 496, 499 
ecuación de la, 496 
eje conjugado de la, 496-497 
eje transversai de la, 496 
excentricidad de la, 500 
foco de la, 495 
ramas de la, 495 
vèrtice de la, 496 

hiperbólica, función, 349-351. Véase también 
función(es) 
hipotenusa, 365 
hipótesis, 17 
Hooke, Robert, 190 


identidad(es), 112,350 
aditi va, 51, 141,603 
de cofunción, 368 
multiplicativa, 51, 141 
pitagòrica, 368-369, 378-379, 391, 414 
por cociente, 366 
recfprocas, 366 
trigonomètrica, 414 

igualdad 

de numeros complejos, 139 
de matrices, 599 

iguales, conjuntos, 22-23. Véase también 
conjunto(s) 

imagen 

de x, en funciones, 200 
especular, 179 

impar, función, 210-211, 393, 409. Véase también 
función(es) 

indice, 72 

de la suma, 661 

inducción matemàtica, 676-680 
principio de, 676-677 

infinito, conjunto, 23. Véase también conjunto(s) 
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interés compuesto, 342 

logaritmo(s), 

intersecciones 

de base 10, 371, 327 

con el eje x, 178, 203, 205, 220, 300 

leyes de los, 327-328 

con el eje y, 178, 203, 205, 220 

naturai, 317, 327 

de conjuntos, 30-31, 34, 48, 147 

lògica, 2, 4 

propiedades de la, 30 

logistica, función, 339. Véase también 

intervalo 

función(es) 

abierto, 146 

longitud de arco, 361 

cerrado, 147 
extremos del, 146 

M 

no acotado, 146 

magnitud, 542 

semiabierto, 147 

de un nùmero complejo, 467 

inversa 

Malthus, Thomas R., 339 

de una función, 242, 244. Véase también función(es) 

masa, 465 

propiedades de la, 244 

desplazamiento inicial de la, 465 

de una matriz, 620 

velocidad inicial de la, 465 

inverso 

Matemàtica , 294, 329 

aditivo, 51, 604 

matriz (matrices), 597-602 

multiplicativo, 51, 620 

adjunta de la, 622 

K 

àlgebra de, 602 
aumentadas, 627-636 

Kepler, Johannes, 481, 482 

cero, 603 

L 

columna, 599 
cuadrada, 598, 620 

Lacroix, Sylvestre Francois, 521 

de codificación, 646 

Lauchen, von, George Joachim, 355 

de coeficientes, 628, 636 

Leibniz, Gottfried Wilhelm, 167, 199 

de decodificación, 646 

lemniscatas, 532 

equivalentes por filas de una, 628 

ley(es) 

fila, 599 

asociativas, 36 

forma escalonada por filas, 628 

conmutativas, 36 

identidad, 607 

de Boyle, 192 

igualdad de, 599 

de De Morgan, 34, 36 

inversa de una, 620-627, 636-641 

de Hooke, 190 

multiplicación de, 605-606 

de identidad y absorción, 36 

orden de la, 598 

de la Gravitación Uni versai de Newton, 192, 493 

producto escalar de una, 603 

de los cosenos, 457-458, 460 

producto interno de, 608 

de los exponentes, 65, 86, 318-319 

rectangular, 598 

enteros, 66 

reducción por filas de una, 628 

racionales, 79-80 

resta de, 604 

de los logaritmos, 327-328 

solución de, 637 

de los radicales, 72-73 

suma de, 602 

de senos, 453, 460 

transposición de una, 600 

de tricotomia, 59 

màximo 

del àlgebra, 36 

entero, función, 229 

del enfriamiento/calentamiento de Newton, 341-342 

(minimo) de una función cuadràtica, 

del movimiento planetario de Kepler, 493 

229, 587 

distributivas, 36, 86 

mayor que, 58, 59 

idemponentes, 36 

medida angular 

involutiva, 36 

en grados, 356 

Libby, Willard, 341 

en minutos, 357 

lfmites de los valores 

en radianes, 358 

de coseno, 392 

en segundos, 357 

de seno, 392 

fórmulas de conversión, 359-360 

lineai, función, 218, 230 

menor que, 58, 59 
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Méré, Chevalier de, 653 
método(s) 

de completar el cuadrado, 129-130 
de eliminación, 563, 569 
de factorización, 127 
de la bisección, 297, 298 
de la rafz cuadrada, 128-129 
de la tabla de signos, 155 
de mmimos cuadrados, 258 
de sustitución, 561-562, 569 
para determinar/ 1 , 244-245 
peiu, 87 

minimo comun denominador, 100 
minutos, medida de un angulo, 357 
modelo(s) 

matemàtico, 190, 224, 338 
exponenciales y logarftmicos, 338-349 
modus ponendo ponens, 15, 18 
modus tollens, 18 
monomio, 84 
movimiento 

armònico simple, 463, 465 
curvilineo, 510 
multiplicación, 54, 99 
de matrices, 605-606 
de numeros complejos, 140 
por escalar, 542, 603 

N 

Napier, John, 317 
negación, 5 

Newton, Isaac, 167, 481, 482, 493 
notación, 302 
algebraica, 47 
cientffica, 67 
de conjuntos, 376 
de intervalos, 146 
factorial, 681, 683 
matricial, 599 
por comprensión, 48 
por extensión, 48 
sigma, 259, 661, 683 
propiedades de la, 662 
numerador, 53 
numero(s) 
e, 321 

imaginario puro, 139 
irracionales, 49 
naturales, 48, 158 
primo, 296 
racionales, 49 

reales, 4, 47, 48, 49, 139, 265, 282 
negativos, 49 

parte imaginaria de un, 282 
parte reai de un, 282 


positivos, 49 
no negativos, 49 

numeros complejos, 135, 138, 265, 282 
argumento de, 468 
conjugado de un, 282 
eje imaginario de un, 467 
eje reai de un, 467 

forma trigonomètrica de los, 467-469 

igualdad de, 139 

magnitud de un, 467 

multiplicación de, 140 

parte imaginaria de los, 139 

parte reai de los, 139 

potencias de un, 472 

propiedades de los, 140 

raices de un, 472, 473 

resta de, 140 

suma de, 140 

unidad imaginaria de un, 282 


o 

operaciones 

con conjuntos, 30, 36 
con vectores, 544 
orden de una matriz, 598 
ordenada, 168 
origen, 58, 179-180 
de la recta reai, 527 


P 

par 

conjugado, 286 

función, 210-211, 393. Véase también función(es) 
ordenado, 467, 522 

paràbola, 179, 209, 218, 221, 267, 482, 483, 484, 536, 
537, 538 

aplicaciones de la, 485 
cuerda focal de la, 484 
directriz de la, 482, 536 
ecuación de la, 483 
eje de la, 482 
excentricidad de la, 492 
foco de la, 482 
vèrtice de la, 484 
paraboloides, 485 

parametrización de curvas rectangulares y polares, 510, 
514 

paràmetro, 510 

eliminación del, 511-513 
parte imaginaria de un numero complejo, 139 
parte reai de un nùmero complejo, 139 
Pascal Blaise, 653, 681 
triàngulo de, 681 
Peacock, George, 521 
pendiente de una recta, 183-184 
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pérdida de soluciones, 435 
periódicas, funciones, 392 
periodicidad, 392, 408 

periodo, de las funciones trigonométricas, 392, 393, 
400, 402, 408, 465 
permutación, 687 
pH de una solución, 344 
Pitàgoras, 133 

teorema de, 49, 133, 170, 365, 368, 371, 372, 457 
plano 

cartesiano, 167-168 
complejo, 467 
xy, 168, 174, 183 
población inicial, 338 

polinomial, función, 218. Véase también función(es) 
polinomio(s), 83-84 
àlgebra de los, 85 
cero, 84 

de grado n en la variable x, 84 
división de, 89 
en cuatro variables, 88 
en dos variables, 88 
en tres variables, 88 
factorización de, 92 
nulo, 266, 300 
producto de, 89 
dos, 86 
suma de, 89 
polo, 522 
porcentaje, 50 

de decrecimiento, 50 
de incremento, 50 
posición de equilibrio, 465 
postulado, 3. Véase también axioma 
potencia racional de x, 78 
potencia(s), 64 

de un nùmero complejo, 472 
entera 

negativa de x, 64 
positiva de x, 64 
función, 208 
premisa, 14 
principio(s) 

de comprensión o abstracción, 21 
de extensión, 21 

de inducción matemàtica, 677-678 
fundamental de conteo, 686-687 
de conteo, 686-693 
probabilidad, 694-701 
de un evento, 694 
llmites de la, 696 
problemas 

de dimensiones, 125 
deedad, 118-119, 124 
de inversión, 119-120, 124 


de mezclas, 121, 125 
de numeros, 124 
de trabajo, 122, 125 
de velocidad, 120-121, 124 
diversos, 122-123 
producto(s), 470 

escalar de una matriz, 603 
interno de una matriz, 550 
notables, 83, 86 
punto, 550-556 

interpretación fisica del, 554 
propiedades del, 550 
programación lineai, 559, 586-592 
progresión aritmètica, 655-656 
propiedad(es) 

asociativa, 30, 32, 51 
conmutativa, 30, 32, 51 
de cancelación, 53 
de cerradura, 51 
de identidad, 51 
de igualdad, 53 

de la diferencia de conjuntos, 34 

de la existencia de la identidad, 30, 32 

de la existencia de un elemento absorbente, 30, 32 

de la multiplicación por cero, 53, 127 

de la sustracción y negativos, 53 

del inverso, 51 

distributiva de la intersección respecto 
a la unión, 33, 52 
distributiva de la unión respecto 
a la intersección, 33 
uno a uno, 332-333 
transitiva, 59 
proporcionalidad, 190 
proposiciones, 2 
compuestas, 4 
equivalentes, 11-12, 13 
implicación de, 16-17 
simples, 4 
prueba(s) 

de la recta horizontal, 243 
de la recta vertical, 203 
de simetrfa, 180 
punto 

critico, 269 

de inflexión de la gràfica, 224 
de prueba, 582 
medio, 61-62, 171, 172 

R 

racionalización, 74 
radiàn 

medida de un àngulo, 356 
conversión a grados, 374 
uso de la calculadora, 374 
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radicai, 71, 72, 80 
leyes de los, 72-73 
radicando, 72, 201 

radio de una circunferencia, 175, 339-340 
raiz(es), 71 

cantidad de, 283, 289 
compleja, 282, 474 
cuadrada, 71-72 
principal, 138 
cubica, 71-72, 474-475 
de funciones polinomiales, 282 
de multiplicidad, 128 
m, 270-273, 283 
de un numero complejo, 473 
de una ecuación cuadràtica, 131 
división de, 275-281 
n-ésima principal, 71 
racionales, 290-293 
reai, 282, 289-296 
determinación de, 290 
repetida, 270 
simple, 270, 283 

rango de una función, 200, 221, 243, 392. Véase 
también dominio y función 
rapidez, 547 

reciproca, función, 407. Véase también 
función(es) 
reciproco, 51, 620 
recta(s), 209 

con pendiente, 267 
crecimiento de la, 183 
de los numeros reales, 58 
distancia en la, 61 

de minimos cuadrados, 258, 260, 638 
del mejor ajuste, 259 
ecuación de la, forma 

pendiente-intersección, 185 
forma punto-pendiente, 184-185 
horizontal, 185, 267 
numèrica reai, 58 
paralelas, 187 
pendiente de la, 183-184 
perpendiculares, 187 
que pasan por el origen, 527 
recorrido de la, 183 
verticales, 185 

rectàngulo auxiliar de una hipérbola, 497 
reducción a una función seno, 463-464 
reflexión, de gràficas, 213, 246 
regla(s) 

de càlculo, 317 
de Cramer, 643-644 
de la adición de la probabilidad, 698 
de los signos, 54 

para resolver desigualdades polinomiales, 155- 


reglas de inferencia, 17 
adición, 18 
conjunción, 18 
modus ponens, 18 
modus tollens, 18 
silogismo disyuntivo, 18 
silogismo hipotético, 18 
simplificación, 18 
residuo, 276 
resta, 99 

restricción, 251, 586 
Rheticus, George Joachim, 355 
Richter, Charles F., 343 
rotación 

de ejes, 504-505 
ecuaciones de, 505 
eliminación del término xy, 506-507 
secciones cónicas sin, 508 
de gràficas polares, 533 
rumbo, 459 

s 

Saint-Vincent de, Grégoire, 521 
secante 

definición de, 407 
dominio de la, 376 
gràfica de la función, 410 
periodo de la función, 408-409 
sección cònica, 481, 536 
rotada, 539 
sector, 361 

segundo, medida de un àngulo, 357 
semicirculo, 177 
inferior, 203 
superior, 203 
semiplano, 581 
seno, 389, 390 

amplitud de la función, 399-402 
ciclo, 398, 409 

desplazado, gràfica de, 402-403 
fòrmula para el àngulo doble, 502 
fòrmula para el àngulo medio, 420 
función, reducción a una, 463-464 
gràfica de la función, 350, 397-407 
hiperbólico, 350 
inverso, 425 
ley del, 453, 460 
casos ambiguos de la, 455-456 
periodo de la función, 400 
propiedades de la función, 399 
series, 661-667 
aritméticas, 662 
convergentes, 667 
divergentes, 667 
geométricas, 664 
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finitas, 664 
infinita, 671 
suma de una, 672 
infinitas, 670 
suma de la, 670 
sigma, notación, 259 
signo(s) 

de un producto, propiedades del, 155 
algebraicos, 377 
de las funciones circulares, 392 
de un cociente, propiedades de, 157 
silogismo 

disyuntivo, 18 
hipotético, 18 

Silvestre, James Joseph, 597 
slmbolo(s) 

de infinito, 146, 147 
de desigualdad, 59 
simetrfa, 179, 208, 210, 270 
pruebas de, 180 

simplificación, 18, 73-74, 81, 99, 100, 103 
sistema(s) 

consistente de ecuaciones, 560 
de coordenadas rectangulares, 167, 168, 390, 467 
de desigualdades, 580-586 
solución de, 581-582 
de ecuaciones, 258 
de ecuaciones lineales, 560 
solución de un, 560 
de ecuaciones no lineales, 569-575 
de los numeros reales, 51 

propiedades bàsicas de los, 51 
homogéneos, 566 
inconsistente, 560 
sobredeterminado, 258 
solución(es) 
conjugadas, 143 
de desigualdades lineales, 144 
con dos variables, 580-586 
de mlnimos cuadrados, 639 
de sistema de ecuaciones, 112 

exponenciales y logaritmicas, 331-338 
lineales, 560 

de triàngulos rectàngulos, 444-446 
de una matriz, 637 
extrana, 114, 333-334, 436 
factible, 586 
de pH, 344 
Sorense, Soren, 344 
subconjunto, 25, 48 
sucesión(es), 654-660 
aritmètica, 655 
convergentes, 667, 669 
de sumas parciales, 670 
definidas, 655 


divergentes, 667, 668, 669 
finitas, 654 
geomètrica, 657 
infinita, 654 
limite de la, 668 
rango de una, 654 
razón comun de la, 657 
término de la, 654 
suma, 99 

de errores cuadràticos, 259 
de dos cubos, 95, 96 
de los cuadrados, 259 
de funciones, 238 
de matrices, 602 
de numeros complejos, 140 
notación de, 259 
sustitución 

hacia atràs, 563-565, 629 
mètodo de, 561-562, 569 
sustituciones trigonométricas, 414 
sustracción con denominadores comunes, 54 

T 

tabla(s) 

de verdad, 5, 9-10 
de cuerdas, 355 

de valores de las funciones trigonométricas, 355 
tangente, 204, 376, 
definición de, 407 
fòrmula de diferencia, 418 
fòrmula de suma, 418 
fòrmula para el àngulo doble, 542 
fòrmula para el àngulo medio, 420 
gràfica de la función, 350, 397-407 
tasa 

de crecimiento, 338 
de decaimiento, 339 
tautologia, 12, 13 
técnicas de conteo 38-39, 41, 42 
temperatura ambiente, 341 
teorema 

de DeMoivre, 473 
de desarrollo, 614, 617 
de la factorización completa, 283 
de las ralces complejas, 287 
de las ralces racionales, 291 
de Pitàgoras, 49, 133, 170, 365, 368, 371, 372, 457 
del binomio, 680-686 
del factor, 282 
del residuo, 277, 282 
del triàngulo isósceles, 3 
del valor intermedio, 296-297 
fundamental del àlgebra, 283 
teoria 

de conjuntos, 21, 23, 30, 47, 48 
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de la probabilidad, 21, 653 
de los determinantes, 597 
de los grupos, 21 
heliocéntrica, 355 
término 

constante, 84 
n-ésimo, 654 
teoria de conjuntos, 23 
tiempo, 465 
topologia, 21 

transformación(es), 208, 410. Véase también gràfica(s) 
combinación de, 214-215 
no rfgidas, 214, 238 
rfgidas, 211, 238 
triàngulo(s) 
de Pascal, 681 
rectàngulos, 360, 361, 460 
aplicaciones de, 446-453 
solución de, 444-446 
trigonometria del, 365-369 
tricotomia, ley de, 59 
trigonometria, 2, 355, 443 
trinomio, 84 
tripleta ordenada, 560 

u 

unidad imaginaria, 138 
unión de conjuntos, 31-32, 33, 48, 152 
universal (o universo), conjunto, 19, 25. Véase también 
conjunto(s) 

uno a uno (biunivoca), función, 243 
inversa de la, 243-243, 245 

V 

vacio, conjunto, 24-25, 48. Véase también conjunto(s) 
valor(es) 

absoluto, 59-60, 467 
propiedades del, 60 
absoluto, función, 231- 232 
de coseno, 371, 372, 373 
de la expresión, 83 
de las funciones trigonométricas, 390 
de seno, 371,372, 373 
de tangente, 373 
de verdad, 2, 10 


futuro, 342-343 
màximo, 587 
minimo, 587 
variable(s),4, 83 
dependiente, 200 
independiente, 200 
resolución de, 115 
variación, 190 
combinada, 190-191 
conjunta, 190-191 
directa, 190, 191 
inversa, 190, 191-192 
vector(es) 

àngulo de dirección del, 543 
aritmètica de, 543 
cero, 543 

columna, 599, 608 
de base estàndar, 546 
de desplazamiento, 542 
punto inicial del, 542 
punto terminal del, 542 
de posición, 542 

componentes del, 542 
en el plano, 542-549 
fila, 599, 608 

forma trigonomètrica de un, 547 
horizontales, 546 
normalización del, 546 
operaciones con, 544 
propiedades de las, 544 
ortogonales, 552 
unitarios, 545 
verticales de longitud, 546 
Verhulst, P. F., 339 
vèrtice, 219, 356, 482,587 
de la paràbola, 484 
de un àngulo, 356 
de una elipse, 490 
de una hipérbola, 490 
vida media, 340 
Viète, Fran£oise, 2, 47 

X 

x cubum (cubo), 2, 47 
x quadratimi (cuadrado), 2, 47 
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